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Uvod  u analizu,  izvod  i integral  su  sadržaj  knjige  pod  nazivom:  zbirka 
zadataka  iz  matematičke  analize  (I  deo,1976,na  ruskom  jeziku).  Redovi, 
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zadataka  iz  matematičke  anaUze  studentima  naših  fakulteta.  Smatrao  sam 
da  će  se  objavljivanjem  ovih  zbirki  obogatiti  matematička  literatura  ne  samo 
za  studente  matematike,  fizike  i ostalih  prirodnih  i tehničkih  naulca,  nego  i za 
učenike  elitnih  srednjih  škola  i gimnazija,  asistente,  buduće  naučne  radnike, 
inženjere  raznih  profila,  i ostale. 

Za  prvo  izdanje  na  srpskom  jeziku,  izvršio  sam  detaljnu  proveru  rešenja 
svih  navedenih  primera,  popravio  ne  mali  broj  štamparskih  grešaka  i u nekim 
slučajevima  intervenisao  svojom  primedbom  ne  menjajući  originalno  rešenje. 

Tekst  sam  kompjuterski  obradio  koristeći  ”Scientific  Word-Latex-2e” 
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Za  razliku  od  originala  u izdanju  na  srpskom  jeziku  rezultati  zadataka 
za  samostalni  rad  navedeni  su  na  kraju  odgovarajuće  glave. 
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koje  uoče,  a kojih  verovatno  ima. 

Januar,  2007 

Beograd 

Redaktor  i prevodilac  Stojan  Radenović,radens@beotel.yu 


1 


2 


Sadržaj 

1 Uvod  u analizu  5 

1.1  Realni  brojevi 5 

1.2  Teorija  nizova 16 

1.3  Pojam  funkcije 56 

1.4  Granične  vrednosti  funkcija 68 

1.5  Grafičko  predstavljanje  funkcija 120 

1.6  Neprekidnost  funkcije  150 

1.7  Inverzna  funkcija 171 

1.8  Ravnomerna  neprekidnost 178 

1.9  Funkcionalne  jednačine 186 

1.10  Zadaci  za  samostalni  rad 189 

1.11  Rezultati  195 

2 Diferencijalni  račun  197 

2.1  Izvod  funkcije . 197 

2.2  Diferencijai  funkcije  224 

2.3  Izvod  inverzne,  parametarske  i implicitne  funkcije 231 

2.4  Izvodi  i diferencijali  višeg  reda 236 

2.5  Rolova,  Lagranžova  i Košijeva  teorema 267 

2.6  Monotonost  funkcije.  Nejednakosti 286 

2.7  Konveksnost  i konkavnost  funkcija 300 

2.8  Oslobađanje  neodređenosti 306 

2.9  Tejlorova  formula 315 

2.10  Ekstremumi  funkcija  330 

2.11  Tok  i grafik  funkcije 344 

2.12  Zadaci  iz  maksimuma  i minimuma  funkcija 360 


3 


4 


SADRŽAJ 


2.13  Zadaci  za  samostalni  rad 367 

2.14  Rezultati  374 

3 Neodređeni  integral  379 

3.1  Jednostavniji  neodređeni  integrali 379 

3.2  Integraljenje  racionalnih  funkcija 411 

3.3  Integraijenje  iracionalnih  funkcija 434 

3.4  IntegraJjenje  trigonometrijskih  funkcija 452 

3.5  Integraljenje  nekih  transcendentnih  funkcija 467 

3.6  Razni  primeri  integraljenja  funkcija 479 

3.7  Zadaci  za  samostalni  rad  491 

3.8  Rezultati  492 

4 Određeni  integral  495 

4.1  Određeni  integral  kao  limes  zbira  495 

4.2  Veza  određenog  i neodređenog  integrala 519 

4.3  Teoreme  o srednjoj  vrednosti 561 

4.4  Nesvojstveni  integral 572 

4.4.1  Nesvojstveni  integral  prve  vrste 572 

4.4.2  Nesvojstveni  integral  druge  vrste 574 

4.5  Izračunavanje  površine 600 

4.6  Izračunavanje  dužine  luka 616 

4.7  Izračunavanje  zapremine 628 

4.8  Izračunavanje  površine  obrtnog  tela 648 

4.9  Opšta  shema  primene  određenog  integrala  . . . 660 

4.10  Zadaci  iz  mehanike  i fizike 673 

4.11  Približno  izračunavanje  određenog  integrala 683 

4.12  Zadaci  za  samostalni  rad 693 

4.13  Rezultati  700 


Glava  1 


Uvod  u analizu 


1.1  Realni  brojevi 

1°  Skupovi.  Matematičkisepojamskupaelemenatashvataintuitivno.1 
Zapis  х G E označava:  “ х je  element  skupa  E ” a zapis  х £ E označava  da 
“х  nije  element  skupa  E Ako  je  svaki  element  iz  F element  iz  E,  onda  se 
to  zapisuje  F C E ili  E D F. 

2°  Metod  matematičke  indukcije.  Pretpostavimo  da  je  utvrđeno 
sledeće:  1)  Tvrđenje  T koje  zavisi  od  prirodne  promenljive,  pretpostavljajući 
da  je  tačno  za  bilo  koji  prirodan  broj  a,  tačno  je  i za  broj  a + 1;  2)  Postoji 
bar  jedan  prirodan  broj  b,  za  koji  je  tvrđenje  T tačno.Tada  je  tvrđenje  T 
tačno  za  proizvoljan  prirodan  broj  veći  ili  jednak  b. 

3°  Sečenje.  Skup  A racionalnih  brojeva  naziva  se  sečenjem  ako:  1) 
Skupu  A pripada  bar  jedan  racionalan  broj,  ali  ne  svaki  racionalan  broj;  2) 
Za  p € A i q < p (q  € Q)  imamo  q e A\  3)  Skup  A nema  najveći  broj.  Iz 
definicije  sečenja  sledi,  da  ako  p e Ai  q (jz  A , to  \e  p < q.  Elementi  skupa  A 
zovu  se  donjim  brojevima  sečenja  A a racionalni  brojevi  koji  ne  pripadaju 
skupu  A zovu  se  gornjim  brojevima  sečenja  A.  Skup  svih  gornjih  brojeva 
sečenja  A označava  se  sa  A'.  Ako  u skupu  A'  postoji  najmanji  broj  r,  to  se 
sečenje  A zove  racionalnim  i kaže  da  ono  definiše  racionalan  broj  r.  Ako  u 
skupu  A'  nema  najmanjeg  broja,  to  se  kaže  da  sečenje  A definiše  iracionalan 
broj.  Skup  svih  racionalnih  i iracionalnih  brojeva  naziva  se  skupom  realnih 
brojeva. 

4°  Apsolutna  vrednost.  Ako  јеж  realan  broj,  to  se  apsolutnom  vred- 


xtj.  neposredno  se  uviđa  i opaža,  bez  posredstva  razmišljanja. 
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nošću  |ж|  naziva  nenegativan  broj,  defmisan  sledećim  uslovima: 


аг 


х,  х > 0; 

— х,  х < 0. 


Za  proizvoljne  realne  brojeve  х i у važe  nejednakosti: 

|аг|  — \y\  < \x  + y\  < |ж|  + |у|. 

5°  Supremum  i inflmum  skupa.  Neka  je  X — {х}  ograničen  skup 
realnih  brojeva.  Broj  m = inf  {ж}  naziva  se  infimumom  skupa  X,  ako  je: 
1)  svako  х € X zadovoljava  nejednakost  х > m;  2)  za  proizvoljno  e > 0 
postoji  takvo  х'  e X,  da  je  х'  < m + e.  Slično,  broj  M — sup  {ж}  se  naziva 
supremumom  skupa  X , ako  je:  1)  svako  х € X zadovoljava  nejednakost 
х < M ; 2)  za  proizvoljno  e > 0 postoji  х"  e X.  tako  da  je  х"  > M — e. 
Ako  slcup  nije  ograničen  odozgo  (odozdo)  to  uslovno  kažemo,  da  je  njegov 
supremum  (infimum)  +oo  (— oo  ):  sup  {ж}  = +co  (inf  {ж}  = — oo) . 

6°  Kvantori.  U matematičkim  teoremama  se  često  koriste  izrazi  “ Za 
svako...”  i “Postoji  ...tako  da...”  Njih  redom  označavamo  sa  V i 3 i zovemo 
kvantorima  ili  kvantifikatorima. 

7°  Rešeni  zadaci. 

1.  Naći  sumu: 


1 1 

arctan  - + arctan  — + 

2 o 


■ + arctan 


2тг2 


Si 


◄ Primenimo  metod  matematičke  indukcije.  Pošto  je: 
1 


arctan-,  S2 

Љ 


1 1 I + I 

arctan  — + arctan  — = arctan  — — jpr 

2 8 1 — к.г 


arctan 


2*8 


3’ 


2 1 

5з  = arctan  - + arctan  — = 
3 18 

to  možemo  pretpostaviti  da  je 


arctan 


2 + X 
3 3 18 

1 2 1 

1 3*18 


arctan}. 

4 


n 


Sn  = arctan  , n € N. 

n + 1 


(1) 


Kako  je 


Sn+l 


arctan 


arctan 


n 1 

— — + arctan  ™ — — то 
n + 1 2(7г  + 1 у 


+ 


7i+l  ' 2(тг+1)2 

1 71  1 

L n+1 ' 2(n+l)ž 


arctan 


n + 1 
n + 2 
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i jednakost  (1)  je  tačna  za  1,  to  je  saglasno  indukciji  ona  tačna  za  sve  prirddne 
brojeve  n.  ► 

2.  Primenjujući  metod  matematičlce  indukcije,  dokazati  da  za  proizvol- 
jan  prirodan  broj  n važe  sledeće  jednakosti: 
a) 

, 2 i ri2  i I „,2  п(п  + l)(2n  + 1) 


b) 


O 


Bn 


Г + 2^  + • 
l3  + 23  + • 


+ n 


6 


• + 7i3  — (1  + 2 + • • • + 


< a)  Jednakost  je  tačna  za  1.  Pretpostavimo  tačnost  jednakosti  za  n, 
i pokažimo  njenu  tačnost  za  n + 1.  Zaista, 

An+ 1 = l2  + 22  + • • • + n2  + (n  + l)2  = An  + (n  + l)2 

n(n  + l)(2n+l)  , , t in2_  (n  + l)(n  + 2)(2n  + 3) 

_ - +(п+1Ј  - б 


što  je  i trebalo  dokazati. 

b)  Tačnost  jednakosti  za  1 je  očigledna.  Iz  pretpostavke  njene  tačnosti 
za  n sledi 

Bn+ 1 = l3  + 23  H (-  n3  + (n  + l)3  = Bn  + (n  + l)3 

= (1  + 2 + • • • + n)2  + (n  + l)3 

= (1  + 2 + • • • + n)2  + 2 • - — — -.(n  + 1)  + (n  + l)2. 


Uzimajući  u obzir  jednakost 


1 + 2 + h n = 


n(n  + 1) 
- 


dobijamo 

l3  + 23  H h n3  + (n  + l)3  = (1  + 2 H h n + (n  + l))2  , 

tj.  tvrđenje  je  tačno  i za  n + 1.  ► 

3,  Dokazati  Njutnovu  binomnu  formulu: 

(a  + b)n=  J2C^an-mbm, 

771—0 

gde  je  6™  = (broj  kombinacija  od  n elemenata  klase  m)  , k\  = 

k(k  — 1)  ■ • • 3 • 2 • 1,  gde  je  0!  = 1. 
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•4  Za  1 imamo:  2 


(a  + 6)1  = C]na1~Tnbrn  = -^гг.а  + ^6  = a + 6. 


m=0 


1!  1! 
оша  + тГ 


Ostaje  da  se  pokaže  da  iz  pretpostavke  tačnosti  tvrdjenja  za  n sleduje,  da 

Је: 


n-j-1 

(a  + b)n+1  = C"+1an+1"m6" 

m=0 


Stvarno, 


(a  + b)n+1  = (a  + b)(a  + b)n  = (a  + b)f^(Zan~mbm 

m=Q 

= C^an+1~mbm  + J2  Cnan~mbm+1 

m= 0 m=0 

= ЈГ  Cnlan+1~Tnbrn  + C^a71*-1-^™ 

m= 0 m=l 

= an+1  + Y (Cn  + (Z-i)  an+1~mbm  + bn+1. 


m= 1 


Koristeći  relacije 


СЈП  j /~ЧТ1 

m • 1 


П\ 


m\(n  — m)\  (m  — l)!(n  + 1 — m)!  m\(n  + 1 — m)! 

уОГП+1.  ЛП+1  ЛП+1  1 

°m  ) °0  “ Un+1  ~ 


П! 


(n  + 1)! 


konačno  imamo 

(a  + b)n+1  = an+1  + Y C'^+1on+1_m^m  + bn+1  = ]Г  C^+1an+1~m6m.  > 


n~f*l 


m=l 


m=0 


Q 


4.  Dokazati  Bernulijevu  nejednakost: 

(1  + Xi)(l  + ;1‘2 )...(!  + Х-п)  1 + X\  + X2  + * * • + хт 

gde  su  Ж1,Х2,  ...yxn  brojevi  istoga  znaka  veći  od  —1. 

2Prim.  prevodioca:  U svim  zadacima  iz  indukcije  pisaćemo:  ...za  1;  ako  je  tačno  za  n, 
proverićemo  tačnost  zan  + 1;  ne  kao  u originalu:...za  n — l;...n  = fc,  ...n  = k + 1. 
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■4  Za  1 i 2 nejednakost  je  očigledna.  Neka  je  nejednakost  tačna  za  n. 
Pokažimo  njenu  tačnost  za  n + 1.  Imamo  (za  Х{  > —1) 

(1  + +i)(l  + X2)...(l  + xn)(l  + хп+г) 

> (1  + X%  + • • • + Xn)(l  + xn+l) 

= 1 + X\  + ■ • • + xn  + хп+г  + (+i  + X2  + • • • + хп)хп+г 

> 1 + хг  + • • • + xn  + хп+г 

Ovde  je  korišćena  nejednakost 


(хг  + xi  + • • • + хп)хп+г  > 0, 

koja  je  tačna  za  proizvoljne  ж*  istog  znaka.  > 

5.  Dokazati,  da  ako  je  х > —1,  to  je: 

(1  + x)n  > 1 + nx  (n  e N), 

gde  znak  jednakosti  važi  samo  za  х — 0. 

< Navedena  nejednakost  neposredno  proizilazi  iz  nejednakosti  primera 
4 za  хг  = ж2  = • ■ • = xn  — х.  > 

6.  Dokazati  nejednakosti: 

a)  >--+xn  > yXlX4  ■ ■ - xn  gde  je  Xi  > 0 (г  = T(n)  (aritmetička 
sredina  nenegativnih  brojeva  nije  manja  od  njihove  geometrijske  sredine). 

b)  > i+4;^x,  gde  je  хГ  > 0 (i  = I~n)  (geometrijska 

sredina  pozitivnih  brojeva  nije  manja  od  harmonijske  sredine  tih  brojeva). 

c)  (f>iž/i)  < (|>?)  (ž' yi)  > Sde  su  У*  (*  = proizvoljni 

reahii  brojevi  (nejednakost  Koši-Bunjakovskog).  U kojim  slučajevima  u 
navedenim  nejednakostima  važi  znak  jednakosti? 
з.)  Za  2 je 


хг  + x2 
2 


- фгу^Х2  = 


(^-V5T)2 

2 


> 0. 


Pretpostavimo  da  je  nejednakost  a)  tačna.Tada  je 

Ж1+х2  + ---  + хп  + хп+1  = 7l.^+^+-+^+q;n+1  тг-  -Дд+Дп+^ 

71+1  П + 1 _ П + 1 
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Stavljajući  x\X2-.xn  = an(n+1\  xn+i  = bn+1  i lcoristeći  poslednju  nejed- 
nakost  dobijamo: 

+ %2  + * * * + xn  + ^n+l 


> 


П + 1 

п • tfXiX2~~Xn  + Xn+1 
П+1 


n+tyxi  &2  .xnxn+l 


nan+1  + 6n+1  „7  ?гап+1  + 6n+1  — nanb  — anb 

- anb  = 


тг  + 1 


n+  1 


77  + I 
a — b 
n + 
a~b 


n+  1 

(g  - в)2 

тг  + 1 


( nan(a  -b)-  b(an  - bn )) 

j ( nan  - ba71-1  - b2an~2 bn) 

(an  - ban-1  +an + an  - bn) 

(a71-1  + ап_2(а  + &)  + •••  + (an_1  + an_26  + ■ • • + 6n_1))  > 0. 


Na  taj  način  nejednakost  a)  je  dokazana.  Znak  jednakosti  važi  ako  i 
samo  ako  je  xi  = x%  = ■ ■ • = xn.  Stvarno.  iz  poslednje  nejednakosti  sledi,  da 
je  jednakost 

X\  + X2  + • • • + xn  + Xn+\ 


n + 1 


n+\/X\X2--XnXn+i , 


moguća,  ako  i samo  ako  je  a — b,  tj.  kada  je  xia:2...a:n  = жп+1.  Slično  možemo 
dobiti  da  je  xiX2-.xn-\  = жп-1.  Iz  tih  jednakosti  sledi  da  je  xn  = xn+i  .Talco 
su  dokazane  jednakosti  x\  = xi  = • • • = xn 

b)  Neka  je  Х{  > 0 (i  = l,n).  Tada  primenjujući  nejednalcost  a)  na 


brojeve  ~ (i  = l,n),  dobijamo  relaciju: 


^Х1Ж2...^п 

iz  koje  sleduje  nejednakost  b). 
c)  Iz  očigledne  nejednakosti 


n/E 

i 

1 

V xi 

XI 

< 


-T  + — — - + • • • + — т 

Ж1  дг  5a 

n 


+ (Xit  + Уг)2  > 0 

г=1  ' 

dobijamo  nenegativnost  za  sve  vrednosti  t lcvadratnog  trinoma 

t2  ЈГ  х2  + 2 хт  ++y2  > o, 


i=l 


i= 1 


г=1 
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11 


zato  je 

(£+-(х>.?)(е+°' 

\i=l  J \i= 1 J \i— 1 J 

ZnaJk  jednakosti  važi,  tada  i samo  tada,  kada  je  X{t  + гц  = 0 ( i = 1 ,n)  tj. 
lcada  postoji  broj  Л ф 0,  da  je  гц  = Xx{  (i  = 1, n)5  ili  kada  su  svi  X{  ili  svi  yi 
jednaki  nuli.  > 

7.  Dokazati  nejednakosti: 

a)  n!  < (^±i)n  , n > 1;  b)  (n!)2  < ((n+1)fn+1))"  , n > 1; 

13  . _ 2n— 1 ^ 1 __ 

W 24  2n  ^ 

< Nejednakosti  a)  i b)  su  posledice  nejednakosti  a)  iz  prethodnog  za~ 
datka  za  X]~  = k i = &2  (A;  = l,n)  respektivno.  Nejednakost  c)  dokaza- 
ćemo  indukcijom.  Ona  je  očigledna  za  1.  Pretpostavimo  njenu  tačnost  za  n 
i pokažimo  tačnost  za  n + 1.  Stvarno, 


13 

24 


2n  — 1 2n  + 1 
2n  2n  + 2 


< 


2?г  + 1 


2n  + 3 2n  + 1 
V^T+1 2n  + 2 — V2n  + 3 Y 2n  + 1 2n  + 2 

1 


4n2  + 8n  + 3 


< 


л/2 n + 3 V 4n2  + 8n  + 4 V2n  + 3 ’ 

8.  Dokazati  nejednakosti: 

a)  1 + ^ + + • • ♦ + ^ > \/n5  (n  > 2);  b)  nn+1  > (n  + l)n5  (n  > 3); 

I 

c) 


sin  J2  xk 
k= 1 


< X)  sin хк->  (o  < Xk  < 7Г;  k = 1 ,n); 
/с=1 


d)  (2п)!  < 22n(n!)2,  (n  > 1). 
< a)  Za  n > 2 imamo 

1 1 

1 H 7=  H 7=  + 

\/2  \/3 


1 1 /- 

+ -7=  > П • ”7=  = уП. 

л/n  л/n 


b)  Nejednakost  je  očigledna  za  3.  Pretpostavimo  njenu  tačnost  za  n i 
dokažimo  tačnost  za  n + 1.  tj.  dokažimo  da  je 

(n  + l)n+2  > (n  + 2)n+1, 

ako  je  nn+1  > (n  + l)n. 

(+-1_"[1п+2 

Množenjem  obe  strane  poslednje  nejednakosti  sa  -~hti — i imamo 


(n  + 1) 


n+2 


> 


(n  + l)2(n+l) 


П1 


n+1 
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Kako  je 


(n  + l)2(n+1)  _ f n2  + 2n+l\ 

n ) 


n+1 


n+1 


> (n  + 2)n+1, 


to  je  tvrđenje  dokazano. 

c)  Nejednakost  je  tačna  za  1.  Dokažimo  da  je 


n-f  1 

smJ> 

fc=l 


n-f  1 

< E sinxk 

k= 1 


smatrajući  da  je  polazna  nejednakost  tačna.  Stvarno,  ako  je  0 < < 7r,  to 

Је 


n-fl 

n n 

sin  ^2  xk 

= 

sin  Хк  • cos  xn+\  + cos  Хк  ■ sin  х k 

к=1 

i 

k= 1 fc=l 

1^1  1 ^ I 

< 


< 


n 

sin  Хк 
k= 1 
п 

\ 

sm 

&=  1 


jcos  + 


cos 


fc=l 


|sina:n+i| 


+ sin  xn+1  < sin  xk  + sin  xn+1  = ^ sin  . 

k= 1 fc=l 


d)  Nejednakost  je  očigledna  za  2.  Polazeći  od  njene  tačnosti  za  n pokažimo 
tačnost  zan  + 1.  Stvarno, 


(2n  + 2)!  = (2n)!(2n  + l)(2n  + 2)  < 22n(n!)2(2n  + l)(2n  + 2) 

< 22n(n!)2(2n  + 2)2  = 22n+2((n  + l)!)2.  ► 

9.  Sečenje  AkojimjedejBnisanbroj  \/2  formiramo  na sledeći  način:  Skup 
A donjih  brojeva  sečenja  sadrži  sve  racionalne  brojeve  a takve  da  je  a3  < 2. 
Tada  skup  A 1 gornjih  brojeva  sečenja  sadrži  sve  ostale  racionalne  brojeve. 
Dokazati  da  skup  A nema  najveći  a skup  A!  nema  najmanji  element. 

< Dokažimo  prvo  tvrđenje.  Neka  a E - A , tada  je  a3  < 2.  Pokažimo  da 
možemo  izabrati  takav  prirodan  n,  da  a + ™ E A.  tj.  (a  + ~)  < 2.  Odatle 
sleduje  da  je 

За2  За  1 

+ “2  + “3  < 2, 


а3  + 


n n* 
За2  За 


. „ „ 1 з 

t J . d o "I o < 2 Cl  . 

n n^  n6 
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Poslednja  nejednakost  je  zadovoljena  tim  pre,  ako  je 

3 o?  + За  -p  1 o 

<2  -a6. 

n 

odnosno,  traženo  n zadovoljava  nejednakost 

За"  + За  + 1 
П>  2 - аЗ  ‘ 

Slično  se  dokazuje  i drugo  tvrđenje.  > 

10.  Pokazati  da  skup  svih  pravilnih  racionalnih  razlomaka  ~ gde  su  m 
i n prirodni  brojevi  i 0 < m < n nema  najmanji  i najveći  element.  Naći 
infimum  i supremum  tog  slcupa. 

< Neka  su  m i n (0  < m < n)  proizvoljni  prirodni  brojevi.Tada  iz 
očiglednih  nejednakosti 

m 2 m 2 m — 1 m __  2??г  2 m + 1 

n 2n  > 2n  > 5 ?г  2n  2 n 

sleduje  da  skup  svih  pravilnih  racionalnih  razlomaka  nema  najmanji  i najveći 
element.  Pokažimo  da  je 

м{^}=0,  ир{=}  = 1. 

Za  proizvoljno  e > 0 i prirodan  broj  m postoji  takav  prirodan  broj 
n > m,  tako  da  je  n > Tada  je  ^ < e.  Odavde  i iz  nejeđnakosti  ^ > 0 
slednje,  da  je  inf  = 0.  Slično,  za  proizvoljno  e > 0 i prirodan  broj  p 

postoji  takav  prirodan  m,  da  je  m > — . Odavde  je  > 1 — e,  tj.  za 

n = p + m,  imamo  ^ > 1 — e,  a to  sa  nejednakošću  ® < 1 označava  da  je 

suP(f } = L ► 

11.  Neka  je  {— х}  skup  brojeva  suprotni  brojevima  х e {х} . 

Dokazati  a)  inf  {-ж}  = - sup  {ж}  ; b)  sup  {-х}  = - inf  {х}  . 

< a)  Ako  je  skup  {х}  ograničen  odozgo,  to  je  skup  {— х}  ograničen 
odozdo,  jer  iz  х < M sledi,  da  je  -х  > -M.  Dalde,  iz  postojanja  sup  {a-} 
proizilazi  i postojanje  inf  {— х} . Neka  je  sup{a:}  = M' , tj.  х < M'  za 
proizvoljno  х € {ж}  i za  svako  e > 0 postoji  takvo  х'  6 {ж}  talco  da  je 
M'  - e < х'  < M'.  Ali,  tada  je  -х  > -M'  i -M'  < -х'  < -M'  + е,  gde 
—х'  € {— х} , odakle  sleduje,  da  је  inf  {— z}  = —M'  = — sup  {х}  . 

b)  Kao  i u slučaju  pod  a)  utvrdjuje  se  postojanje  inf  {х}  i sup  {-х} . 
Neka  je  inf  {х}  = m',  tj.  х > m'  za  proizvoljno  х e {z}  i za  svako  e > 0 
postoji  х'  E {х} , tako  da  je  m'  < х'  < m'  + e.  Tada  je  -х  < -m'  i 
—m'  - e < -х'  < -m',  -х'  G {-х} . Znači  sup  {-ж}  = - inf  {х}  . > 
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12.  Neka  je  {ж  4-  у}  skup  svih  suma  х + у,  gde  х E {х}  i у & {у}  ■ 
Dokazati  jednakosti: 

a)  inf  {х  + у}  = inf  {a;}  + inf  {у}  ; b)  sup  {х  + у}  = sup  {ж}  + sup  {у}  . 
< a)  Pošto  iz 

х >m,  х G {ж}  i у > m\ , у € {у} 

proističe,  da  je 

x + y>  m + mi,  x + ye{x  + y}, 

to  iz  postojanja 

inf  {z}  = m'  i inf  {у}  = m} 
sleduje  postojanje  inf  {х  + у}  . Jasno,  da  je 

x + y>m'  + т'г . 

Dalje,  za  proizvoljno  e > 0 postoji  takav  element 

х'  + у'  e {х  + у}  , 


da  je 

m'  + m[  < х'  + у'  < m'  + m{  + e, 

jer  postoje  takvi 

х'  e {ж}  i у'  e {у} , da  je  m'  < х'  < m'  + | i m[  < у'  < m{  + 

Sleduje, 

inf  {х  + у}  = т'  + m[  = inf  {ж}  + inf  {у}  . 

Jednakost  b)  se  dokazuje  slično.  ► 

13.  Neka  je  {ж  • у}  skup  svih  proizvoda  х ■ у,  gde  х e {х}  i у e {у} , pri 
čemu  je  х > 0 i у > 0.  Dokazati  jednakosti: 

a)  inf  {х  ■ у}  = inf  {s}  • inf  {у}  ; b)  sup  {х  ■ у}  = sup  {х}  ■ sup  {у}  . 

■4  Dokažimo  jednakost  b)  Kako  iz 

х < M,  xE{x}  i у < M,  у E {у} , х > 0,  у > 0 

sleduje,  da  je 

х ■ у < M ■ M\, 


to  iz  postojanja 


sup  {ж}  = M i sup  {у}  = M\ 


1.1.  REALNI BROJEVI 
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proizilazi  postojanje  sup  {х  -у}  . Iz  nejednakosti 

M — £ 1 < X < M,  M\  — £2  < у < М\ 

sleduje,  da  је 

М ■ М\  - (eiMi  + е2М  - ег  • е2)  < х ■ у < М ■ М\. 

Како  veličina 

е\М\  + е2М  — ei  • е2 
može  biti  proizvoljno  mala,  to  je 

sup  {x-y}  — M-  M\  — sup  {ж}  • sup  {у}  . 

Jednakost  a)  dokazuje  se  slično.  > 

14.  Dokazati  nejednakosti: 

a)  \x  — y\>  Цт|  — |y|| ; b)  \x  + x\  + ж2  + • • • + xn|  > |ж|— (|xi|  H b |жп|) . 

< Nejednakost  a)  ekvivalentna  je  sistemu  nejednakosti: 

- \x  - y\  < |ж|  - \y\  < \x  - y\ . 

Očigledno  je 

\x  + y\>  \x\  - \y\  i | y\  = \y\  - 
Zamenjujući  у sa  — у , dobijamo 

\x-y\>  \x\  - | y\  = \x\  - \y\. 

Dalje  je 

\x-y\  = \y-x\>  \y\  - \x\, 

odakle  je 

-\x-y\<  |ж|  - \у\, 

tj.  nejednakost  a)  je  dokazana.  Nejednakost  b)  se  dokazuje  slično.  > 

15.  Neka  je  X = -J"|  ± 5^1}  ( n G N)-  Dokazati  da  je 

inf  X = 0,  supX  = 1. 


Neka  je  e > 0 proizvoljno.  Tada  iz  nejednakosti 

1 n , 1 , n ^ - 

0 < “г  — т < £,  1 ” £ < — + X ~T  < lj 

2 2n  T 1 2 2 n T 1 

koje  su  tačne  za  sve  n > proizilazi  da  je 

infX  = 03  supX  = l.  > 
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1.2  Teorija  nizova 


1°  Beskonačno  veliki  i beskonačno  mali  nizovi.  Niz  {:i:n } se  naziva 
beskonačno  velikim,  ako  se  za  proizvoljno  E > 0 može  naći  takav  broj 
N = N(E)  da  za  n > N svi  elementi  xn  niza  zadovoljavaju  nejednalcost 
\xn\  > E.  Niz  {an}  naziva  se  beskonačno  malim,  ako  se  za  proizvoljno  e > 0 
može  naći  takav  broj  N = N(e ),  da  za  sve  n>  N elementi  an  zadovoljavaju 
nejednakost  |an|  < e. 

2°  Granična  vrednost  niza.  Niz  {xn}  se  zove  konvergentnim,  ako 
postoji  takav  broj  a da  je  niz  {xn  — a}  beskonačno  mali,  tj.  za  svako  e > 
0 postoji  N = N(s)  talcvo  da  za  sve  n > N elementi  xn  zadovoljavaju 
nejednalcost  \xn  — a|  < e.  Pritom  se  broj  а zove  granična3 4  vrednost  niza 
{xn}  i simbolično  zapisuje:  lim  xn  = а ili  xn  — > a kad  n — * oo. 

U П—НУО 

3°  Kriterijumi  postojanja  granične  vrednosti. 

1.  Ako  je  yn  < xn  < Zn,  za  svako  n > n0  i lim  yn  = lim  = а,  to  je 

п—>оо  n— >oo 


lim  xn  = a. 

n— > oo 

2.  Monoton  i ograničen  niz  ima  graničnu  vrednost. 

3.  Košijev  kriterijum.  Da  bi  niz  {xn}  imao  konačnu  graničnu  vrednost, 
potrebno  je  i dovoljno  , da  za  svako  e > 0 postoji  N = N(e ) tako  da  je 
| xn+p  — xn\  < e,  za  sve  n > N i za  svako  p € N. 

4°  Granični  prelaz  u jednakostima  i nejednakostima.  Neka  nizovi 
{xn}  i {yn}  konvergiraju.  Tada: 

1)  ako  je  xn  < yn  to  je  lim  xn  < lim  yn\ 

n— >oo  n— >oo 

2)  lim  (xn  ± yn)  = lim  xn±  lim  yn\ 

n— >oo  n— >oo  n— - >oo 

3)  lim  (xn  ■ yn ) = lim  xn ■ lim  yn\ 

п — >co  n — >oo  n — >co 

llm  xn 

4)  lim  2a  _ , ako  je  Ит  yn  ф 0. 

n — >co  Уп  пХ%оУп  n— >oo 

5°  Broj  e.  Niz  {(l  + ^)n}  ™a  konačnu  graničnu  vrednost,  koja  se 
naziva  brojem  e : 


lim 

n — >oo 


= e = 2, 71828182845904523536028747135266.... 


6°  Beskonačna  granična  vrednost.  Simbolički  zapis  Ит  xn  = oo, 

‘ n—>oo 

znači  da  za  bilo  koji  broj  E > 0,  postoji  takav  broj  N = N(E),  da  je 
|o:n|  > E za  sve  n>  N. 

7°  Tačke  nagomilavanja  niza.  Tačka  а beskonačne  prave  naziva  se 

_____  *:i 

3Prim.  prevođioca:  ne  zahteva  se  da  brojevi  N (E)  i N (e)  budu  obavezno  prirodni. 
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tačkom  nagomilavanja  niza  {a;n}  Ш njegovom  delimičnom  graničnom  vred- 
nošću,  ako  se  iz  tog  niza  može  izdvojiti  podniz  koji  konvergira  ka  a.  Svaki 
ograničen  niz  ima  bar  jednu  tačku  nagomilavanja.  Najveća  tačka  nagomila- 
vanja  х ograničenog  niza  {xn}  zove  se  gornja  granična  vrednost  tog  niza 

х = lim  xn. 

n- — >oo 


a najmanja  njegova  tačka  nagomilavanja  х se  zove  donja  granična  vrednost 


х = lim  xn. 

n— >oo 

Da  bi  niz  {xn}  bio  konvergentan,  potrebno  je  i dovoljno  da  je  on  ograničen  r 
da  su  donja  i gornja  granična  vrednost  х i х jednake.  Ako  niz  nije  ograničen 
odozgo  (odozdo),  onda  se  pod  najvećom  (najmanjom)  tačkom  nagonnlavanja 
uzima  simbol  +oo  (—00). 

8°  Rešeni  zadaci. 

16.  Nekaje 


n 


xr, 


Dokazati  da  je 


n + 1 


lim  хт 

п—>  oo 


(n  G N). 


= 1. 


određujući  za  svako  e > 0 takav  broj  N = iV(e),  da  bude 


\ХП  l|  ^ £■) 

alco  je  n > N(e).  Popuniti  tablicu: 


£ 

0,1 

0,01 

0,001 

0,0001 

N 

? 

? 

? 

? 

<4  Po  definiciji  granične  vrednosti,  za  svaki  unapred  zadat  e > 0 imamo 


n 


n + 1 


n + 1 


< e 


n - 


za  n > ~ — 1 = N(e).  Sada  popunjena  tablica  je: 


e 

0,1 

0, 01 

0,001 

0,0001 

N 

9 

99 

999 

9999 

17.  Dokazati  da  je  xn  (n  € N)  beskonačno  mali  niz  (tj.  ima  za  graničnu 
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vrednost  0 ),  nalazeći  za  svako  e > 0 takav  broj  N = N(e)  da  bude  |xn|  < e 
za  n > N.  ako  je: 

a)  xn  = b)  xn  = c)  xn  = d)  xn  = (-l)n  • 0,999n. 

Za  svaki  od  navedenih  slučajeva  popuniti  sledeću  tablicu: 


e 

0,1 

0,01 

0, 001 

0,0001 

N 

? 

? 

? 

? 

< a)  Očigledno  je  za  svako  e > 0, 

f_ljn+i  i i 

= — < e ako  je  n > - = N(e). 

n n e 

b)  Slično, 


d) 

|(— l)n  • 0, 999n|  = 0, 999n  < e. 

Odavde  je 

nlogO,  999  < loge, 
i pošto  je  log  0,999  < 0, 

to  je  n > loge  • log-1  0, 999  ~ 2330  • log  — = N(e) 

Popunjavanje  tablice  ostavljamo  čitaocu.  > 

18.  Dokazati  da  nizovi  : 

a)  xn  = (-l)n  ■ n;  b)  xn  = 2^;  c)  xn  = log(logn)  (n  > 2)  imaju 
beskonačnu  graničnu  vrednost  kad  n — > oo  (tj.  oni  su  beskonačno  veliki), 
određujući  za  svako  E takav  broj  N = N(E)  da  je  \xn\  > E zan>  N. 
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Za  svaki  od  slučajeva  popuniti  tablicu: 


e 

10 

100 

1000 

10  000 

N 

? 

? 

? 

? 

< a)  Nejednakost 

|(— l)nn\  — n>E 

zadovoljena  je  za  n > N{E ) = E.  gde  je  E > 0 proizvoljno. 
b)  Slično,  rešavanjem  nejednačine 

2^  >E, 


imarno: 

n > {logEf  ■ (log2)“2  = N(E) 

c)  Iz  nejednakosti 

|log(logn)|  = log(logn)  > E (n>  10) 

sledi  n > 1010£  = N(E). 

Popunjavanje  tablice  ostavljamo  čitaocu.  > 

19.  Pokazati  da  niz  xn  = n(_1)"  nije  ograničen,  a ipak  nije  beskonačno 
veliki  kad-  n — - » oo. 

< Neka  je  E > 0 proizvoljan  broj.  Tada  je  za  n = 2 k (k  e N) 

M = (2k)(-V2k  = 2k>  E. 

ako  je  k > § , tj.  xn  je  neograničen.  Ako  je  zatim  E > 1 i n = 2k  — 1 (k  E N) 
= (2 k - < 1 (k  6 N) 

ne  može  biti  veći  od  broja  E > 1,  tj.  nije  beskonačno  veliki.  > 

20.  Dokazati  da  je  za  |g|  < 1 

lim  ,qn  = 0. 


smatrajući  da  n prolazi  skupom  prirodnih  brojeva. 

< Ako  je  q = 0,  to  je  jednakost  očigledna.  Neka  je  e > 0 proizvoljno  i 
0 < |g|  < 1.  Tada  (prema  primeru  5)  je 


> 1 + n 


> n 
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Odatle  je 


\q\n  = \qn\  < 


\q\ 


< £,  za  svako  n > 


\q  I 


■ N(e).  ► 


n(l  - |g|)  “ e(l-M) 

Pretpostavljajući  da  n prolazi  skupom  prirodnih  brojeva,  naći 
sledeće  granične  vrednosti: 

21.  lim  + Jr  + ■§£  H b +r0  - 


п — >со 

Označimo 


Sn  ^ ^2 


_5_ 

23 


2n  — 1 
2n 


Tada  je 


Sn 


Zatim  je 


1 

2 + V 22 


22 


+ •••  + 


2n  — 1 2n  — 3\  2n  — 1 


1/11, 
- + ( - + 22  + 


+ 


2n 


,-i 


2n  2n 
2n  — 1 


2n+i 


9n+l 


1 1 

Sn  = 1 + 1+  9 + 22  + 


• + 


2n 


.-2 


2n  — 1 
2n+1 


= 1 + 


2n~i 


2п  — 1 
2n+1 


lim  5n 

n_+oo 


: ИШ  (1  + 2 

71 — >CO 


П— >00 

Stvarno,  pošto  je 


lim  3 — lim  ——5 

n-*oo  2n_2 


2n  — 1 
2n+1 


n 1 

2 lim  hm  — 

n — >00  2П  П — >OQ  2n 


2n— 2 


2n  — 1 

971 


3. 


n 

2n 


n 


n 


(l  + l)n  i + n + Zt^  + .-.  + l 
ako  je  n > 1 + f , (e  > 0)  to  je  ^ = 0.  ► 
22'  n^ob  (i12  + ^з  n(n+ij)  ' 


< 


n 


71(71— 1) 
2 


П 


< 


< Primetimo  da  je 

Sn  ~ 


1 +A  + 


1- 


+ 


1-2  2-3 

1 
2 
1 

n + 1 


■ + 


- - - ] + 
2 3 1 


n(n  + 1) 

+ 


n n + 1 
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Tada  je 


lim 


1 1 
+ + 1_ 


I 1 п 1 O q 
n— >oo  VI  * Z Z * O 


n(n+  1) 


lim  f 1 


n + 1 


= 1.  ► 


23.  lim  \/2  • -^2  • \/2  • • • • 2\/2. 

71—^00 

Kako  je 


V2-</2-V2 2y/2  = 25-4+"'+šf  = 21 


"2та  =r 


21/2" 


i za  n > 2 : 

2=^2^j2  = (l+(2*r-l))  > (l  + (2^  — l))  > n (2^  — 1 j , 

tj.  0 < 2 2^  - 1 < | , to  2^  -» 1 kad  n -»  00  i granična  vrednost  datog  niza 
je  2.  > 

Dokazati  sledeće  jednakosti: 

24.  lim  fr  = п. 

n— >oo  71  • 

-4  Jednakost  sleduje  iz  nejednakosti 


0 < 


2n  _ 2 2 2 
= 1 ' 2 ' 3 


2 „ /2 
-<2  - 
n V 3 


9 / 2N  n 
2 4 3 


i iz  toga  da  (|)П  — » 0 (prema  primeru  20)  kad  n — > co.  > 

25.  lim  = 0 (a  > 1). 

n— + co  a 

Neka  je  m ceo  broj  im>k.  Tada  je 


nfc  nm 


Q < — < — — = 


an  an 

gde  je  6 = ^/a  > 1.  Međutim, 
n n 


n 


m 


0 < 


< 


/ n \m 

IfJ 


n 


&n  (1  + (6-1)Г  1+п(6_1)  + !^(6-1)2  + ...  + (б-1)г 

2 n 


n(n  — 1)(6  — l)2 


0 kad  n —t  00. 


Onda  prema  teoremi  o graničnoj  vrednosti  proizvoda,  dobijamo  da  (^) 
0 kad  n oo,  odakle  sleduje  dokaz  tvrđenja.  l> 

26.  lim  £ = 0. 
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< Da  je  granična  vrednost  jednaka  nuli  sledi  iz  očigledne  nejednakosti 


0 < 


a 


П 


п\ 


a|  |а| 

Г ' т 


w w 

т т+1 


п 


т\ 


Н 

m + 1 


П—ТП 

< е, 


koja  је  tačna  za  svako  е > 0 i m + 1 > |а| , ako  je  n dovoljno  veliko.  > 
27  lim  nqn  = 0,  ako  je  |g|  < 1. 

n— >oo 

< Dokaz  sleduje  iz  toga  što  je 


n 

т 


Ф>  1) 


(prema  primeru  25) . > 

28.  lim  \/a  = 1 

< Za  а = 1 jednakost  je  očigledna.  Neka  je  а > 1.  Tada  л/а  > 1 i (prema 
primeru  5) 

а = (1+  ( л/а  — l))n  > 1 + n ( ^fa  — l)  > n ( д/а  — l)  , 


odalde  dobijamo  da  je 


0<  уа  — 1 < - < e 

n 


za  n > f (e  > 0),  tj.  лЈ/а  — » 1 kad  n -»  oo.  Ako  je  0 < а < 1,  to  je  \ > 1 i 
prema  dokazanom,  —*  1 kad  n — > oo.  Ali  tada  je 


lim  \fa  = lim 

n — >oo  n— >oo  n / 1 


lim 


1.  ^ 


29.  lim 

n— >oo 

^ Pošto  je 


log_  n 


0 (а  > 1). 


lim  tz  = 0 ( b > 1) 

п — >oo  0 


(prema  rešenju  primera  25),  to  je  . 

1 n. 

1+  < bn 

za  dovoljno  veliko  n'.  Stavimo  6 = ае,  gde  je  а > 1,  i e > 0 proizvoljno.  Tada 

Је  - 

< -T_  < 1 Ш 1 < n < аЕП. 

а&п  аеп 
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Logaritmujući  posleđnju  nejednakost,  imamo 

0 < loga  n < en, 


odakle  proizilazi 


„ log„  n 

0 < _2“_  < e 


n 


za  dovoljno  veliko  n.  Iz  poslednje  nejednakosti  i sleduje  tvrđenje.  > 
30.  lim  у/п  — 1. 

71 — >CO 

< Iz  očigledne  nejednakosti 


n = (1+  (уН-1))” 

= i+n(»s-i)  + d!Oik(i/s-i)2+...+(^-ir 
> Г+^(^-1)2, 

sleduje  da  je 

za  proizvoljno  e > 0 i za  sve  n > 1 + 2e~2.  t> 

31.  lim  -Љ=  = 0. 

71— >00  V 71« 

< Pokažimo  najpre  da  je  n!  > (f  )n  . Primenićemo  metod  indukcije.  Za 
1 nejednakost  je  tačna.  Zatim,  ako  je  ona  tačna  za  n,  to  za  n + 1 imamo 


(п+1)!  = n!(n+l)  > (jjJ  (n+1)  = 


n + lV+1  3 /n+nn+1 

3 ) '(1+i)"  з J 


Poslednja  nejednakost  je  tačna  , jer  je 


< 

< 

< 


n n(n  — 1)  1 

! + - + V - • — + 


2 + 


n 

1 

2! 


1 


+ 


n 


(n  — l)....(n  — n + 1)  1 


n* 


+ ••-■  + 


n! 


n! 


-111 

n 


„ 1 1 1 , , , , 1 , 
2+2i  + 3!+'''  + S<1  + 1+2  + 

1 + 1 + \ + • • • + + ' ' ' = 1 + јГГТ 


2 

n 

+ 


271-1 

= 3. 


n" 

n — 1 
n 
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Sada  postojanje  i jednakost  granične  vrednosti  sa  nulom,  proizilazi  iz  nejed- 

nakosti  „ 

1 10 

0 < — 7=  < 7=  = -<£, 

Vrd  гдвј"  n 

zadovoljene  za  proizvoljno  e > 0,  ako  je  n > |.  ► 

32.  Dokazati  da  je  niz 


1+J  ("eN) 


rastući  i ograničen  odozgo,  a niz 


f 1\n+1 

9„=fl  + ij  (neN) 


opadajući  i ograničen  odozdo.  Zato  oni  imaju  zajedničku  graničnu  vrednost. 


lim  ( H — ^ = Ит  ( H — 

n— »oo  V 71  / n-^oo  \ 71 


Saglasno  nejednakosti  primera  5,  imamo 


П+1  J 
, 1\П~ 


> 1 


(i  + ^)n  V 

1 \ n + 1 

n + 1 J n 

, 


(n  + l)1 


n + 1 


= (1±јГ_  1 

^71-1  (l  + 7Г=т)  (l  + A) 


n + 1 


1 n + 1 n3  + n2-n-l 

— — Q П ” ^ Ij 

1 4.  -g—  n ns  +пг  — n 

tj.  xn  a yn  . Dalje,  жп  < yn  i 0 < yn — xn  — { 1 + n)  ' n + n ~~ 4 ® 
n ->  oo,  odakle  (yn  - xn)  -»  0 kad  n ->  oo.  Sleduje,  Um  xn  = Ит  yn  = e. 


33.  Dokazati  da  je 


0<e-(l  + -)  <-(n€N). 
V П 1 П 
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Za  koje  se  vrednosti  eksponenta  n izraz  (l  + razlikuje  od  broja  e za 
manje  od  0.001? 

■4  Saglasno  primeru  32  imamo 


1 + - >e. 

n / 


Tada  je 


0 < e-  1+ 


< 1 + 


l\n  1 e 3 _J_ 

n)  n < n < n < 1000 


za  n > 3000.  > 

34.  Neka  jepn  (n  € N)  proizvoljan  niz  brojeva  koji  teži  +oo,  i qn  (n  G N) 
proizvoljan  niz  brojeva  koji  teži  — oo.  Dokazati  da  je 

lim  (l  + -j'"=  lin  (l + -)“  = «■ 
n-^co\  pnJ  n— »oo  у 

< Nelca  je  {n*. } bilo  koji  niz  celih  brojeva  koji  teži  +oo.  Tada  iz  uslova 


sleduje 


e < e za  n > N(e),  e > 0 


1 \Пк 

Ц ) — e <£  zank>  N(e), 


Ч.  lim  Л+2-Г 

Tifc  кх)  V 7lk  J 


Ako  niz  proizvoljnih  brojeva  {рлг}  (рл  > 1)  teži  +oo.  to  postoji  takav  niz 
celih  brojeva  {тгл},  da  je  + 1 i ► +oo.  Pošto  levi  i desni 

izraz  očigledne  nejednakosti 


<(1+iy‘<(1++ 

V PkJ  V nk 


teži  ka  e,  to  je  i 


( 1 \Vk 

lim  ( Ц ) 

к—>  oo  \ Pk  J 
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Ako  sada  proizvoljan  niz  brojeva  {qk}  (— qk  > 1)  teži  — oo  stavljajući  qk  = 
— ак,  dobijamo 


ЧкЈ 


акЈ  \ otk-1 


ak~ 1 / 1 

1 + 


a k — 1 


kad  к oo.  > 

35.  Znajući  da  je 


l\n 

lim  (14 — — e, 

n— > co  V 71  / 


dokazati  da  je 


1 1 , 

lim  ( 1 4~  1 4-  тгг  4-  • • • 4 — : — e. 

n-> co  V 2!  n! 


Izvesti  odatle  formulu 


o 1 1 . 0n 

e = 2 + 777  4~  * * * 4 — ; i 7: 

2!  n!  n * n! 


gde  je  0 < вп  < 1, 


i izračunati  broj.e  sa  tačnošću  do  10  5. 

< Prelaskom  na  graničnu  vrednost  u nejednakosti 


Xr 


1 + 


= l + ~ + 

n 


n n(n  —1)  1 


n j n 2! 

n(n  — l)...(n  — k + 1)  1 


n^ 


+ 


Jb! 

1 


w 


+ ■■•  + 


n(n  — 1)  • • • 2.*  1 1 


ni 


Пп 


+<)НМ>-^ 

kad  n — * oo  dobijamo  nejednakost 

„ 1 1 
e>2  + — + •"  + £[  = Z/fc, 

koja  je  zadovoljena  za  proizvoljno  k.  Kako  u skupu  {ук}  ne  postoji  najveći 
element,  to  je  za  k = n 


1 1 
2! 

tj.  znak  jednakosti  je  nemoguć.  S druge  strane  je 


Уп  = 2 + - + ---  + ^j<e, 


xr 


l\n  1 1 

1 + - <2  + — + ---  + -т  =yn- 

n 2!  n! 
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Znači, 


Odatle  sleduje  da  je 


xn<yn<e\  lim  xn  = e. 


lim  yn  = e. 

П-—КХ) 


Prelaskom  na  graničnu  vrednost  u nejednakosti 


Утп+п  Уп 


1 1 

+ ' 


< 


(n  + 1)!  (n  + 2) ! 


1 + 


+ • • • + 


+ ■ 


(n  + 1)!  V n + 2 (n  + 2)2 
1 n + 2 ^ 1 


(n  + m)! 


+ 


(п  + 1)!  n + 1 n-n! 
za  fiksirano  n i ?n  — ♦ oo,  dobijamo 

1 


0 < e - yn  < 


n • n' 


Označimo 


en 


е-Уп 
l 5 
п-п\ 


0 < вп  < 1. 


Odavde  sleduje  dokaz  navedene  formule.  Nejednakost 

1 - 5 


0 < e — yn  < г < 10 

n • n! 


je  tačna  za  n > 8.  Zato  je 

е~2  + - + - + - + - + - + 4 + ттг~  2, 71828.  > 

+ 2!  3!  4!  5!  6!  7!  8! 

36.  Dokazati  da  je  broj  e iracionalan. 

< Pretpostavimo  da  je  broj  e racionalan.  Tada  je  e = gde  sumin 
prirodni  brojevi.  Za  broj  n je  onda  zadovoljena  jednakost 

e = — = 2 + ^r  + --  - + — г + 0 < вп  < 1. 

n 2!  n!  n • n! 


Množeći  ovu  jednakost  sa  n!,  dobijamo 

2! 


1 1 
m(n  — 1)!  — n!  ( 2 + — + •••  H — ^ 


Q_n_ 
n ' 
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tj.  sa  leve  strane  ceo  broj  a sa  desne  razlomak.  Dobijena  protivurečnost 
dokazuje  iracionalnost  broja  e.  ► 

37.  Dokazati  nejednakost: 


П 


< n!  < e 


n 


< Leva  strana  nejednalcosti  je  tačna  za  1.  Zatim  je  prema  principu 
indukcije 

(n  + 1)!  = n!(n  + 1)  > j (n  + 1) 


n + l\n~^"  (n  + 1)  (—)  /п  + 1 


n+i\n+l 


(+) 


jer  je  nejednakost 

(n+l) 

ekvivalentna  nejednakosti 


n\n  ( n + 1 
e 


l\n 

1 + - ) < e 

n / 


> 


“П — 1 


n-f-1 


> 1 


(poslednja  nejednakost  je  tačna  na  osnovu  primera  32).  Desna  strana  ne- 
jednakosti  sleduje  iz  toga  što  je  (primer  6) 


n 


! < 


тг  + 1\п  (n\ 

2 ) ~~ 6 \2/ 

n (1+ј)” 


(?) 


e(f  )7 

•(?Г 


38.  Dokazati  nejednakosti: 

a)  4-<шГ1+1)<1 

П + 1 


n / n 


gde  je  n proizvoljan  prirodan  broj; 

b) 

1 + a < e“, 

gde  je  o:  realan  broj,  različit  od  ntile. 

< a)  Logaritmujući  nejednakost  (primer  32) 
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dobijamo 


raln  (l  + — ^ < lne  = 1 < (n  + 1)  ln  Tl  + — 


odakle  sleduje  nejednakost  a). 
b)  Pokažimo  najpre  da  je 


< ln(l  + r)  < r, 


gde  je  r proizvoljan  racionalan  broj,  različit  od  nule  i veći  od  — 1.  Neka  je 


r = m > o.  Tada  je  prema  nejednakosti  a) 


ln(l  + r)  = ln  (l  + ^)  = ln  ( 


ln  ( Ц — J + ln(l  + 


те  + 1 n + 2 n + m 

n 71  + 1 n + 771—  1 

. 1 \ . . . л . 


]+•■•+  ln  ( 1 -( г 

ra  + 1 J \ n + m — 1 

1 m 


11  ( 1 m 

< ' — I —r  + * • • 4 ; 7 < — П 

п ra  + 1 n + m — 1 n 

x 11  1 m ^ f r 

kl(1  + r)  > + + + "TTr 

odakle  sleduje  nejednakost  (1)  za  r > 0.  Ako  je  -1  < n < 0,  to  stavljajući 
— n = r (0  < r < 1),  imamo 


• ln(l  - r)  = ln  = ln  (l  + y^“)  > 


odakle  je 


r < ln  ( 1 + 


1 — r 7 1 — r 


-T_=_m<_in(i+-i_ 

l + rx  1 — r V 1— r 


ln(l  — r)  = ln(l  + ri)  < — r = ri, 


tj.  — < ln(l  + ri)  < ri. 

1 + rx 

Neka  je  a proizvoljan  realan  broj,  veći  od  —1,  različit  od  nule.  Tada  postoji 
takav  racionalan  broj  r da  je 


r r 

- + <a  <r 

2 2 + r 
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(na  primer  proizvoljan  racionalan  broj  r,  koji  se  nalazi  između  realnih  bro- 
jeva  a i 'ЈсР-  + 4 + a — 2 ).  Tada  je 

/ 2 + 2r  2 + r 

ln(l  + q)  < ln(l  + r)  = ln  ^ 2 — — ■ — rj— 

= ln(l  + ^)+ln(l  + 0 <2^7  + 2 <Q- 

Dakle, 

ln(l  + a)  < a (a  > -15  a ф 0)  tj.  1 + a < ea  (a  > — 15  a ф 0). 

Ako  je  a < — 1.  to  je  nejednakost  1 + a < ea  tačna  za  svako  аф  0. 

39.  Dokazati  da  je 


lim 

n— >oo 


n (o"  — l^  = lna  (a  > 0) 


gde  je  lna  logaritam  broja  a za  osnovu  e = 2, 718281828459... 
Iz  nejednakosti 


l\n  Л 1 

1 + - < e < 1 + 


n 


n — 1 


nalazimo  da  je 
odakle  sleduje 
Za  a > 1 imamo 

Уп  = п 


1 < n 


(ei 


l I < l + 


n — 1 


(гг  > 1), 


lim  n ( er » — 1 ) = 1. 

n— »oo 


(a"  -lj=n|e»  — l^  = +1  (ezn  — lj  • lna, 


gde  zn  = -»  +oo  kad  n -*  +oo.  Označimo  an  = [zn]  (celobrojna  vred- 


nost),  tada  je 


, . 1 1 . 1 
an  < +г  < + 1 1 тт  < ~ • 

(У-л  + 1 Zfi  OLji 


Odavde  dobijamo  nejednakosti: 

lna  • an  • (еТип  - ljj  <yn<  lna  • (an  + 1)  ■ (e^  - lj  , 
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— ln a • ^e“n+i  — + ln  a ■ [an  + 1)  • ^+n+i  — <yn 

< ln  a ■ an  • ^e  “n  — + In  a ■ ^e  . 

Posto  je  niz  |an  • ^e“n  — j-  podniz  konvergentnog  niza  |?г  (ei  — i)  } . to 

je 

lim  an  (e°Z  — 1 ] = lim  n ( ei  — 1 ) = 1. 

Primenjujući  tvrđenje  2°  dobijamo 

lim  yn  = lim  flna  * an  (e^  — l)  + lna  • (e*^  — l)')  = Ina  (a  > 1). 

71— >00  71 — >СО  \ \ / \ / / 

Ako  je  0 < a < 1,  onda  je 


yn  — 71 


(ai  - l) 


п 


—1 
a n 


n | 


1 = 


bn 


n • n (bn  — . 


gde  je  b — - > 1.  Kako  bn  —>  1 i n (bn  — — * Ln6  kad  n — •>  oo,  to  je 

lim  yn  = — ln b = ln  ~ = ln  a (0  < a < 1).  > 

71— »OO  b 

Koristeći  teoremu  o postojanju  granične  vrednosti  monotonih 
i ograničenih  nizova,  dokazati  konvergenciju  sledećih  nizova: 

40.  xn  — po  + fo  + fp-  + • • • + џрг  (ji'  £ N)  gde  su  pi  (i  6 No)4  celi 
nenegativni  brojevi  koji  nisu  veći  od  9,  počevši  od  p\. 

< Niz  je  neopadajući  jer  je 

Ртг+1  \ ( л 

хп+1  ~xn-  Yo^+T  — 


tj.  xn+i  >xni  ograničen  odozgo: 

9 9 9 

х"<и  + 10  + Т1'1"''  + №+' 

zato  ima  graničnu  vrednost.  > 

41.  xn  = (l  + |)  (l  + |)  • • • (l  + зн-)  . 

4 Prim.prevodioca:  No  =Nu{0} 


:P0  + 


■Л 

10 


i-4 


= P 0 + 1, 
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< Imamo 


xn+ 1 


1 + 


>1, 


rp  On+l 

odakle  sledi  rastućost  niza.  Ograničenost  sleduje  iz  nejednalcosti 


\nxr 


ln  ( 1 + 


+ ln  ( 1 + — ) + ■ 


+ in  ( 1 + 2n 


1 1 

< 2 + 4 + ' 
1 1 

< 2 + 4 + ' 


+ 2n 

1 _ 1 


т = 1»  tj-  < e. 


Znači,  niz  saglasno  tvrđenju  2°  konvergira.  

42.  жг  = \/2,  Ж2  = , xn  — у 2 + • * • + \/2 

4 У 

n korena 

^ Pošto  je 

жта+1  = V2  + a;n  ( n > 1) 

to  se  rastućost  i ograničenost  odozgo  dokazuju  primenom  indukcije.  Zaista, 
Xi  < X2 ■ Ako  je  жта  < жта+1  tada  je 

\/2  + хта  < д/2  + mn+i  tj.  xn+i  < жта+2. 

Zatim  je  = у/2  < 2.  Ako  je  xn  < 2,  onda  je 

mn+i  = л/2  + хта  < \/2  + 2 = 2. 


Znači,  xn  je  konvergentan  niz.  > 

Koristeći  Košijev  kriterijum  dokazati  konvergenciju  sledećih  ni- 
zova: 

43.  xn  = Šfi  + Sjj^  + • ■ • + 

•<a  Neka  je  dato  e > 0.  Tada  je 


I Хп-\-р 


■ Xr 


< 

< 


sin(n  + 1)  ( sin (n  + 2) 

2n+i  * 2n+2 

sin(n  + 1)|  |sin(n  + 2)| 


sin(n  + p) 


2n+i 


+ 


2тг+2 


1 


1 


m+1  } 
)— n— 1 


2гг+2 
” 2” 


+ ’ * * + 


< £ 


+ • * * + 


< 


2n+p  I 

|sin(n  + p)| 

2п+р 

1 

+ ГГТ7Г  + 


2 n+p  — 2n+i  2n+2 


+ 


1 

2п+р  + 


1.2.  TEORIJA  NIZOVA 


33 


za  n > — log2  e i svaki  prirodan  broj  p.  ► 

ЛЛ  т — cos  1!  I cos2!  , ■ . cosn!  . 

44.  Xn  — h'2  * 2-3  ' ^ n(n+ 1)  ' 

Za  proizvoljno  e > 0 i za  svaki  prirodan  broj  p imamo: 


| Хп-’гр  xr 


cos(n  + l)!  , cos(n  + 2)!  ( t cos(n  + p) 

+ ~ — : + • " • H 


< 


(n  + l)(n  + 2)  ' (n  + 2)(n  + 3)  ' ' (n  + p)(n  + p + l) 

11  1 

+ 7 . «w  •-+•••+  (n+p)(n  + p + l) 

1 


(n  + l)(n  + 2)  (n  + 2)(n  + 3) 


1 


1 1 

+ ■ 


n + 1 n + 2 n + 2 


< 


■ + 


n+p  n+p+1 


n + 1 n + p+1  n + 1 

za  svako  n > ^ — 1 = N(e).  > 

45.  жп  = 1 + ^ + р-  + ,,,  + ^- 
■4  Neka  je  e > 0 proizvoljno.  Tada  je 


< e 


\xri+p 


Хт. 


+ 


(n  + l)2  (n  + 2)2 


+ • • • + 


(n  + p)2 


< 


+ 


n(n  + 1)  (n  + 1)  (n  + 2) 
11  1 


+ • • • + 


n n + 1 n + 1 

111 

< — < £ 

п n + p n 


+ 


(n  + p — 1)  (n  + p) 
1 1 


n + p — 1 n + p 


za  n > ^ i za  svaki  prirodan  broj  p.  > 

46.  Kaže  se  da  niz  xn  (n  e N)  ima  ograničenu  varijaciju,  ako  postoji 
takav  broj  c,  da  je 

\x2  — xi\  + |тз  — m2l  -Ч b \xn  — xn-i\  < c 

(neN).  Dokazati  da niz  sa ograničenom  varijacijom konvergira.  Naći primer 
konvergentnog  niza  koji  nije  ograničene  varijacije. 

< Iz  datog  uslova  proizilazi  da  niz 

Уп  = 1^2  — Xi\  + |жз  — X2\  + ■ ■ ■ + \xn  — 2:n_i| 

(n  E N)  konvergira  (kao  ograničen  i rastući).  Zatim,  iz  konvergencije  niza 
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yn  sledi 

|xn_{-p  Xn\  ^ j^n+l  L Xn~\~ 2 ^n-fl  ~Ј~  * ' * d"  Xn~\-p  3++p  l| 

^ |^n+l  Xn j + |^n+2  *^n+lj  + • * • + |з?п-|-р  Xn~\~p  l| 

" | Уп+р  Уп\  ^ £ 

za  гг  > N(e),  i svako  p e N tj.  niz  xn  konvergira. 

Očigledno  je  da  niz  xn  = ++  (n  6 N)  konvergira  311  niJe  sa 
ograničenom  varijacijom,  jer  za  bilo  koje  A > 0 nejednakost  (prema  primeru 
7) 


\%2  — Жх|  + |жз  — X2 1 + 

„ 2 2 2 
1 + — + — + •••  + 7: 

3 5 2 n — 


• • • + Џп  xn— 1| 

,11 

— X + + — + 1 

13  5 


+ 


2n  — 1 


> ln(l  + l)+ln(^l  + -J+---  + ln(l  + — — — 

2 4 2 n 


1 


ln 


13  2n  - 1 


> ln  \/  2n  + 1 > -A 


je  zadovoljena  za  n > 5 (e2j4  — l) . > 

47.  Koristeći  Košijev  kriterijum  dokazati  divergenciju  nizova: 

a)  2:п  = 1 + ^ + | + ---  + ^ (n  € N); 

b)  xn  = + + + Л k Sn  (n-2,3,...). 

< Neka  je  e proizvoljan  -broj  iz  intervala  J 0, 5 [ . a)  Pošto  je 


| Xn~\~p  хт 

a za  p = n je 


1 1 

+ 


71+1  71  + 2 


> 


P 


п+р  71+ p 


| xn+p  xn  |>  2 ^ ^ 


za  svaki  prirodan  broj  7i,  to  niz  divergira.  b)  Divergencija  niza  sledi  na 
osnovn  toga  što  je 


Ј2++Р  Xf 


+ 


+ 


1 


> 


ln(71  + 1)  ln(71  + 2) 

p y p = 1 

ln(n  + p)  n + p 2 


ln  (n  + p) 


zs.p  = n.  > 
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48.  Dokazati  da  monoton  niz  konvergira,  ako  lconvergira  neki  njegov 
podniz. 

< Određenosti  radi  smatraćemo  da  je  niz  {xn}  rastnći  i {хПк } njegov 
konvergentan  podniz,  tj.  lim  хПк  = a.  Tada  za  Ve  > 03 K = K (e)  takvo, 

k—*OQ 

da  je  za  Ук>  K zbog  monotonosti  ispunjeno 

a e < хПк  < хПк^.\  ^ ^ ^ ^71^+ i4l  — * 'd  n “f*  e, 

odakle  sleduje  a - e < xn  < a + e za  Vn  > nk,  gde  je  k < K (e) . što  je  i 
trebalo  dokazati.  > 

49.  Dokazati,  da  ako  je 


lim  xn  — a. 

n— »oo 


to  je 


lim  |жп|  = |a 

п— >oo 


< Neka  {xn}  konvergira,  tj. 

\xn  — a|  < e za  n > N{e). 
Onda  je  (prema  primeru  14.  a)) 

||xn|  - |ж||  < \xn  - а|  < e 


za  n > N{e).  Odavde  i sledi  tvrđenje.  > 

50.  Ako  x.„  — > a,  šta  se  može  reći  o graničnoj  vrednosti  lim  — г11? 

n— >oo  71 

< Ako  je  а ф 0,  to  je 


lim 

n— >co 


Xn-\-l 

Xn 


= 1. 


Neka  je  а = 0 i neka  postoji  granična  vrednost 


lim 


^n+l 


П—>00  Xr 


Pokažimo  da  je  |Z|  < 1.  Pretpostavimo,  da  je  \l\  > 1 i izaberimo  takvo  e > 0, 
da  bude  |Z|  — e > 1.  Pošto  je 


^n-bl 

Хп 


> |Z|  — e > 1 za  n > IV(e), 


to  je  |xn+i|  > |xn|  z;a  n > N(e),  tj.  niz.{|x„|}  , a zajedno  sa  njim  i niz  { xn } 
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ne  može  težiti  nuli.  Protivurečnost  dokazuje  naše  tvrđenje.  Pokažimo  na 
primerima  da  lim  m0že  postojati  i da  pripada  segmentu  [—1,1]  : 

• n— >co  n 

1) 


2) 

3) 


1 ^n+l  t 

xn  = — , lim  = 1; 

71  n-4oo  xn 


_ (-1)П  1:_  ^n+l  __ 

хп  — 5 lim  Xj 

П n-*  oo  жп 


= nqn  (|g|  < 1) , lim  = q. 

n^oo  а;та 


Međutim  lim  može  uopšte  da  ne  postoji,  na  primer,  za  niz 

71 — >00  Xn 


^n  = -(g  + (-i)n)  (M^i), 


a za  |g|  = 1 sam  niz  nije  definisan. 

51.  Dokazati  da  konvergentan  niz  dostiže  ili  svoj  supremirm  ili  svoj 
infimum  ili  i jedno  i drugo.  Navesti  primere  nizova  sva  tri  tipa. 

<5  Neka  je  lim  xn  = a.  Pretpostavimo  da  je  xn  < a (xn  > a ) za  svako 

71— »OO 

n.  Tada  postoji  najmanji  (najveći)  član  niza  koji  je  infimum  (supremum) 
niza.  Ako  niz  xn  ima  članove  manje  od  a,  jednake  a i veće  od  a,  onda  ima 
i najmanji  i najveći  član,  dakle  i infimum  i supremum.  Navodimo  primere 
nizova  sva  tri  tipa. 

1) 

xn  = , Xi  = 0 = inf  {xn}  ; 

п 

2)  ^ 

xn  = 5 x\  = 1 — sup  \xn j 

n 

3) 

r 1)П  l 

xn  = 1 — ■ Ц X\  = 1 = inf  {xn}  J x2  = - = sup  {xn}  . ► 

n Л 

52.  Dokazati  da  brojni  niz  xn  {n  6 N)  koji  teži  +oo,  dostiže  svoj 
infimum. 

< Neka  xn  — * +oo  kad  n — * oo  i neka  je  ж/  proizvoljan  član  niza.  Uzmimo 
bilo  koji  broj  A > ж/.  Pošto  жп  — > +oo,  to  postoji  prirodan  broj  N(A ),  takav 
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da  je  za  n > N{A)  : xn  > A.  Označimo  sa  xno  = min{xi  x2,  ...,xjv}  ■ Tada 
je  očigledno  xno  = inf  {xn}  . ► 

Naći  najveći  član  niza  xn  (n  G N)  ako  : 

53.  хп  = ф. 

< Najveći  član  niza  {xn}  označimo  simbolom  maxxn.  Iz  nejednakosti 

= ^(l  + -)  <1 
xn  2 \ nj 

sledi  da  je  n > 2.  Znači  {xn}  (n  > 2)  opada.  Zato  se  maxxn  nalazi  među 
članovima  xi,%2,xz-  Nalazimo  da  je 

9 

maxxn  = хз  = -.  > 


кл  т — Vn 

Xn  — 100+п 

< Imamo 


Xn  {лЈп  — 10)2  + 20-v/ni  (Vn-io)2  20' 

л/п 

Odatle  je  xn  < gde  je  jednakost  postignuta  za  n = 100.  Dakle,  maxxn  = 
a^ioo  = шј-  ► 

x - iooon . 

DD.  Xn  — nj 

< Pošto  je  = ТЖ> , to  za  n > 999  niz  opada,  a za  n < 999  niz  raste. 
Dakle, 

lOOO1000  „ _4Ro  . 


maxxn  = xiooo 


2,49-104aN  ► 


. Za  niz  xn  (n  € N)  naći  inf  {xn}  , sup  {xn}  , Иш  xn,  lim  xn. 

п — >CO  n—*OQ 

56.  xn  = l-±. 

< Niz  raste  i ograničen  je  odozgo,  zato  konvergira.  Najmanji  član  niza  je 
xi  = 0 = inf  {xn}  . Gornja  i donja  granična  vrednost  se  poklapaju  i jednake 
su  sup  {xn}  , znači 

lim  xn  = Ит  xn  = sup  {xn}  = Ит  xn  = 1.  ► 

П— >00  п—НУО  П-—УСО 

57.  xn  = (— l)”-1  (2  + f ) • 

< Kako  su  svi  članovi  niza  {жп}  sadržani  u nizovima 


x2n—l  — 2 + ^ j %2 n 


i %2n  ^ %2n — 1 ; 
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gde  {x2n-i}  opada  a {х2П}  raste,  to  je 


xi  = sup  {xn\  = 5,  lim  xn  = lim  X2n-i  = 2, 

71 — >00  71—>00 

7 

X2  = inf  {£„}  = lim  xn  = lim  x2n  = -2.  ► 

2 71 — >00  П— KX> 


58.  ^l  + ^cos^. 
<3  Imamo 


^4n— 2 ^ ^2n— 1 ^ ^4n 


i pritom  je  {^4^—2}  opadajući  a {ж4П}  rastući  niz.  Zato  je 


inf  {xn} 
sup  {xn} 


v Л 4n  — 2\  - 

um  xn  = lim  X4n-2  = iim  1 — = U, 

г->оо  71-400  n-400  у 4П  — 1 J 

/ 4n  \ 

lim  xn  =.  lim  x^n  = lim  ( 1 + — — г ) = 2.  ► 
1-^00  * n— 4oo  V 471  + i у 


59.  жп  = 1 + 2(— l)n+1  + З^-!)11^. 

X4n — з — ■ 5,  Х4 n — 2 4,  X4n — 1 Oj  Х4 n 2 (n  €E  hi) , 

te  je  inf  {xn}  = lim  xn  = — 4 i sup  {xn}  = lim  жп  = 6.  ► 

n->oo  п-"°° 


Naći  lim  xn  i lim  xr 


60.  xn  — xnn2 
•4  Pošto  je 


n— КХЈ 
2П7Г 


COS 


^Зп— 2 ^ ^Зп— 1 ^ ^Зп 


i nizovi  {x3n_2},{a:3n_i}  i {x3n} 


konvergiraju,  to  je 


lim  xn  = 

n — >00 


lim  xn  = 

n— 4 00 


,.  ,.  — (3n  2)2 

lim  хзп—2  = iini  — —9 

n->oo  П-+ОО  2 (1  + (3n  — 2)) 

(3n)2 

hm  ж3п  = lim  го 

n— >00  n— »oo  1 + (рПЈ 


1 

'2’ 


1.  ► 


61.  Sn  = _(l  + i)n(-l)n  + sm^f. 

◄ Izdvajajući  iz  svih  članova  datog  niza  osam  podnizova 


{x&n-j}  ( j = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) 
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lako  se  zaključuje  da  su  donja  i gornja  granična  vrednost  redom  granične 
vrednosti  sledećih  podnizova: 


X8n- з = — ( 1 + 


8n  — 3 


У2  ^ (X  + 8n  - 6 


Zato  je 

lim 

Хп 

= lim 

x$n — з — Ит 

п — >co 

n — >oo 

n— >oo 

lim 

xn 

1 

II 

rc8n-6  = Ит 

n — >co 

n — >co 

n— XX) 

1 \8n“3  1 


62.  xn  - 
■4  Imamo 


> — п cin2  2Ж 

■n  “ n+1  4 « 


1 

8?г  — 6 


ХАп  < ^4n— 3 ^ Х^п— 2з 


+ 1 — б + 1. 


odakle  je 


4тг  — 2 

lim  хп  = lim  x4n  = 0.  Итжп=  lim  ж4п.„2  = ™ r = 1-  ► 

n1^o  n кхз  n — >oo  n~>co  n->oo  4n  ” 1 

Naći  delimične  granične  vrednosti  niza: 

1113  17  J_  2n— 1 
DO*  2 5 2 7 4 * 4 ’ 8 ’ 8 5 2n  5 2n  ’ ** 

< Od  članova  datog  niza  sastavimo  dva  konvergentna  podniza 

1 . = 2n  - 1 , мч 
xn  — 2n  г Xjl  2n  ^ ^ ^ * 

Njihove  granične  vrednosti  su 

Ит  xn  = 0 i Ит  xn  = 1 

n — ххз  n— >oo 

tj.  to  su  i delimične  granične  vrednosti  datog  niza.  Kako  svi  ostaH  podnizovi 
neophodno  ulaze  u sastav  navedenih  podnizovaj  to  su  0 i 1 jedine  deUmične 
granične  vrednosti.  > 

П л -i  1 -}  ! 1 1 1 I 1 l|_i  i 1_1_1  i _J_  JL  1 1 !_  i t _l~  i 

o4.  1,  ^ I t + 2 5 3 3 3J  2'  З345^'”  43  2 ~'45*“*,n3i''n5*'3  n— 1 ‘ n 3 ” 

< Očigledno  je  da  su  svi  racionalni  brojevi  r (0  < r < 1)  članovi  datog 

niza.  Neka  je  a proizvoljan  realan  broj  takav  da  je  0 < a < 1;  tada  za 
dovoljno  velild  prirodan  broj  m,  zadovoljena  je  nejednakost 


a _| < 1 za  sve  n G N. 

n + m 
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Za  svaki  prirodan  broj  n među  članovima  datog  niza  postoji  takav  racionalan 
broj  rn,  da  je 


Odatle  sleduje  da  je 

lim  rn  = a , 

n— нхз 

tj.  a je  delimična  granična  vrednost.  Na  potpuno  sličan  način  se  razmatra 
i slučaj  kada  je  0 < a < 1.  > 

66.  Sastaviti  primer  brojnog  niza  koji  ima  za  svoje  delimične  granične 
vrednosti  date  brojeve:  a%,a2,  ...,ap. 

<1  Označimo 

xkn  = ak  + -,  k = 1 7p,  n € N. 

n 

Pošto  niz  хкп  konvergira  ka  ak  ( k = Tj))  to  traženi  niz  može  biti  na  primer 
niz: 

11  1 ,1  ,1 
ai  + 1,  a2  + 1,  ap  + l,  ai+2’  °2  + 2’—’  ap+2’”’’  °1+n’"‘5  ap  + ni- 


sastavljen  od  članova  niza  {xkn}  (k  = 1 ,p).  > 

67.  Sastaviti  primer  brojnog  niza  za  koga  su  članovi  datog  niza 


^2  3 •♦'3  

njegove  delimične  granične  vrednosti.  Koje  će  još  delimične  granične  vred- 
nosti  imati  dobijeni  niz? 

< Od  članova  niza  xn  = an,  xkn  = ak  + ^ (n  G N,  k € N)  sastavimo 

niz: 

1 1 1 111 
ah  ai  + a2,  ai  + -,  a2  + a3?  аг  + -,  a2  + a3  + a4, .. 

koji  ima  za  svoje  delimične  granične  vrednosti: 

1)  granične  vrednosti  niza  {х^ n}  tj.  članove  niza  {an}  i 2)  delimične 
granične  vrednosti  niza  { ап } . > 

68.  Sastaviti  primer  niza  : 

a)  nema  konačnih  delimičnih  graničnih  vrednosti; 

b)  ima  jedinstvenu  konačnu  delimičnu  graničnu  vrednost  ah  nije  konver- 
gentan; 

c)  ima  beskonačan  skup  delimičnih  graničnih  vrednosti; 

d)  ima  svaki  realan  broj  za  svoju  dehmičnu  graničnu  vrednost. 
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< a)  Na primer  xn  = n(nE  N).  b)  Neka  je  {a;n}  niz  koji  teži  ka  konačnoj 
granici  a,  {yn}  beskonačno  veliki  niz;  tada  je  niz 


Xl,  у 1,  X2,  У2,..,Хп,  Уп,.. 


divergentan  i ima  jedinstvenu  delimičnu  graničnu  vrednost  a.  c)  Primeri  65 
i 66.  d)  Uzmimo  niz  sastavljen  od  svih  racionalnih  brojeva  ±jj,  gde  su  p i q 
prirodni  brojevi: 

_ 1 _1  1 _1  2 _ 2 3 _3  3 
-2'  2’  3’  3’3  3’  2’  2’  1 

_3  1 
_ 1’  4’ 

1 1 2 2 n — l 7i-l  n п 

n'  7г’  n’  Ti’  ’ 71  71  ’ 71  — 1’  тг  — 1 

Činjenica  da  je  proizvoljan  realan  broj  delimična  granična  vrednost  nave- 
denog  niza  dokazuje  se  shčno  kao  u primeru  65.  ► 

69.  Dokazati  da  nizovi  xn  i yn  = xn  tfn  (тг  G N)  imaju  iste  delimične 
granične  vrednosti. 

-4  Pošto  je  lim  \Jn  = 1 (primer  30),  to  je  Jthn^  р^/рп  — 1;  gde  je  {pn} 
proizvoljan  niz  prirodnih  brojeva.  Neka  je  a delimična  granična  vrednost 
niza  {xn\  i lim  xVn  = a.  Onda  prema  tvrđenju  o graničnoj  vrednosti 

1 п—>  oo 

proizvoda  imamo: 


Um  Урп  = 

п — >oo 


lim  xPn 

n-+  oo 


РФЈ  = lim  xPn  • lim  = a, 

v <n — v J ГЈ >ПО 


tj.  a je  delimična  granična  vrednost  niza  {yn} . 

Neka  je  sada  /3  delimična  granična  vrednost  niza  {yn}  i Jirn^  yQn  = P- 

. __Л 

Pošto  je  \fn  > 0,  to  je  definisan  podniz  xqn  = yqn  ■ qn  Чп  niza xn  = yn-n  « 
koji  očigledno  ima  /3  za  svoju  graničnu  vrednost,  tj.  (3  je  delimična  granična 
vrednost  niza  xn.  > 

70.  Neka  niz  xn  (т г G N)  konvergira,  a niz  yn  (n  G N)  divergira.  Šta  se 
može  tvrditi  o konvergenciji  nizova: 

a)  £n+  Уп,  b)  xn ■ yn?  Navesti  odgovarajuće  primere  (za  slučaj  b). 

< a)  Niz  {nn  + yn}  divergira.  Ako  bi  on  konvergirao,  tada  bi  konvergi- 
rala  i razlika  nizova  {xn  + yn}  i {xn},  tj.  konvergirao  bi  niz  {yn}  . 

b)  Niz  {xn  • yn}  rnože  kalco  konvergirati  tako  i divergirati.  Uzimajući 


*п  — 


I 

п 


Уп  = (-!)”  У-  хп  = 


77 

77  + 1’ 


Уп  — 


( — 1)П77 

П + 1 
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U prvom  slučaju  uiz  {xn  ■ yn}  konvergira  a u drugom  slučaju  divergira.  > 
71.  Dokazati,  da  je 
a) 


b) 


lim  xn+  lim  yn  L Um  ( xn  + yn)  — U™  JiSo  ^ n ' 


Navesti  primere  kada  u navedenim  relacijama  važe  stroge  nejednakosti. 
< a)  Primetimo  najpre  da  ako  je  {a+n}  podniz  niza  {a+}  , to  je 


lim  xn  < lim  хкл. 

71 — >00  71 — >00 

Pošto  je  doiija  granična  vrednost  tačka  nagomilavanja  niza,  to  je 
lim  (xn  + yn)  = Um  (а;Гп  + уГп)  > 1ш  хгп  — U^^nvn* 

nUoo  n^°°  n->°° 

Prema  napred  navedenoj  napomeni  imamo: 


lim  xn+  lim  yn  < |im  хГл+  lim  уГл 

п— >oo  71 — >00  П — >00  71— >CO 

lim  Хт  + Um  уГл  < lim  хШгл+  Um  уШгп- 

71 — >CO  П 72 — >00  П *00  71-+CO 


Dalje,  pošto  je 


{»mr„  + УтГп  } 


podniz  konvergentnog  niza 

{Хгп  + Угп},  toje 


lim  ( хГп  +уГп)=  Um  (хШгп  +УшГп ) • 

п — >оо  п — >DO 

Како  pored  toga  niz  {хтгл  } konvergira,  to  i niz  {утгп  } takođe  konvergira, 
jer  je 

71 — >00  П О° 

i dobijena  nejednakost  se  može  napisati  u obliku: 


71— >00 


71—^00 
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= Ит  (хтгп  +утгп)  — Ит  (xn  + yn). 

п — >00  л — >оо 

Levi  deo  nejednalcosti  је  dokazan.  S obzirom  na  činjenicu  da  je 

Ит  ( Уп)  = - Ит  yn 

n->oo  n^°° 

dobijamo  : 

lim  ( xn+yn)-  lim  yn  = lim  (xn+yn)+  Ит  (-yn) 

П—КХ)  n— >oo  n— >oo  n— >oo 

< Ит  [(xn  + yn)  + ( Уп)]  =Ит  xn. 

п—*оо  — +oo 


Odatle  proizilazi  i desni  deo  nejednakosti  a).  Nejednakost  b)  se  dokazuje 
slično.  Navodimo  primere  kada  u datim  nejednalcostima  važi  stroga  nejed- 
nakost.  Neka  je 


Xr 


(-1) 


п(т1+1) 


sm 


П7Г 

~2~ ) Уп 


-1)  2 COS^ 


П7Г 


(п  e N). 


Tada  je 


^n  T Уп  — ( 1) 


n(n+ 1) 
2 


lim  xn  — —1, 

n — »oo 


Ит  yn  = -1, 

n-+oo 


lim  yn 

п — >oo 


1, 


lim  (xn  + yn)  = -1,  lim  (xn  + yn)  = l.  > 

72.  Neka  je  xn  > 0 i yn  > 0 (n  € N).  Dokazati: 

a)  -v- 

lim  xn ■ Ит  yn  < Ит  (xn  ■ yn)  < Ит  xn • Ит  yn\ 

n— +oo  n—+  oo  n — >oo  n — >oo  71  >OQ 

b)  _ __  ' _ _ 

Ит  xn ■ Ит  yn  < lim  (xn  -yn)  < lim  xn-  Ит  yn. 

n—too  n—>  oo  n— >oo  n— * oo  n— »oo 

Navesti  primere  kada  važe  stroge  nejednakosti. 

< Dokažimo  slučaj  a)  (b)  se  dokazuje  slično).  Ako  je  xn  = 0 (n  € N) 
Ш |im  xn  = 0 to  je  relacija  a)  očigledna.  Ostaje  da  se  razmotri  slučaj 

n— >oo  , 

lim  xn  > 0.  Tada  je  xn  > 0 za  n > no,  gde  je  no  prirodan  broj.  Konsteci 

n — >oo 

napomene  primera  71  i označavajući 


Иш  (Хп  ■ уп)  = lim  (xTn  ■ yTn) , Ит  х 


Тп 


lim  х 

n— >оо 


ГПтп 


Ит  хп-  Ит  уп  < Ит  хГп • Ит  уТп 

n-+oo  n — >оо  n— >оо  П-+СО 


lmamo 
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= lim  xm  • Um  уГп  < lim  xOTrn-  Ит  yOTrn. 

П— >00  n n_^oo  П^ОО  71 — >oo 

Pošto  je  {жОТгп  • УтГп  } podniz  konvergentnog  niza  {хГп  ■ уГп}  to  je 
lim  (^n  • Уп)  = lim  {хГп  -уГп)  = Ит  {хШгп  ■ Утгп)  ■ 

n-»o о п-*°°  n_>°° 

Како  niz  {xmrn  } konvergira  ка  granici  različitoj  od  nule,  to  podniz  (yOTrn  } 
takođe  konvergira  tj. 


Ит  УтГп  = Пт  УтТп  ■ 

——  ^ rn  П—>00 


Sledi, 


lim  хп-  lim  уп  < 

n— »оо  n— >оо 


lim  xm 

n—>oo 


тп 


Ш Утгп 

п — >оо 


Ит  хтгпУтГп  = Ит  fcn  • Уп)  ■ 

Ti — >00  л — >00 


Na  taj  način  је  levi  deo  nejednakosti  a)  dokazan.  Ako  je  Ит^  yn  — п, 
to  je  desni  deo  nejednakosti  a)  očigledan,  jer  je  u tom  slučaju  Ит  yn  = 0, 

i zbog  toga  je  lim  {xn  ■ yn)  = 0.  Neka  je  ^Ит^  yn  > 0-  Tada  saglasno 
dokazanom  i tome  da  je  lim  ± = dobijamo  nejednakost: 

л — >oo  Уп  iira  Уп 


-= Ит  {xn  ■ yn)  = Ит  — Ит  {хп  ■ уп) 

lim  уп  n — >оо  n >оо  Уп  п— >оо 

n—>co 

< Ит  ( — • {хп  ■ уп)  ) = lim  хп 
n — >оо  \Уп  Ј.  п-^са 

iz  које  sledi  desni  deo  nejednakosti  a).  Navodimo  primer  nizova  kada  važe 
stroge  nejednakosti.  Neka  je 

1 n(n4*l) 

xn  = 2 + (-l)n,  yn  = 2 - (-l)n  + 2 ' 


Tada  je 


o , ( l\n  п(л.4-1) 

o , 1 / ■ 1\  2 • 

Хп  ' Уп  — 3 + 0 v *-) 


Ит  xn  = 1,  Ит  xn  = 3,  Ит  yn  — — , Ит  yn 

J — / n — >oo 


3 9 

Ит  (жп  • yn)  = -,  Ит  {xn  ■ yn)  = > 

2 П— >oo  / 


n— >co 


1.2.  TEORIJA  NIZOVA 


45 


73.  Dokazati  da  ako  lim  xn  postoji,  onda  za  bilo  koji  niz  yn  (n  G N) 

n— 5-00 

imamo: 

a)  

lim  (xn  + yn)=  lim  xn+  lim  yn, 

П—+00  n—>oo  n — >oo 

b)  _ _ 

lim  ( xn  ■ yn)  = lim  xn ■ lim  yn. 

п — >oo  n—>  oo  n-+oo 

•4  a)  Imamo  (prema  primeru  71) 

Hm  ( xn  +yn)  > Ит  xn+  lim  yn 

п~ — >oo  n—+oo  n— >oo 

lim  (xn  + yn)  < lim  xn+  lim  yn. 

n — >oo  n — >oo  n — >co 

Pošto  je 

lim  xn  = lim  xn  = lim  xn 

n-^oo  n-+oo  n-^oo 

to  je  u prethodnim  relacijama  moguć  samo  znalc  jednakosti. 

Slično,  (prema  primeru  72b))  se  dolcazuje  i jednakost  pod  b).  > 

74.  Dokazati  da  ako  je  za  neki  niz  xn  (n  e N)  i bilo  koji  .niz  yn  (n  € N) 
zadovoljena  bar  jedna  od  jednakosti: 

a)  _ 

lim  (xn  + yn)  = Ит  xn+  lim  yn  ili 

n — >oo  n — >oo  n — >oo 

b)  _ _ _ 

lim  (xnyn)  = lim  xn-  lim  yn  (xn  > 0) 

n~+oo  n—+oo  n—+  oo 

tada  niz  xn  konvergira. 

-4  Neka  je  uslov  a)  ispunjen.  Kako  je  {yn}  bilo  koji  niz,  uzmimo  yn  = 
— xn.  Tada  iz  uslova  a)  sledi 

Ит  xn+  Ит  (—xn)  = lim  xn—  Ит  xn  = Ит  (xn  — xn)  = 0, 

П—+00  n — >00  n—+00  n^0Q  n — >oo 

odakle  imamo 

lim  xn  = lim 

n >CO  n — Ј-оо 

tj.  Ит  xn  postoji.  Pri  ispunjenju  uslova  b)  uzmimo  yn  = — 1.  Tada  iz  b) 

n—+oo . 

proizilazi  da  je 

lim  (—xn)  = — Ит  xn  ili  lim  xn  = Ит  xn, 

П—+СО  n— >00  П-+СО  n — >oo 

što  opet  znači  da  lim  xn  postoji.  > 

n — >со 


46 


GLAVA  1.  UVOD  U ANALIZU 


75.  Dokazati,  da  ako  je 

xn  > 0 (n  e N)  i Пт  xn-  lim  — = 1, 

п — >oo  U — 5-00  Xn 

to  niz  {xn}  konvergira. 

< Iz  uslova  primera  i činjenice  da  je 

1 1 

lim  — , . j 

n-^co  xn  lim  xn 

n— * oo 

proizilazi  da  je  _ _ 

lim  xn  = Ит  xn. 

n — >00  n-H-CO 

tj.  {xn}  lconvergira.  > 

76.  Dokazati,  da  ako  je  niz  xn  ( n € N)  ograničen  i 

lim  (xn+i  — xn)  = 0, 

n— »oo 

to  su  delimične  granične  vradnosti  niza  rasprostranjene  svuda  gusto  između 
donje  i gornje  granične  vrednosti  niza: 

l = lim  xn  i L — lim  xn, 

n_oo  n-*  OO 

tj.  bilo  koji  broj  iz  segmenta  [/,  L]  je  delimična  granična  vrednost  datog 
niza. 

■4  Pokažimo  da  je  bilo  koja  tačka  a intervala  ]l,L[  delimična  granična 
vrednost  niza  {a:n}  , tj.  pokažimo  da  proizvoljna  e okolina  tačke  a sadrži 
beskonačno  članova  niza  {xn} . Neka  je  e > 0 takav  proizvoljan  fiksiran 
broj,  da  e okoline  tačaka  l,a\L  nemaju  zajedničkih  tačaka.  Saglasno  uslovu 
postoji  takav  broj  N (e)  da  je 

|жп+1  - жп|  < 2e,  za  n > N(e). 

Pošto  je  l delimična  granična  vrednost  to  se  u e okolini  tačke  l može  pronaći 
element  xPl  sa  indeksom  pi  većim  od  N(s).  Iz  istog  razloga  u e okolini 
tačke  L postoji  element  xqi , čiji  je  indeks  q\  veći  od  p±.  Kako  je  rastojanje 
među  susedmm  elementima,  kada  je  n > N(e),  manje  od  2e,  to  se  među 
prirodnim  brojevima  n,  za  koje  je  p±  < n < qi,  nalazi  bar  jedan  broj  r\, 
takav  da  element  хГ1  pripada  e okolini  tačke  a.  Dalje,  postoji  element  xP2  sa 
indeksom  p2  većim  od  q±  tako  da  xp2  pripada  e okolini  tačke  l.  Sledi,  među 
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brojevima  n za  koje  je  q\  < n < qz  postoji  takav  da  element  xT2  pripada 
e okolini  tačke  a.  Nastavljajući  taj  proces  do  beskonačnosti  uveravamo  se  u 
postojanje  beskonačnog  broja  elemenata  niza  {жГп}  koji  pripadaju  e okolini 
tačke  a.  Znači,  a je  tačka  nagomilavanja,  a pošto  je  a proizvoljna  tačka 
intervala  }l,L{  to  je  navedeno  tvrđenje  dokazano.  > 

77.  Neka  brojni  niz  x\ , х^,  ..,  xn,  ...zadovoljava  uslov 

0 Ti  ^7Ti+7i  < Хјц  -f"  xn  (тп,  п £ N). 

Dokazati,  da  lim  postoji. 

n— >oo  71 

< Imamo 

0 < xn  < x\  + x\  + ■ • • + x\  = пх i, 
tj.  0 < ^ < x\  (n  E N), 

sledi,  {—■}  je  ograničen  i postoji  a = inf  {^}  . Neka  je  e > 0 proizvoljno, 
tada  postoji  takav  broj  m,  da  je 

^ xm  £ 

m 2 

Svaki  ceo  broj  n može  da  se  predstavi  u obliku  n = qm  + r,  gde  je  r jednak 
nekom  od  brojeva:  0, 1, 2,  — 1.  Uzimajući  da  je  xq  = 0,  imamo 


xn  = 

xn  

П 

a < 


xqm-\-r  < xm  “H  xm  + • ♦ * + Xm  + Хт  q • Хјл  + Хт 
xqm+r  ^ Q * xm  ~b  Xr  ХП1 


qm  + r 

X 


qm 


xr 


< 


n 


(-1) 


qm  + r m qm  + r n 

qm  xr  e xr 

— + — <a  + - + — 

qm  + r n Z n 


Pošto  je 

0 < т < m + 1, 

to  je  xr  ograničen  i postoji  takav  broj  N(e)  da  je  za  n > N(e)  ispunjeno 

л Xr  £ 

o<  — < „• 

n 2 


Sada  je 

za  n > N(e) , odnosno, 

78.  Dokazati  Teplicovu  teoremu: 


Xn  £ £ 

a < — <а  + тг  + - = о:  + е, 
n Z l 


lim  — = а.  ► 

п—>оо  П 
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Neka  je  1)  Pnk  > 0;  2)  Уј  Pnk  — 1;  3)  lim  Рпк  = 0 za  svako  fiksirano 

fc=l  n-*co 

k]  4)  lim  жп  = a.  Tada  niz 


tn  = Yl  Рпк^к  (n  e N) 


fc=l 


konvergira  i 


lim  tn  = a. 

n— >oo 


Iz  uslova  4)  proizilazi  postojanje  takvog  broja  N = N(e)  da  je  nejed- 
nakost 


| xn  — a\ 


< 


e 

2 


zadovoljena  zasven  > N(e)\ daljeiz  istog  uslova proizilazi  postojanje  takvog 
broja  M > 0 da  je 

|жп|  < M,  \xn  — a\  < 2 M 


za  sve  n.  Na  kraju  iz  uslova  3)  sledi  postojanje  broja  nQ  = n0 (e)  > N da  je 
Рпк  < (k  = 1,  N)  za  sve  n>  n0.  Polazeći  od  tih  nejednakosti  i uslova 

l)-2)  teoreme,  dobijamo: 


П 

^ ^ Рпк%к  & 

к= 1 


< 

< 

< 


У2 РпкХк  “ Рпка 

к= 1 к= 1 


n 


Y^/ p пк  (?*к 

к=1 


Рпк  \%k  ~~  а|  ==  Pnl  \%1  — а\+  Рп2  \%2  n|  Н ■ 

к= 1 

+ PnN  l^iV  а|  + • • • + Рпп  kn 
N ■ * 2М  + — (PniV-f  1 + PniV+2  + • • * + Pnn) 


za  sve  n > no,  tj. 


lim  tn 

n — >oo 


n 

lim  + P„fcXfc  = a.  > 

п — >oo  л < 

/с=1 


79.  a)  Dokazati  da  ako  niz  {xn}  konvergira,  to  i niz  aritmetičkih  sredina 
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takođe  konvergira  i lim  ^lirn^  xn. 

b)  Dokazati  da  ako  niz  {yn}  konvergira  i yn  > 0 (n  6 N)  to  i niz  har- 
monijskih  sredina 


7n 


i + i + 

У1У2 


+ 


Уп 


takođe  konvergira  i lim  7n  = lim  yn. 

71--+CO  71 — ^OO 

c)  Dokazati  da  ako  je  lim  yn  = +oo.  to  je  1)  lim  7„  = +oo  i 2) 
Ит  £n  = +oo3  gde  je  7n  harmonijska  a aritmetička  sredina  brojeva 

n — >co 

У1,У2,~~,Уп ■ 

< a)  Uzimajući 


Pnk  = - {k  = l,n;  n £ N) 
n 

to  su  za  Pnk  i Xn  ispunjeni  svi  uslovi  primera  78,  gde  je 


П 

tn  = ^ ^ ^ nk%k  = Cn* 
k=  1 

Sledi,  lim  £n  = lim  жп 

П — >CX)  n— >CXD 


b)  Neka 


-Pn/c 


Ук_ 

± + X + . 

2/12/2 


2/n 


(fc  = l,n), 


tada  su  ispunjeni  svi  uslovi  teoreme  78,  gde  je  £n  = 7n-  Sledi, 


lim  7n  = lim 

n— >co  n— >co 


Уп- 

c)  1)  Pokažimo  da  ako  je  lim  -f-  = 0,  da  je  onda  lim  = 0.  A to  je 

' ' n — >CXD  Уп  П— >CO 

ekvivalentno  sa  Um  7n  = +oo.  Primenom  teoreme  78,  stavljajući  Pnfc  = f 

n — >oo 

n 

(&  = I+),  xn  = -P  (n  £ N),  dobijamo  da  je  tn  = X]  -PnfcZ/c  = +:  1 lim 

v 7 2/n  4 y 1 'п  n — >oo 

— = Um  — = 0.  2)  Tvrđenje  da  je  Um  £n  = +oo,  sledi  iz  nejednakosti 

7n  n — >co  ^71  n — >co 

(prema  primeru  6)  7n  < £n  i činjenice  da  je  lim  jn  = +co.  ^ 

n — >co 

80.  Dokazati,  da  ako  niz  {xn}  konvergira  i xn  > 0,  to  je 


Um  tfx{x2..-.xn  = Um  xn. 

п — >co  n — >co 

< Imamo  (nejednakosti  a)  i b)  primer  6)) 


7n 


X2 


П 

+ •**  + 


< УХхХ2...Хп  < - (xi  + X2  H h xn)  = in 


Хп 


71 
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Pošto  je 

lim  7„  = lim  £n  = lim  xn. 

n—+OQ  n—*QO  п—*  OO 

(prema  primeru  79)  to  je 

lim  &Х1Х2 ...xn  = lim  xn.  > 

n — >oo  n — >oo 

81.  Dokazati  da  ako  je  xn  > 0 {n  6 N)  to  je 

xn 

lim  л/Хп  = lim  . 

71  >00  71— >00  Xn—l 

pretpostavljajući  da  granična  vrenost  koja  stoji  na  desnom  delu  poslednje 
jednakosti,  postoji. 

< Imamo 


^2 


lim  lim  ? x\ 

П — >00  71 — >00  \/  X\  71— >00  Xn-l 


Xn  . . Xn 

~ lim  


(prema  primeru  80) . > 

82.  Dokazati  da  je 


<3  Primetimo  da  je 


lim  += 

n-^co  цп j 


Pošto  je 


lim  — = lim  (l-t +- 

71 — >oo  Xn__i  71  >oo  V Ti  — 1 


71—1 


e. 


to  na  osnovu  primera  81  imamo  dokaz  tvrđenja.  > 

83.  Dokazati  Štolcovu  teoremu:  ako  a)  yn+i  > уП7  n G N b)  lim  yn 


+co  c)  postoji  lim  , tada  je 

' 71 — >00  Уп  Уп  — 1 


Xn  Xn  1 

lim  — = lim  . 

Уп  n^°°  Уп  - Уп-1 


Xn  Xn—\ 

lim  

n-^°°  Уп  - Уп-1 


= a. 


< Nekaje 


1.2.  TEORIJA  NIZOVA 


51 


Sada  ako  uzmemo 

Уо  = 0,  x0  = 0,  Pnk 


Ук  — Ук- 1 


(k  — 1, 2, и),  Xn 


ХП  Хп — 1 

Уп  yn__2 


ispunjeni  su  uslovi  Teplicove  teoreme  (primer  78)  za  Pnk  i Xn  gde  je  tn  — 
Sledi, 


Ako  je 


,,  Xn  ...  , -xr  v ХП  Xn—  1 

hm  — = lim  tn  = lim  Xn  = lirn  . 

n—>oo  yn  n— >oo  n— >oo  n-^oo  yn  — 7/n_l 


CCn  Xn—\ 

lim  = +СХЗ. 

Уп  - Уп~  1 


to  ponovnim  navođenjem  gornjih  rasuđivanja  ali  za  niz  prethodno 

đokazavši  da  je  xn+i  > xn  (n  £ N)  i lim  xn  = +oo  dobijamo  da  je 

n — >oo 

lim  — = 0,  tj.  lim  — — +oo.  ► 

n-»oo  Xn  n-»oo  yn 

84.  Dokazati,  da  ako  je  p prirodan  broj,  to  je 

1 im  1Р4-2РЧ \~ПР  __  1 . 

' ^lirr^  np+l  p+1  ’ 

u\  i;m  ( 1р+2р+-+пР  _П_\  _ 1. 

b)n4SoV  иР  p+1)  2’ 

n ll^  1Р+ЗГ+-+(2п+1)р  _ JP_ 

> n-S o nP+1  P+l' 

Za  dokaz  navedenih  tvrđenja  primenjuje  se  Stolcova  teorema  (primer 
83).  Dokažimo  tvrđenje  b)  (a)  i c)  se  slično  dokazuju).  Uzimajući  da  je 

xn  = (p+  1)(P  + 2РЧ h np)  - np+1,  yn  = {p  + 1 )np , 


Жп-|-1  xn  

n-*°°  Уп+1  — Уп  n-*00  {p + 1){{п  + l)p  — nP) 

( (p  + 1)  (пР  + рпР-1  + S^-np-2  + • • • + l) 

ra^°°  \(p  + 1)  (nP  + pnP-1  + Z&zririP-2  -i + 1 - nrij 

—np+1  — (p  + l)nP  — ++ПР_1 1 + пР+Л 

(p  + 1)  ^тгР  + рпР-1  + ^Ez+lriP-Z  -| + 1 - rrij  J 

Sabiranjem  koeficijenata  uz  iste  stepene  n,  i deljenjem  brojioca  i ime- 
nioca  sa  пр~г  a zatim  označavanjem  sa  o£)  zbir  svih  članova  čiji  stepen 
nije  veći  od  —1;  dobija  se 


(p  + l)(n  + 1 )P  -(n  + l)P+1+nP+1 
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L 


lim 
ra-*°°  Уп+1 


3'n+l 


Уп 


= lim 

71—+00 


p(p  + 1)  + o (i)  2 


85.  Dolcazati  da  niz 

жп  = 1 + ” + — + ***Н  * 1п  Ti  {n  G M) 

2 o n 

konvergira.  Na  taj  način  važi  formula 

1 + — + - + * * * H — = C + lnn  + en , 

2 3 n 

< Pošto  je 

®n+l  -Xn  = +-j-  - ln(n  + 1)  + lnn  = _ ln  (i  + i)  < 0 

(prema  primeru  38  ) to  je  niz  { xn } opadajući.  Pored  toga,  dati  niz  je 
ograničen  odozdo: 


xr 


1 + - h - -lnn  >1п2  + 1п(1  + ^)н hln(l  + 


= ln  2 


2 n 

3 4 n + 1 1 


n 


■ lnn 


2 3 


.+  ] =in7l±±  = ]xi(1  + l')  >_1_>о 


n n 


n 


n 


n + 1 


Zato  postoji  lconačna  granična  vrednost  C i važi  predstavljanje: 

11  1 , ^ 

1 + - + -1 I lnn  = C + en, 

2 3 n 

gde  je  C = 0. 577216...  (zove  se  Ojlerova  konstanta)  i en  — > 0 kad  n — ► oo.  > 


86.  Naći  lim 

n—tOO 

< Neka  je 


( 1 

^n-f-l  л n-f-2 


+ гто  + 


n+n  J 


, 1 1 1 
2”  = 1+2  + 3+  ' + W- 


Tada  je  (prethodni  primer) 


1 1 1 
+ __  + ...  + . 


n + 1 п + 2’  n + n 

ln  2n  + £2n  — lnn  — £Г„  = ln  2 + (e2 n — £n) 


^2n  ~Zn  = 
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odnosno, 


1 1 1 
H Г“7С  + '**  + ' 


lim  , , 

п — >oo  V П + 1 71  + 2 


71  + 71 

87.  Niz  brojeva  xn  (n  € N)  definisan  je  formulama  : 

Xn—\  + Xn—2 


1п2.  > 


X\  = a5  X2  = б,  = 


(n  = 3,4,..). 


Naći 


lim 


<3  Imamo 


Xk-\  + Хк-2 

Xk  - Xk- 1 = £ xk- 1 


®fe-l  - xk-2 


2 2 

Zamenjujući  ovaj  izraz  u očiglednu  jednakost: 

Xn  = X\  + (X2  - x\)  + (хз  — ®г)  + • • • + (xn  - Xn-\), 

dobijamo  počev  od  drugog  sabirka,  geometrijsku  progresiju,  čiji  je  zbir  jed- 
nak 

, „ b — a b — a , _.nb—a 

xn  = a+(b-a)~  — 1 h (-1) 


2 4 

2 (b-a)  b-a  (-l)n 
3 + 3 2"-2  ’ 


2n_2 


odakle  je 


lim  xn  = lim  f a + 


71 — >CO  71  >00 


2 (b-a)  b-a  (-1  f 


+ 


a + 2 b 


3 ' 3 2n“2  } 3 

88.  Neka  je  xn  (n  6 No)  niz  brojeva  defimsan  sledećim  formulama: 

хо  > 0, 

Dokazati  da  je 

lim  xn  = 1. 

71-5-00 


xn+i  = -(xn  + — ^ (n  e N0). 


хо  > 0 i xn  H >2, 

xn 


◄ Pošto  je 


54 


GLAVA  1.  UVOD  U ANALIZU 


to  je  niz  xn  (n  G N)  ograničen  odozdo  brojem  1.  A iz  nejednakosti 


1 / 1 \ 

^n+i  — ^ 

koja.je  zadovoljena  za  xn  > 1.  proizilazi  da  dati  niz  opada.  Sledi,  postoji 
konačna  granična  vrednost  a,  gde  je  a > 1.  Prelazeći  na  graničnu  vrednost 
u iednakosti 

1/1 


nalazimo  da  je 


Xn+i  — т;  xn  + — 


1 / 1 

a — — a H — 

2 V a 


a = 1.  ► 


Odavde  je  a?  = 1 ili  a = ±1.  Pošto  je  xn  > 1 (n  € N)  to  je 

89.  Dokazati  da  nizovi  xn  i (n  G N)  definisani  formulama 

xn  + yn 

xi  = a,  t/i  = 6,  xn+i  = у/хтЉп,  yn+l  — 2 

imsju  zajedničlcu  graničnu  vrednost 

џ(а,  b)  = lim  xn  = lim  yn 

"»—»■' — п—>оо 


П— >CO 


(aritmetičko-geometrijska  sredina  brojeva  a i &). 

^ Iz  uslova  primera  sleduje  da  je  xn  > 0,  > 0 (тг  € N).  Koristeći 

poznatu  nejednakost 


Vab  < (a  > 0,  b > 0) 


dobijamo 
a pošto  je 


Уп+1  — 


2 

хп  + Уп 


> л/ %пУп  — ^n-f  1 


r~w  Xn  + Уп 

ХП- f-1  = л/хпУтг  > *П,  Уп+1  “ • 2 — Уп-i 


i zbog  xn<yn<  Уи  Уп>Хп>  Xi, 

nizovi  {жп}  i {yn}  prema  3°.  2,  imaju  odgovarajuće  konačne  granične  vred- 
nost  A i B.  Prelaskom  na  granične  vrednosti  u jednakosti 

xn  d~  yn 


Уп+1  


2 
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dobijamo  A — B.  Zajednička  granična  vrednost  ovih  nizova  zove  se  aritmetičko- 
geometrijska  sredina  i označava  simbolom  /л(а,  b).  > 

Naći  granične  vrednosti: 

90-  (X  “ (X  - р)  • ' • (х  “ • 

Pošto  je 


(*.  2, 


n), 


to  zapisujnći  proizvod  u obliku 


1-3  2-4  3-5  (n-l)(n  + l)_l  n+1 

22  ‘ 32  ' 42  " ’ n2  ~ 2 ' n 


nalazimo  da  je 

„Ч++  (1-f) 


= lim  - 

n— >CXD  2 


П + 1 
п 


1 

2 


. ► 


91.  lim  (1-|)  (1  — в)  "•  f1- 

П—+00  у 2 / 

<3  Imamo 


Tada  je 


1 (fc-l)(A:  + 2) 

fc(fc+i)  ~ jfe(fc  + l) 


(fc  = 2,...,n) 


•Ss+i)  (1-i)"(1-+) 

1-4  2-5  3-6  (n—  l)(n  — 2)  _ 1 n + 2_l 

n^oo  2-3  3-4  4-5  n(n  + 1)  -niSo3'  n 3' 


Џ>- 


92. 


lim 

п — >oo 


23— 1 З3— 1 n3-l 

' з^ТТ  * ‘ * n3+i 


^ Vidimo  da  je 


/с3  — 1 (/c  — l)(/c2  + k + 1) 

k^  + 1 (k  + l)(/c^  — fc  + 1) 

(/c  — 1)  (k2  + k + 1) 

(k  + l)((/c  - l)2  + (&  — !)  + 1) 


(&  — 2, 71) , 
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odatle  je 

23  — 1 33  -l  n3-l 
23  + 1 ' З3  + 1 ” ’ n3  + 1 

/ 1*7  2-13  3-21  (n  — l)(n2 +n+ 1) 

^з^з  ' 4-7  ' 15  ■ 13  ' ” (n  + l)((n  - l)2  + (n  - 1)  + 1) 
2 n2  + n + l 2 

— 1ТГП  — * = — - 

n— >oo  з n(n  +1)  3 

1.3  Pojam  funkcije 


1°  Definicija  funkcije.  Neka  su  X i Y dva  podskupa  skupa  realnih 
brojeva.  Ako  svakom  rglpo  nekom  zakonu  (pravilu)  odgovara  jedinstven 
broj  у — f(x)  € Y,  to  se  kaže  da  je  na  skupu  X definisana  funkcija  у = f(x), 
čija  se  oblast  vrednosti  nalazi  u skupu  Y.  Skup  X se  zove  oblast  definisanosti 
funkcije  /,  a promenljiva  х se  zove  argument.  Skup  X može  biti  : interval 
[a,  б[  : a < х < b ili  ]a,  6]  : a < х < b,  poluprava  [a, +oo[  : a < х < +oo 
Ш ]—  oo,5]  : — oo  < х < b,  cela  beskonačna  prava  ]— oo,+oo[  : — oo  < х < 
+oo  i.t.d.  Skup  X može  biti  i sistem  intervala  ili  segmenata  ili  njihova 
kombinacija  a takođe  može  se  sastojati  iz  diskretnih  tačaka. 

2°  Monotonost  funkcije.  Funkcija  у = f(x)  se  naziva  neopadajućom 
(nerastućom)  na  slcupu  X,  ako  za  proizvoljne  x\  i x2  iz  X,  koji  zadovoljavaju 
uslov  хг  < x2 , važi  f (х i)  < f(x2)  (f(x i)  > f(x2)).  Neopadajuće  i neras- 
tuće  funkcije  se  jednim  imenom  nazivaju  monotonim  ftmkcijama.  Ako  za 
proizvoljne  x\ , x2  € X,  koji  zadovoljavaju  uslov  x\  < x2  važi  f(x i)  < f(x2) 
(f(x i)  > f(x2)  to  se  funkcija  у = f(x)  naziva  strogo  rastućom  (opada- 
jućom). 

3°  Inverznost  funkcije.  Neka  je  funkcija  у = f(x)  definisana  na  seg- 
mentu  [a,  6]  i пека  je  njen  skup  vrednosti  segment  [a,  (3} . Neka,  dalje  svakom 
у E [oi,0\  odgovara  jedinstvena  vrednost  х e [a,  6] , za  koju  je  f(x)  = у.  Tada 
se  na  segmentu  [a, /3]  može  defmisati  funkcija  х = f~*(y),  koja  svakom  el- 
ementu  у e [a,0\  dodeljuje  onu  vrednost  х € [a,  6]  za  koju  je  у = f(x). 
Funkcija  х = f~l(y)  se  naziva  inverznom  za  funkciju  у = f(x).  Umesto 
segmenta  mogu  se  posmatrati  konačni  ili  beskonačni  intervali.  Frmkcije 
у =z  f(x)  i х = f~x(y)  se  nazivaju  uzajamno  inverznim.  One  poseduju 
sledeća  svojstva: 

f (Г1  (у))  = У i Г1  (/  D)  = x 

Ako  je  funkcija  у = f(x)  monotona  u strogom  smislu  na  [a,  b] , to  па  seg- 
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mentu  [a,/3]  postoji  inverzna  funkcija  х — /_1  ( у ) , takođe  strogo  monotona 
u istom  smislu. 

4°  Rešeni  zadaci. 

Odrediti  oblast  definisanosti  fnnkcija: 

93.  y = (x-2)^. 

< Pošto  prvi  činilac  х — 2 ima  smisla  za  proizvoljne  vrednosti  х , to  se 
oblast  definisanosti  datog  izraza  sastoji  iz  onih  vrednosti  x:  za  koje  važi 
neiednakost 

х + 1 

i — >o, 

l — X 

čije  je  rešenje  — 1 < х < 1.  > 

94.  у = ^/sin  у/х. 

< Izraz  ima  smisla  pod  uslovom,  da  je  sin  ^/х  > 05  tj.  ako  je 


Odatle  je 


2ктг  < у/х  < 7г  + 2kn:  ( k e Nq). 


4fc27T2  <x<  ж2{2к  + l)2  (AgN0).  ► 


95.  у = Vcos  х2. 

< Slično  prethodnom  primeru  imamo  cos  х2  > 0,  odakle  nalazimo 
0<ж2<|  Ш |(4jfc-l)  <ж2  < £(4k  + l)  (k  6 N), 

/ј  /и  Z 


tj.  M<W-  ili  У2  (4Љ-1)  ^ 1Ж1  ^ у 2 (4Љ  + 1) 

96.  у = lg  (sin  I)  . 

^ Oblast  definisanosti  određena  je  nejednakošću 


• Ћ A 

sm  — > 0, 
х 


koja  je  zadovoljena,  za 


2&ТГ  < - < тг(2&  + 1)  (JfeeZ). 
х 


Odavde  se  dobija  da  je  : 


1 < х < +00.  za  k = 0;  — - < ж < za  fc  > 0; 

2А/  J™  X /јПј 

1<х<жтгга*<0' 
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97.  a)  у = b ) y = (x+  |a;|)  Vxšin 7жх. 

^ a)  Funkcija  je  de&aisana  ако  je 

х > 0 i жх  ф ктг  (k  G No) 

tj.  ako  jek<x<k  + l (k  G Nq). 

b)  Izraz  х+|ж|  ima  smisla  uvek,  znači  proizvod  je  definisan,  ako  kvadratni 
koren  ima  smisla,  tj.  ako  je 

х • sin2  ћх  > 0. 

Rešavanjem  poslednje  nejednakosti,  nalazimo  da  je  x > 0 i х = —1,  —2, .... 

98.  a)  у = arcsin  b)  у = arccos  (2  sinx) ; c)  у = lg  (cos  (lgx)) . 

< a)  Data  funlccija  ima  smisla,  ако  je 

Ako  je  х < —1,  nema  rešenja,  za  х > — 1 sledi  < х < 1. 

b)  Očigledno  mora  biti 

|2 sin rr|  < 1,  tj.  jsin rn|  < 

Rešavanjem  poslednje  nejednakosti  nalazimo  oblast  definisanosti  funkcije: 
\x  — ктг\  < f (k  G Z). 

c)  Spoljašnji  logaritam  postoji  ako  je 

cos  (log  х)  > 0. 


Kosinus  je  pozitivan  za 

“(4A;  — 1)  < loga;  < ~(4fc  + 1)  (k  G Z). 

Na  kraju  logaritam  postoji  u navedenim  granicama,  ako  je 

10f  (4^“i)  < х < ioi (4fc+i)  ^ ^ 2%). 

99.  у — cot  тгх  + arccos  (2X) . 

< Kotangens  postoji  za 

тгх  ф ктг,  tj.  za  х k (k  G Z) 

Arkuskosinus  ima  smisla  , ako  je 


0 < 2X  < 1, 
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odakle  je  — oo  < х < 0.  Sleduje,  — oo  < х < 0 i х ф —1,  —2, ....  > 

100.  у = (2x)\ 

< Izraz  zdesne  strane  ima  smisla,  ako  je 

2x  = n (n  € N), 

zato  je  oblast  definisanosti  skup  {^,  1,  2, ....}  . > 

101.  у = \/sin  2x  + Vsin  Зж. 

< Koren  ima  smisla  pod  uslovom  da  je 

sin2a;  > 0 i sin3a;  > 0. 


Tada  je 

2кж  < 2x  < 7Г  + 2kn  i 2ктт  <3x<ir  + 2ктг,  ili 

, 7Г  , . 2 ктг  , _ 7Г  2кж 

ктг  < х < — + ктг  % — — < х < — Н — — (к  € Z). 

2 3 оо 

Iz  sistema  nejednakosti  nalazimo  oblast  definisanosti: 

2ктг  < х <~  + 2ктг,  ~ + 2кк  < х < — - + 2kir  (k  E Z).  > 

O O Z 


Odrediti  oblast  definisanosti  i skup  vrednosti  sledećih  funkcija: 
102.  у = lg(l  — 2cos2;). 

< Logaritam  ima  smisla  ako  je 


1 — 2cosa;  > 0. 


Rešavanjem  ove  nejednakosti  nalazimo: 

X : 2А:7Г  + ~ < х < Џ + 2кж  (k  € Z). 

O č 

Pošto  je 

0 < 1 — 2coscc  < 3, 

a logaritam  je  rastuća  funkcija  na  intervalu  ]0,3] , to  je  za  skup  vrednosti 
Y : — oo  < у < log3.  > 

103.  у = arccoSj^. 

< Očigledno  je 

2x 

— 1 < к < 1 za  — оо<ж<  +oo, 

1 + ar 

zato  je  X : —oo  < х < +oo;  Y : 0 <y  <тг.  > 
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104.  у = (-1)". 

< Oblast  defmisanosti  funkcije  se  sastoji  samo  iz  racionalnih  brojeva. 
Kako  je  (— 1)ж  = ±1,  to  realan  koren  te  jednačine  postoji  samo  za  neparne 
eksponente  korena,  tj.  izraz  (— 1)ж  ima  smisla,  ako  je  х = gde  su  p i q 
celi  brojevi.  Pritom  je  у = ±1. 

105.  Na  segmentu  0 < х < 1 ose  Ох  ravnomerno  je  raspoređena  masa 
od  2 g.  au  tačkama  х = 2 i х = 3 te  ose  koncentrisana  je  masa  od  po  1 g u 
svakoj  od  njih.  Sastaviti  analitički  izraz  funkcije  m = m(rr),  —сх)  < х < +oo, 
brojno  jednak  masi,  koja  se  nalazi  na  inter\nlu  ]—оо,д:[,  i nacrtati  grafik  te 
funkcije. 

< Na  intervalu  —oo  < х < 0 nema  mase,  i zato  je  m(x)  = 0,  ako  je 
— oo  < х < 0.  Na  segmentu  [0, 1]  masa  je  raspoređena  ravnomerno,  zato 
je  masa  segmenta  [0,x] , gde  je  0 < х < 1,  proporcionalna  dužini  toga 
segmenta,  tj.  m(x)  = кх.  Ako  je  х = 1,  to  je  m = 2,  odavde  je  k = 2,  pa 
je  m(x)  = 2x,  ako  je  0 < х < 1.  Na  intervalu  ]1.2[  mase  nema,  zato  m(x) 
na  tom  intervalu,  čuva  konstantnu  vrednost  jednaku  7n(l)  = 2.  U tački 
х = 2 masa  se  poveća  za  1 g i očuvava  tu  vrednost  na  polusegmentu  [2, 3[. 
U tačld  х = 3 masa  se  ponovo  poveća  za  1 g i očuvava  tu  vrednost  na  celom 
beskonačnom  polusegmentu  [3,+oo[.  Znači, 


/ 

m(x ) — < 


0;  — oo  < х < 0; 
2x\  0 < х < 1; 
2;  1 < х < 2; 

3;  2 < х < 3; 

4;  3 < х < +oo 


Grafik  f'unkcije  nacrtan  je  na  (sl.l).  > 


Na  koji  skup  Ey  se  preslikava  skup  Ex  funkcijom  у = f(x)  : 

106.  У = х2,  Ex  = {х  \ —1  < х < 2}. 

Pošto  je 


у = х2  >0  za  х E Ex 
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i najveća  vrednost  funkcije  у je  postignuta  za  2 = 2,  to  je 

Ey  = {y\0  <y  <A}.  > 

107.  у = logrr,  Ex  = {ж  | 10  < х < 1000}. 

■4  Zbog  monotonosti  logaritamske  funkcije 

Ey  = {у  | 1 < у < 3}.  ► 

108.  Dokazati,  da  ako  za  linearnu  funkciju 

f(x)  = ах  + b 

vrednosti  argumenta  х = xn  (n  e N)  čine  aritmetičku  progresiju,  to  odgo- 
varajuće  vrednosti  funkcije 

Уп  = f(xn)  (n  € N) 

čine  takođe  aritmetičku  progresiju. 

< Nekaje 

Xn  — uo  ”к  (п ■ l)d, 

gde  je  a0  prvi  član,  a d razlika  progresije.  Tada  je 

yn  = a (ao  + (n  — 1 )d)  + b = (aa0  + b)  + da(n  — 1); 


Како  je 

Уп+i  Уп  = da  (n  e N) 

tj.  razlika  uzastopnih.  vrednosti  funkcije  je  konstantna,  to  vrednosti  yn  čine 
aritmetičku  progresiju.  ► 

109.  Nekaje 

f(x)+f(y)  = f(z). 

Odrediti  z,  ako  je: 

a)  f(x)  = ax\  b)  f(x)  = arctana:  (|ж|  < 1);  c)  f(x)  = 
d)/(x)=  logft. 

< a)  Iz  jednakosti 

ax  + ау  = az 

nalazimo  da  je 

z = x + y (а-ф  0). 

b)  Slično  iz  uslova 

1 1_1 
X у z 
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nalazimo  da  je 


c)  Saglasno  uslovu 


ху 

х + у’ 


хф-у. 


arctan  х + arctan  у = arctanz 


imamo  da  je 


г = tan(arctan2;  + arctan?/) 


tan(arctanx)  + tan(arctany) 

1 — tan(arctana;)  • tan(arctany) 


d)  Iz  jednakosti 


nalazimo  da  je 


110.  Nekaje 


1 + х 1 + у 7 1 + z 

1 — х 1 — у 1 — z 

1 + X 1 +y  1 + z 

1 — х 1 ~~y  1 ~ z: 

111.  х+у 

odakle  i e z = . > 

1 ~xy 


n puta 


Naći  fn{x ),  ako  je  f{x ) = 
< Nalazimo  da  je 


f 2{x) 


Vl+ж2 


х 


Pretpostavimo  da  je  fn{x ) = -^===.  Tada  je 


/.+ l(x)  = /(/.(.))  = 


X 


Ф+++  s/TTF+Ip’ 


što  u saglasnosti  sa  metodom  matematičke  indukcije  znači  da  je 

х 


fn{x) 


л/Т+т? 


х+Л 

1-ху' 
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111.  Naći  f(x),  ako  je 

/ = х + +.  + a;2  ( х > 0) 


■4  Neka  je  z = Tada  je  х — \ i pošto  je  z > 0,  to  je 


1 + Vl  + г2 

z 


Zamenjući  z sa  х , dobijamo 


/(*)  = 


1 + л/1  + £2 


Odrediti  inverznu  funkciju  х — ip(y)  i njenu  oblast  definisanosti, 
ako  je: 

112.  у = 2x  + 3 (— oo  < х < +oo). 

< Ako  se  х menja  od  — oo  do  +oo,  to  у raste  od  — oo  do  +oo.  Zato 
postoji  jedinstvena  inverzna  funkcija.  Nalazimo  da  je 


х — -(у  — 3)  (— oo  < у < +oo).  > 

£ 


113.  у — х2  za  a)  — oo  <x<0;b)0<a:<  +oo. 

< a)  Na  polusegmentu  — oo  < х < 0 funkcija  у opada  od  +oo  do  0 
i zato  na  0 < у < +oo  postoji  jedinstvena  inverzna  funkcija.  Rešavajući 
jednačinu  u odnosu  na  х.  nalazimo  da  je 


х = -т/у  (0  <y  < +oo). 


Pred  korenom  je  znak  — jer  se  х menja  po  negativnoj  poluosi. 
b)  Slično  prethodnom  nalazimo  da  je 


х = +л/у  (0  < у < +oo).  > 

H4.  У = Ш 

< Pošto  na  intervalu  — co  < х < — 1 fimkcija  opada  od  —1  do  — co,  a 
na  intervalu  — 1 < х < +co  opada  od  +oo  do  —1,  to  na  celoj  osi,  izuzev 
у = — 15  postoji  jedinstvena  inverzna  funkcija.  Nalazimo  da  je 

X - 1—1  (у  ф -1).  J> 


115.  у = za  a)  -1  < х < 0;  b)  0 < х < 1. 
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< a)  Na  segmentu  “1  < х < 0 funkcija  raste  od  0 do  1.  Zato  pos- 
toji  jedinstvena  inverzna  funkcija.  Rešavanjem  jednačine  u odnosu  na  х, 
nalazimo 

х = — л/l  ™ у2  (0  < у < 1) 
b)  Slično  prethodnom  slučaju  je 


х 


= \Л “ У 2 (o  < у < 1). 
116.  у = sinhrc,  gde  je 


sinha; 


( — oo  < х < +oo). 


< Pošto  na  intervalu  —oo  < х < +oo  funkcija  у = sinhrc  raste  od  — oo  do 
+co  to  na  intervalu  — oo  < у < +oo  postoji  jedinstvena  inverzna  funkcija. 
Imamo 

y=he*-e-x),  e**-2yex-l  = 0, 


odakle  je  ex  = у ± yl  + у2.  Birajući  u poslednjoj  jednakosti  znak  + (jer  je 
ex  > 0)  i logaritmujući  , dobijamo 

х = Arshy  = In  (у  + л/l  +y2^  (—00  < у < +00).  > 

117.  Dokazati  da  se  svaka  funkcija  / definisana  u simetričnom  intervalu 
] — Z,  Z[ , može  predstaviti  u obliku  zbira  parne  i neparne  funkcije. 

< Označimo 

yw  = /(l)~/(~x).  ^)  = hđ±lth, 

očigledno,  funkcije  (p  i *ф  su  definisane  na  intervalu  ] — Z,  Z[ . Iz  jednakosti 


f(-x)  + f{x) 


ф(х), 


sleduje  da  je  funkcija  <p  neparna,  a ф parna.  Kako  je 

f(x)  = cp(x)  + чј}{х), 


to  je  tvrđenje  dokazano.  џ> 
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118.  Utvrditi,  koja  je  od  sledećih  funkcija  periodična,  i odrediti  najmanji 
njihov  period,  ako  je: 

a)  f(x)  = A cos  Хх  + B sin  Лж;  b)  f(x ) = sinz  + ^sin2a;  + fsin32;; 
c)  f(x)  = 2tanf  - 3tanf ; d)  f(x)  = sin2a;;  e)  f(x)  = sin(a;2); 
f)  f(x)  = ч/tana;;  g)  f(x)  = tan  y/x\  h)  f(x)  = sins  + sin  (лДх)  . 
Napomena.  Funkcija  /,  de&aisana  na  sknpu  E,  naziva  se  periodičnom, 
ako  postoji  takav  broj  T > 0 (period  funkcije  u širem  smislu  reči),  da  je 
/( х + T)  = f(x)  za  х € E. 

Preko  T označimo  period  funkcije  /,  a preko  Tq  njen  najmanji  poziti- 
van  period. 

a)  Iz  identičnosti 


f(x  + T)-f(x) 

A (cos  X(x  + T)  — cos  Хх)  + B (sin  X(x  +T)  - sin  Хх) 


ХТ 


T 


ХТ 


2Asin  — - • sinA  ( х + — + 2 B sin  — • cos Л [х  + 


Т 


zadovoljene,  ако  је  sin  ^ 
b)  Razlika 


: 0.  nalazimo  da  је  Т 


ђ?  (пе  N),  То  = ђ 


f(x  + T)  — f (х) 

sin  (х  + Т)  — sin  х + ~ (sin  2(х  + Т)  - sin  2х)  + - (sin  3(х  + Т)  - sin  Зж) 


Т 


Т 


2 sin  — cos  ( ж + — + sin Т cos 2 \х  + — +-sin  — cos3  ж + 


Т 


2 V '2 

se  pretvara  u identičnost,  ako  je 

T = 2тгп  = rtm 


3 . 3 T 


T 


2ктг 


gde  su  n,7n, k prirodni  brojevi,  tj.  ako  j e n = у = |.  Te  jednakosti  su 
ispunjene,  ako  je  m = 2 n,  k = 3 n.  Na  taj  način  je  T = 2n7r,  Tq  = 2тг. 

c)  Slično  prethodnom,  za  sve  х iz  oblasti  definisanosti  funkcije,  iden- 
tičnost 


f(x  + T)  — f(x) 


je  ispunjena,  alm  je  sin^  = 0 i sin  j = 0,  tj.  ako  je  T = 2п7г  = Зт7г 
(n,m  6 N).  Odavde  je  f = у = k.  Kako  je  n = Зк,  m = 2k,  to  je  T = 6k7r, 
To  = 67Г. 
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d)  Iz  uslova,  da  je 

f(x  + T)  — f{x ) = sin2(x  + T)  - sin2  х = sinT  • sin(2a;  + Г)  = 0, 

nalazimo:  sinT  = 0,  T = пћ  (n  € N),  T0  = 7Г. 

e)  sin  (х2)  nije  periodična,  јег  rastojanje  između  njenih  uzastopnih  nula 
teži  nuli: 

л/Tfc  + 1)7Г  - Vk 7Г  = 7=  = 7=  0 kad  k ->  oo. 

VV  ’ уДк  + 1)тг  + 


' f)  Za  sve  х iz  oblasti  definisanosti  funkcije  imamo: 


f(x  + T)-f(x) 


sinT 


cos(a:  + T)  • cos  х ■ ^-^tan^a:  + T)  + \/tan  х^ј 


0. 


Odavde  je  sinT  = 0,  T — птт  (n  E N),  To  = 7Г. 

g)  tan  л/х  postaje  nula  za  х = /с2тг2  (k  € Z).  Rastojanje  među  uzastop- 
nim  nulama  (fc  + 1)27Г2  i /с27г2  teži  +oo  i dakie  funkcija  nije  periodična. 

h)  Pokažimo  da  je  funkcija  / neperiodična.  U tom  cilju  pretpostavimo 
suprotno.  Neka  je  funkcija  / periodična  sa  periodom  T.  Tada  važi  iden- 
tičnost: 


T 

f(x+T)-f(x)  = 2 sin  — cos 


+ 2sin 


Тл/2 

2 


cos 


= o, 


iz  koje  sledi,  da  je  sin  \ = 0 i sin  = 0.  Odavde  je  2птг  = ч/2тптг,  gde  su 
m i n prirodni  brojevi.  Poslednja  jednakost  je  nemoguća,  jer  je  ^ ф у/2  za 
bilo  koja  dva  prirodna  broja  m i n.  Pretpostavka  da  je  funkcija  periodična 
je  protivrečna.  Znači  / je  neperiodična.  6»- 
119.  Dokazati  da  je  za  Dirihleovu  funkciju 


X(x)  = 


1,  х € Q, 
0,  х € I 


period  bilo  koji  racionalan  broj. 

< Neka  je  T proizvoljan  racionalan  broj.  Saglasno  uslovu,  imamo 


X(x  + T)  = 


l,  х + те  Q, 
0,  х+Т  € 1, 


Pošto  je  T racionalan  broj,  to  je  zbir  х+Т  racionalan  za  racionalno  х,  i 
iracionalan  za  iracionalno  х.  Dakle, 


X(x  + T)  = 


l,  xe®, 

0,  £ £ I, 
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i x(x  + T)  = x(x)>  što  je  i trebalo  dokazati.  S> 

120.  Dokazati  da  je  zbir  i proizvod  dve  periodične  funkcije  definisane 
na  istom  skupu  čiji  su  periodi  samerljivi,  takođe  periodična  funkcija. 

< Neka  su  tp  i ф definisane  na  istom  skupu  sa  samerljivim  periodima  Тј  i 

To ■ Neka je  gde  sumin  uzajamno  prosti  brojevi  i T = пТ\  = mT%. 

Tada  je  broj  T period  zbira  <p(x)  + ip(x)  i proizvoda  <p(x)  ■ тр(х).  Stvarno, 

ip(x  + T)  + ip(x  + T)  = <p(x  + nTi)  +ip(x  + mTz)  = p(x)  +тр(х), 

<p(x + T)  ■ ip(x + T)  = <p(x  + пТг)  ■ ip(x  + mTi)  — <p(x)  • ip(x).  ► 

121.  Frmkcija  / se  naziva  antiperiodičnom,  ako  je 

f(x  + T)  = -f(x)  (T  > 0). 

Dokazati  da  je  / periodična  sa  periodom  2 T. 

< Saglasno  uslovu,  imamo 

f(x  + 2 T)  = f(x  + T + T)  = -f(x  + T)  = - (~f(x))  = f(x). 

Sledi,  / je  periodična  funkcija  sa  periodom  2T.  > 

122.  Dokazati  da  ako  za  funkciju  / : M — > R važi  jednakost 

f(x  + T)  = hf  (х) , 

gde  su  k i T pozitivne  konstante,  to  je 

f(x)  = axtp(x), 

gde  je  a konstanta,  a (p  periodična  funkcija  sa  periodom  T. 

< Stavimo  k = ат . Tada  je 

f(x  + T)  = aTf(x). 

Proizvoljna  funkcija  / : R — » R je  predstavljiva  u obliku 

f(x)  = ax<p(x), 

gde  je  c p neka  funkcija.  Saglasno  uslovu,  imamo 

ах+тр(х  + T)  = aTaxtp(x). 

Posle  skraćivanja  sa  ах+т,  jer  je  ах+т  > 0,  dobijamo  tp(x  + T)  = tp(x), 
odakle  i sledi  tvrđenje.  ► 
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1.4  Granične  vrednosti  funkcija 

1°  Ograničenost  funkcije.  Funkcija  /,  defmisana  na  skupu  X , naziva 
se  ograničenom  na  tom  skupu,  ako  postoje  brojevi  m i M,  takvi  da  je 
m < f(x)  < M (хеХ).  Broj  m0  = inf  {f(x)  :xeX}  naziva  se  infi- 
mumom  funkcije  /,  a broj  M0  = sup  {f(x)  : х € X}  supremumom  funkcije 
/ na  skupu  X.  Razlika  M0  — m0  se  zove  oscilacija  funlccije  / na  skupu  X. 

2°  Granična  vrednost  funkcije.  Neka  je  funkcij a / definisana  na 
intervalu  ]a,P[,  izuzev  možda  u tački  a G ]a,f}[.  Broj  A se  zove  graničnom 
vrednošću  funkcije  / u tački  a,  ako  za  bilo  koji  broj  e > 0 postoji  takav  broj 
б = б(е)  > 0,  da  je  \f(x)  - A\  < e,  kad  god  je  0 <|  z - a \<  б.  Pri  tom  se 
zapisuje  lim  f(x)  = A ili  f(x)-^A  kad  х — > a. 

Postoji  i ekvivalentna  definicija  granične  vrednosti:  Broj  A se  naziva 
graničnom  vrednošću  funkcije  / u tački  a , ako  za  bilo  koji  niz  {xn}  tačaka 
skupa  X,  koji  konvergira  ka  a (xn  ф a)  važi  Ит  f(xn)  = A. 

Navodimo  dve  važne  granične  vrednosti: 

1)  lim  = 1;  2)  lim  (1  + х )*  = e. 

' x-»0  X x—>0 

Košijev  kriterijum.  Konačna  granična  vrednost  funkcije  / u tački 
х = a postoji  ako  i samo  ako  za  svako  e > 0 postoji  б = б(е)  > 0 takvo  da 
za  svaki  par  vrednosti  х'  i х"  iz  oblasti  definisanosti  funkcije  / za  koje  je 
0 < |ж' - a|  < <5,  0 < \x"  - a\  < б,  važi  \f(x')  - f(x")\  < e. 

3°  Jednostrane  granične  vrednosti.  Neka  je  funkcija  / defimsana 
na  poluintervalu  ]a,a\ , izuzev  možda  u tački  a.  Broj  A'  se  naziva  levom 
graničnom  vrednošću  frmkcije  / u tački  a : A'  =^Ит  ^ f(x)  = f(a  — 0),  ako 

za  svako  e > 0 postoji  б = б(е)  >0  tako  da  je  | A!  — f(x)  | < e kad  god  je 
0 < а — х < б(е).  Slično,  ako  je  funlccija  / definisana  na  poluintervalu  [a,/3[ , 
izuzev  možda  u tački  a , to  se  broj  A"  naziva  desnom  graničnom  vrednošću 
funkcije  / u tački  a : A"  = lim  f(x)  = f(a  + 0),  ako  je  | A"  — f(x)  \ < e 

za  0 < х — a < б(е).  Za  postojanje  granične  vrednosti  funkcije  / u tački  a 
potrebno  je  i dovoljno,  da  bude  ispunjena  jednakost:  f(a  - 0)  = f(a  + 0). 

4°  Beskonačna  granična  vrednost.  Uslovno,  zapis  Ит  f(x)  = oo, 

označava  da  za  proizvoljno  E > 0 važi  \f(x)\  > E,  ako  je  0 < \x  — a|  < б(Е). 

5°  Landauov  simbol.  Za  dve  funkcije  / i g definisane  u oblasti  D , 
simbol  / = O (g)  označava  da  postoji  takva  konstanta  K > 0,  da  je  \f(x)\  < 
K ■ g(x)  za  sve  х G D. 

6°  Klasifikacija  beskonačno  malih  veličina.  Ako  je  lim  f(x)  = 0, 
to  se  funkcija  / naziva  beskonačno  malom  kad  х — > xq. 
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Ako  je  lim  f(x)  = b,  to  uvek  možemo  zapisati  f(x)  = b + a(x),  gde  ie 

a beskonačno  mala  funkcija  kad  х — »•  xq. 

Neka  su  a i /3  beskonačno  male  funkcije  kad  х xq, 

a)  Ako  je  lim  = C (0  ф C =konst.),  to  se  funkcije  a i /3  nazivaju 

beskonačno  malim  istog  reda  i zapisuje  a = 0*(/3),  /3  = 0*  (a) . 

b)  Ako  je  lim  = 0,  to  se  funkcija  a naziva  beskonačno  malom  višeg 

' X — P\x)  ° 

reda  od  /3  i zapisuje  a = o(/3);  funkcija  /3  se  u tom  slučaju  naziva  beskonačno 
malom  nižeg  reda  od  a. 

c)  Ako  je  a — /3  = o(a),  to  se  funkcije  a i /3  nazivaju  ekvivalentnim 
beskonačno  malim  i zapisuje  a ~ /3.  Da  bi  a i /3  bile  ekvivalentne,  potrebno 
je  i dovoljno  da  bude:  lim  = 1. 

d)  Ako  lim  ne  postoji,  to  se  funkcije  a i /3  nazivaju  neuporedivim. 

х— >XQ  P\X) 


7°  Skala  beskonačno  malih  funkcija.  Neka  je  a beskonačno  mala 
funkcija  kad  х — » xq,  čija  se  brzina  konvergencije  nuli  uzima  za  jedinicu. 
Beskonačno  male  funkcije  A\a  , Anan:  kad  a;  — > xq  gde  je  Aj  = 

konst.  Aj  ф 0 (j  = 1,2 , ...,n)  zovu  se  redom,  beskonačno  male  prvog, 
drugog,  n™tog  reda.  Cesto  se  za  a uzima  х — xq:  kad  х xq. 

8°  Neke  asimptotske  formule.  Kad  х 0 važe  formule  sincc  = 
x + o{x2)\  tana;  = x + o(x2)\  cosx  = 1 — + о(ж3).  Ako  je  beskonačno  mala 

funkcija  /,  kad  х — > xq:  ekvivalentna  beskonačno  maloj  a(x)  = A(x  — xo)k. 
gde  je  0 ф A = konst.,  k > 0,  tj.  f(x ) = A(x  — хо)к  + o((x  — xo)k)  , to  se 
funkcija  a naziva  glavnim  članom  funkcije  / kad  х xq . 

9°  Princip  zamenjivanja  beskonačno  malih.  Ovaj  princip  se  sas- 
toji  u zameni  beskonačno  malih  ekvivalentnim  beskonačno  malim,  prilikom 
izračunavanja  graničnih  vrednosti.  Neka  su  aj  (j  = 1,2,  ...,&)  beskon- 
ačno  male  funkcije  kad  х — » xq,  pri  čemu  je  među  njima  as  beskonačno 

n 

mala  najnižeg  reda.  Tada  je  beskonačno  mala  funkcija  j(x)  = <Xj( х) 

з= 1 


kad  х — » xq,  ekvivalentna  funkciji  as.  Zaista,  prema  uslovu  ау  = o(as) 
(j  = 1. 2, s — 1,  s + 1, ..,  k),  imamo  lim  = 1.  Neka  je  (3  beskonačno 


mala  kad  х 

očigledno, 


жо,  i neka  se  zahteva  nalaženje  granične  vrednosti  količnika 

lim  тМ  _ ]im  ЗМ  . - Km 

iiSo  «*)  «.(*)  /3(*)  x™o 


/Ј(*) 


jer  je  7 ~ as. 


Na  taj  način,  pri  izračunavanju  limesa  proizvoda  i količnika,  beskonačno 
male  funkcije  možemo  zameniti  svojim  glavnim  članovima.  U slučaju  zbira 
i razlike,  to  u opštem  slučaju,  nije  moguće. 

10°  Delimične  granične  vrednosti.  Ako  za  neki  niz  xn  — * xq  (xn  ф 
хо)  važi  jednakost  lim  f(xn)  = B,  to  se  broj  B (ili  simbol  oo)  naziva 

П— 4 OO 
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delimičnom  graničnom  vrednošću  (konačnom  ili  beskonačnom)  funkcije  / u 
tački  xq.  Najveća  i najmanja  među  tim  delimičnim  graničnim  vrednostima 
označava  se  sa  lim  f(x)  i Ит  f(x ) i nazivaju  se  redom  gornja  i donja 

granična  vrednost  ftmkcije  / u tački  жо.  Jednakost  lim  f(x)  — Um  f(x) 

j X >XQ  д. 

je  potreban  i dovoljan  uslov  za  postojanje  granične  vrenosti  (konačne  ili 
beskonačne)  funkcije  / u tački  rc0. 

Funkciia  f se  naziva  beskonačno  velikom  kad  х ж0)  ako  je  lim  / (х)  — 

X— >Ж0 

oo.  Beskonačno  velike  funkcije  se  upoređuju  slično  kao  što  se  upoređuju 
beskonačno  male. 

11°  Rešeni  zadaci. 

123. Neka  je  funkcija  / definisana  uslovima: 

a)  f(x)  = n,  ako  je  х = ff,  gde  su  m i n uzajamno  prosti  ceii  brojevi, 
n > 0; 

b)  f(x)  = 0,  ako  je  х iracionalan. 

Dokazati  da  tada  ona  nije  ograničena  u svakoj  tački  х (tj.  nije  ograničena 
u bilo  kojoj  okolini  te  tačke). 

< Neka  je  х = ~ proizvoljan  racionalan  broj.  Tada,  rk  = 

2 l-:ad  k — + oo,  tj.  pripada  proizvoljnoj  okolini  tačke  х = 2.  A kako  je 
f(rk)  = kq  — * oo  kad  k — »•  oo,  to  funkcija  / nije  ograničena  u proizvoljnoj 
okolini  tačke  х.  Neka  je  dalje,  х = a,  gde  je  a iracionalan.  Tada  postoji 
niz  racionalnih  brojeva  r*  = 21  (i  € N)  takav  da  je  lim  = a.  Pri  tom  je 

lim  qi  = +oo.  Pošto  f (^r')  = qi  +oo,  kad  i oo,  a tačke  niza  i 21 1 

pripadaju  proizvoljnoj  okolini  tačke  a,  to  funkcija  / nije  ograničena.  ► 

124.  Ako  je  funkcija  / definisana  i lokalno  ograničena  u svakoj  tački  : 
a)  intervala,  b)  segmenta;  da  li  je  ta  funkcija  ograničena  na  datom  intervalu 
tj.  segmantu?  Navesti  odgovarajuće  primere. 

«3  a)  Uopšte  rečeno,  nije.  Na  primer,  funkcija  f(x)  = ^ ograničena  je 
u okolini  proizvoljne  tačke  intervala  0 < х < 1,  ali  nije  ograničena  na  tom 
intervalu,  jer  f(xn)  — » +oo  kad  xn  = ~ —*  0,  0 < xn  < 1 za  n € N. 

b)  Funkcija  je  ograničena.  Za  dokaz  pretpostavimo  suprotno:  neka  je 
funkcija  neograničena.  Tada  za  bilo  koji  prirodan  broj  n postoji  xn  € [n,  b] , 
gde  je  [a,  b]  segment,  dat  u uslovu  zadatka,  tako  da  je 

f(xn)  > n. 

Kako  je  a < xn  < b (tj.  {xn}  je  ograničen)  to  postoji  podniz  {rcfcn}  C {жп}, 
takav  da  je 

lim  xkn  = ce[a,b\. 
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Po  uslovu,  / je  lokalno  ograničena  u okolini  bilo  koje  tačke,  tj.  postoje  takvi 
б > 0 i E > 0,  da  je 


|/(ж)|  <E,  X e }c  - б,  c + <5[  - 

S druge  strane,  postoji  takav  broj  N,  da  je  kn  > E za  n > N i e 
]с-б,с  + б[,  a tada  je  /(  xkn ) > kn>  E.  Dobijena  protivrečnost  dokazuje 
tvrđenje.  t> 

125.  Pokazati,  da  je  funkcija 


ograničena  na  intervalu  — oo  < х < +oo. 

< Jasno,  f(x)  > 0,  tj.  funkcija  je  ograničena  odozdo.  Dalje,  iz  ne- 
jednakosti  (1  — х1)2  > 0 sledi  da  je  a pošto  je  1 + х4  > 1,  to 

l + x2  1 х2  1 _ 3 

1 + ж4  l + xA  l + a;4-  2 2 


Znači,  0 < f(x)  < | (— oo  < х < +oo).  > 

126.  Pokazati,  da  je  funkcija 


f(x)  = 


1 1 

— cos  — 

X X 


neograničena  u proizvoljnoj  okolini  tačke  х = 0,  međutim  nije  beskonačno 
velika  kad  х — » 0. 

< Neka  je  xn  = Očigledno  je  da  kad  n ->  co  vrednosti  xn  pripadaju 
proizvoljnoj  okolini  tačke  х = 0.  Navedeno  tvrđenje  onda  proizilazi  iz  čin- 
jenice,  da  je  lim  |/(z2n)|  = oo,  a f(x 2n-i)  = 0 (n  € N).  > 

Ti' — ^oo 

127.  Ispitati  ograničenost  funkcije 

f(x)  = lnx  • sin2  — 
w х 


na  intervalu  0 < х < e. 

< Pošto  je  0 < sin2  ^ < 1,  a funkcija  х i— > lnx  raste,  to  je  f(x ) < 
max{0,  lne},  tj.  / je  ograničena  odozgo.  Dalje,  uzmimo  xn  = Tada 

posle  nekog  no,  svi  xn  pripadaju  intervalu  ]0,e[.  Pri  tom  je- 

№")=ln2STi  = “ta(n+5)-’"0° 

kad  n —>  oo,  tj.  / je  neograničena  odozdo.  > 
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128.  Pokazati  da  funkcija 


/(*) 


X 


X + 1 


u oblasti  0 < х < +co  ima  infimum  ш = 0 i supremum  M = 1. 
< Očigledno  je 


0< 


х 


x + l: 

Neka  je  e proizvoljno  i 0 < e < 1.  Tada  je 

х 


0 < х < +oo. 


/(*) 


х + 1 


< e za  0 < х < 


1 — £ 


Sledi,  inf  {f(x)  : 0 < х < +oo}  = 0.  Dalje,  očigledno  je  < 1,  za  0 < х < 
+oo.  S druge  strane  za  ranije  navedeno  e je 


/(*) 


х 1 — e 

> 1 — e za  х > , 


х + 1 


tj.  sup  {f(x)  : 0 < х < +oo}  = 1.  ► 

129.  Funkcija  / je  definisana  i rastuća  na  segmentu  [a,b] . Čemu  su 
jednaki  supremum  i infimum  te  funkcije  na  [a,6]? 

< Pošto  / raste  na  [a,  6] , to  je  /(a)  < /(ж)  < /(6)  za  svako  х E [a,  b] . 
Neka  je  e > 0 proizvoljno  i takvo  da  je  /(a)  + e < /(6).  Tada  postoji 
х 1 E [a,  b] , takvo  da  je 


f{a)  < f{x')  < f{a)+e 

(na  primer,  х'  = a),  tj.  inf  {f{x)  : a <x  <b}  = f{a).  Slično,  ako  je  f{b)  — 
e < f{b),  tada  postoji  х"  E [a,6]  takvo  da  je 

f{b)  -e<  f{x")  < f{b) 

(na  primer  х"  = b).  tj.  sup  {f{x)  : a <x  <b}  = f{b).  > 

130.  Odrediti  oscilaciju  funkcije  f{x)  = х 2 na  intervalima: 

a)  ]1,3[;  b)  ]1,9;2,1[;  c)  ]1, 99; 2, 01[;  d)  ]1, 999;  2, 001[. 

Na  svakom  od  intervala  funkcija  f{x)  = х2  raste,  zato  postoje  konačne 
granične  vrednosti  na  krajevima  intervala.  Dodefmišući  funkciju  na  kraje- 
vima  intervala  svojim  graničnim  vrednostima  i koristeći  prethodni  primer, 
dobijamo: 

a)  MQ  - шо  = /(3  - 0)  - /(1  + 0)  = 9 - 1 = 8; 

b)  M0-m0  = /(2,1-0)  -/(1,9  + 0)  =4, 41 -3,61  = 0,8; 

c)  Mq  -m0  = /(2, 01  - 6)  - /( 1, 999  + 0)  = 4, 0401  - 3, 9601  = 0, 08; 
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d)  Mq  -m0  = /(2, 001  - 0)  - /(1, 999  + 0)  = 4, 004  - 3, 996  = 0, 008.  > 

131.  Neka  su  m [/]  i M [/]  redom  infimum  i supremum  funkcije  / na 
razmaku  ]a,  b[ . Dokazati  da  ako  su  /i  i /2  funkcije,  definisane  na  ]a,  b[ , to  je 
а)  m [/i  + /2]  > m [/i]  + m [/2] ; b)  M [/i  + /2]  < M [/i]  + M [/2] . 

^ Dokažimo  nejednakost  a)  (nejednakost  b)  se  dokazuje  slično).  Oz- 
načimo 


mi  = inf  {fi(x)  : a < х < b}\  m2  = inf  {/2(ж)  : a < х < b}  . 

Tada  je 

fi(x)  > rni  i /2(ж)  > m2,  (ж  €]а,6[). 
Sabirajući  poslednje  nejednakosti,  dobijamo 

fi{x)  +/г(ж)  > mi  +m2,  ж€]а,б[, 


odakle  je 


m [/i  + /2]  > mi  + m2  = m [/i]  + m [/2] . > 


132.  Pokazati  da  funkcija  . 

f(x)  = sin  — 
v ’ х 


nema  graničnu  vrednost  kad  х —*  0. 

< Navedeno  tvrđenje  sledi  iz  toga,  što  niz  xn  = (n  £ N)  teži  nuli 

kad  n -»  oo,  a f(xn)  = (-l)n  uopšte  nema  graničnu  vrenost.  ► 

133.  Pomoću  “e  — б ” rasuđivanja  dokazati,  da  je  lim  х2  = 4.  Popuniti 

sledeću  tablicu:  , 


£ 

0,1 

0,01 

0,001 

0,0001 

<5 

? 

? 

? 

? 

-3  Neka  je  e > 0 proizvoljno.  Tada 

\x2  — 4|  = |(x  — 2)2  + 4(ж  — 2)|  < |a;  — 2|2  + 4 |x  — 2|  < e 


kad  god  je 


0 < |ж  — 2|  < л/4-f  £ — 2 — 


£ 

л/4  + £ + 2 


Poslednja  nejednakost  je  tim  pre  ispimjena,  ako  je 


V4  + £ + 2 ^ 2л/4  + £ ^ 2л/4  + 4£  + £2  2(e  + 2) 


> 


б(£)  > \x  — 2| . 


74 


GLAVA  1.  UVOD  U ANALIZU 


Neka  je  e — !Qn.  Tada  je  <5(-ј^п)  — 4.ion4-2 

452  ;^(10  3)  = 4002 ; ^(10  4)  = 40002  ■ џ 

134.  Na  jeziku  “E  — 5”  dokazati  da  je  lim  1 

sledeću  tablicu: 


F+fi  ^IO-1)  = ^;5(10-2) 


X — >1 


(x-iy 


+oo.  Popuniti 


E 

10 

100 

1000 

1000 

5 

? 

? 

? 

? 

ili 


<3  Neka  je  E > 0 proizvoljno.  Tada  je  > E.  kad  god  je  (х— l)2  < -g 


0 < \x  — 1|  < 


Ve 


б(Е) 


Odavde  nalazimo 


. je  5(10)  = ^=;  5(100)  = 5(1000).= 

5(10000)  = ^.  ► 

135.  Neka  je  P(x)  = а^хп  + aixn~l  -\ 1 -an,  gde  su  <ц  {i  € No)  realni 

brojevi.  Dokazati,  daje  lim  |Р(ж)|  = +co. 

х — >oo 

< Ne  ograničavajući  opštost,  možemo  smatrati  da  je  a0  ф 0.  Za  dovoljno 
veliko  |x|  imamo 


№)l 


X 


ai 

Qq  _| f- . 

х 


+ 


хи 


> \x\ 


N 

2 ' 


Pošto  je  lim  \x\n 
136.  Nekaje 


M 

2 


+oo,  to  je  lim  \P{x)\  = +oo.  > 


R(x ) 


аохп  + aixn  1 + ■ — h an 
В^х™  + b1x7n-1  + V'-.  + 6m 


; a0,  Ф 0- 


Dokazati,  da  je 


lim  R{x ) 


oo,  n > m; 

J 71  = 771] 

0,  n < m. 


< Nelca  je  n > тп.  Tada  je 

№)  I = М"~’ 


ao  + f + • • • + 


6o.+  k + 


> m 


a o 


26o 


kad  je  |ж|  dovoljno  veliko.  Na  osnovu  toga  što  je  lim  \x\ 

s— »со 

imamo  da  je  'lim  R{x)  = oo.  Ako  je  n — m.  to  je 


QQ 


26q 


OO, 


R{x) 


a0  + f + 


fln 

Жп 


бо  + £ + • • ■ + k 


OQ 

bo 


, х — > oo. 
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Na  kraju,  ako  je  n < m,  za  dovoljno  veliko  |ж|  imamo 


*М!  < up 


2ao 
b o 


odakle  sledi,  da  je  lim  R(x ) = 0.  > 

X— + СО 

137.  Neka  ж — > 0.  Dokazati  sledeće  iednakosti: 

a)  a:sin  л/х  = xž  + o (х?  J ; b)  (1  +x)n  = 1 + пх  + o(x ); 

c)  ln х = o (x~~s)  (e  > 0);  d)  arctan  ^ = O (1) . 

■4  Navedene  jednakosti  slede  iz  toga  što  je: 


a)  lim 

ж— >+0 


xsin  л/х 

з 

X 2 


1;  b)  limk£ 

х— >-}-0  X £ 


lim  • 

t — >-f-oo 


- lni 


t£ 


c)  (1  + x)n  = 1 + пх  + х2  + • • • + xn 

= 1 + пх  + (p2x  d • + Ж71-1)  X = 1 + пх  + a(x)  ■ X , 

gde  je  a(x)  = C% х + • • • + xn~~l  — > 0 kad  х — * 0; 
d)  |arctan  < ?>.  > 

138.  Neka  х — > 0.  Izdvojiti  glavni  član  oblika  Cxn  (C  je  konstanta)  i 
odrediti  red  u odnosu  na  promenljivu  х sledećih  funkcija: 

a)  2x  — Зж2  + х5;  b)  л/1  — 2x  — — Зх;  c)  \fl  + х — \/1  — ж; 

d)  tanx  — sinx. 

■4  a)  Iz  toga  što  je 

2x  — Зх2  + х5  = 2x  + (— Зх  + х4)ж  = 2x  + a(x)  ■ х, 


gde  a(x)  — > 0 kad  х — » 0,  sledi  da  je 

2x  — Зх2  + х5  = 2x  + o(x),  tj.  Cxn  = 2 х (n  = 1). 


b)  Iz  jednakosti 


lim 

х— >0 


л/1  + Х — \/l  ~ х 

X 


= 1 


sleduje  da  je 

Сх  = х (n  = 1),  tj.  \/l  + х — \/1  — ^ ~ х. 


c)  Pošto  je 
L = 


л/1  — 2x  — $1  — Зх 
lim Ђ 

x—>0  ХГ 

( л/1  ~ 2ж  “ (1  — х)  1 — ж — \/1 — ЗдЛ 

lim  ~ 1 « 

х— >0  у 0Г  Хг  Ј 


-\  + 1 = ^ t0  Је  Cxn  = ix2(n  = 2). 
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d)  Imamo 


lim 


tanrc  — sinrc 


x° 


l 

2’ 


i zato  je  Сх 3 = |ж3  (n  = 3).  > 

139.  Neka  х — » +oo.  Izdvojiti  glavni  član  oblika  Cxn  i odrediti  red  rasta 
u odnosu  na  beskonačnu  veliku  х sledećih  funkcija: 

a)  \/x2  - х + л/i;  b)  \Jl  + y/l  + л/х. 

< a)  Pošto  je 


Иш 

jC— 4+00 


X* 


X + Јх 


2 

£3 


= Ит 

х— з-4-оо 


(7 


1 — X 1 + X 6 


H' 


to  je  Cxn  = жз  (n  = |). 
b)  Imamo 


1 + ‘sj  1 + л/х  = x8  \Jx~~A  + л/ ж“1  + 1 


I 

~ х s , 


zato  je  Cxn  = (n  = |).  > 

Pri  rešavanju  nekih  od  sledećih  primera,  zameniti  beskonačno 
malu  ekvivalentnom  funkcijom 

(1+тд)п- (1+пж) 

х— >0 

(m,  n G N). 


14°.  a)  lim  b)  lim  c)  Ит  ; 


L 


< a)  Razlažući  po  Njutnovoj  binomnoj  formuli,  dobijamo 

..  (l  + mx)n  — (1  + пх)ш  (Com2  — C^n2)  х2  + o(x2) 

Ит  — — = Ит  • 


х— >0 


Х~ 


x—*0 


X л 


х— >0 


lim  [ C?m2  - C 


'тп- 


\ = C?m2  _ Сшп2  = !»M) 


b)  Stavljajući  х = 1+t-  (t  — » 0 kad  rc  1)  i koristeći  princip  izostavljanja 
beskonačno  malih,  nalazimo: 


lim г- 

х — > 1 xn  — 1 


Нт 


(i  + ty 


Ит 


mt  + o(t) 


Нт 


mt  m 


11111  , >.  11111  , % llill  — « 

t-» o (1  + t)n  — 1 t-»o  nt  + o(t)  t-* o nt  n 
c)  Neka  je  ж = 1 + 1.  Tada  t — * 0 kad  ж — * 1.  I onda  za  Hmes  L,  mamo 
m n \ / n m 


lim 

V 1 


Ит 


1 _ жп 

n 


!™\ч(1+*)т 
m 


*-*o  \nt  + C^t2  + o(t2)  mt  + Cipt2  + o(t2) 
Нт  (ngf  - mC£)  "2  + o(t2)  _ nCf  - mC% 


(i  + ty 


m — n 


t-40 


mnt2  + o(t2) 


mn 


2 
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141-  Ит  l((^  + t)2  + (^  + f)2  + ---  + (^  + llL#l£)2)- 

*4  Koristeći  rezultat  primera  2,  a)  dobijamo: 

L = Ит  — ( пх 2 + (1  + 24 b (n  — 1))  + % (l2  + 22  4 b (n  — l)2) 

n — >oo  П \ П пг  4 У ' 


Ит  ~ 

n— >oo  n 


2 2ол;  n(n  — 1)  a2  (n  ~ l)n(2n  — 1) 
nx  + _ — 6 


2 a 
: х +ax+— . 

o 


1-1°  lim  *2+32Ч h(2n— l)2 

142  П™ O 22+42Ч h(2n)2 ■ 

Imamo 

22  + 42  + ...  + (2n)2  = 4 (l2  + 22  + • • • + ra2)  — 2»(та  + 1)(2та  + И; 

i2  , o2  , , го=л2  _ тг(2гг  + 1)(4тг  + 1) 

3 


!2  + 22  + ■ • • + (2тг)5 


(prema  primeru  2,  a)).  Oduzimajući  od  druge  prvu  jednakost,  dobijamo 
12+32+...+(2n_1)2  = п(2тг  + 1) (4та  + 1)  2п(тг  + 1) (2гг  + 1)  _ n(4n2  - 1) 


Tada  je 


lim 

П—*00 


l2  + З2  + • • • + (2 n - l)2 
22  + 42  + • • • • +(2n)2 


= lim 

n — >oo 


n(4n2  — 1) 
2n(n+  l)(2n  + 1) 


— 1.  ^ 


143.  lim 

n—>  oo 

Imamo 


13+43Н h(3n— 2)3 

(l+4+-+(3n-2))2  ' 


B = l3  + 43  + • • • + (3n  - 2)3  = (3  • 1 - 2)3  + (3  • 2 - 2)3  + • • • + (3  ■ n - 2)3 

= 27(13  + 23  + ■ • • + n3)  - 54(12  + 22  + ■ • • + n2)  + 36(1  + 2 + • • ■ + n)  - 8n 

= 27  +("  + Ц ) 2 _ 54  +"  + Ц(2"  + Ц + 36  . "("  + Ц _ 8„. 

\ 2 J 6 2 

/ = (l  + 4 + ...  + (3n-2)f  = "2(371)2. 

Pošto  je  u brojiocu  B i imeniocu  I najveći  stepen  od  n jednak  4,  to  je 
granična  vrednost  jednaka  količniku  koeficijenata  uz  n4,  tj.  3.  E> 

Naći  granične  vrednosti: 

144.  lim  у/х. 

х — *XQ 
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< Pretpostavljajući  da  je  x0  > 0,  stavimo  х = x0  + t.  Jasno,  t — > 0 kad 
х — * x0.  Računajući  da  je  |i|  < x0,  imamo 

(1_У)  < V*°  + t=  ф-  + — < (1  + У 

odalde  je 

lim  \fx  — lim  \fx0  +t  — Uxq.  > 

х *xo  ~t — >0 

145.  lim 

i-i-fco  v®+l 

◄ 


lim 


+ y/x  + у/х 


Vx  + 1 


= lim 

х— *4-оо 


\f+i 


= 1. 


> 


146.  lim  -v^rv^+v^g. 

X — >a  — a2 

< Imarno 


lim  = Иш 


lim 


yj  х 2 —a2 

х — a 


° V Ф 


х — у/а  л/х  — a 


+ 


= lim 


г_>“  v Vx2  — а?(лЈх  + л/а)  \/x  + 
1 


•—VE+^  W5+vs 


\/x  - a \ 1 

+ 1 ) = — — 7=-  > 


2 \Ja 


147.  lim 

a; — >8  у/х—2 

-4  Očigledno  je 


-yćr2— a2 


..  V9  + 2x  - 5 . (9  + 2ж-25)  (^ж2  + 2^ж  + 4) 

lim  = = lim  — L. 


Hm  — — += — г— 1 = lim  , 

(х  — 8)  (\/9  + 2x  + 5) 

ж^+2-^ж  + 4 12 


a->8  ЈЈх  — 2 

3 

2 lim  — — . 

»-*8  V9  + 2z  + 5 5 


Napomena.  Prilikom  rešavanja  primera  145-147  korišćen  je  rezultat 
primera  144.  > 

MS.  (n  e Z). 
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<J  Stavimo 

у/Г Tx-l  = t 

Tada  je  х = (1  + t)n  — 1.  Računajući  da  je  |ж|  < 1,  imamo 

1 — |ж|  < \/l  + X < 1 + |x| , 


odakle  je 


lim  \/1  + x = 1, 

ж—>0 


tj.  t — * 0 kad  х — * 0.  A tada  je: 

j/r+i-1  - t 


lim 


lim 


— lim 


= lim  • 


х 


4-»0  (1  + t)n  — 1 t—>0  nt  + o(t)  t— > 0 n£  П 


149.  lim 

rc-+7  Vz+9-2 


у5+2--гет2о  a++  + s=f+5 

lim . = Jm 


ж—^7  + 9 — 2 

Koristeći  limese 


VTf2-3  1 ..  З-^Т+20 

lim — = — , lim 

x~>7  X — 7 6 s-»7  ж — 7 


dobijamo 


150.  lim 


le  лТ+2”  ^T20 

lim 77== 

z->7  ^TŠ  — 2 


х—7 

1 vćr  + 9 — 2 
27’  1™  х — 7 

112 


32’ 


1 L 

6 27  „ 


JL 

32 


27 


^ Stavimo 


+ 5ж  - 1 = t 


Jasno,  t —>  0,  ako  х — > 0.  Tada  je  х = | ((1  + 1 )5  — l)  i 


L = lim 


(( i + 05-i) 
*-*o  ^ТТбх  - (i  + х)  i-ot-i((i  + o5_i) 


lim  • 


lim 


ж (^  + °(0)2 


i2  + o(t2) 

По  t — 1 (5t  + 10t2  + o(t2))  " H6  — 2t2  + o(t2) 


= lim 


151.  lim  Ш+Ш1  Ш+MzA  ( тп ,n  G Z). 
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< Koristeći  rezultat  primera  148,  imamo 


Зх  — 1 


Зх  ■ a ■ lim  ■ 

ж— >0 


- ах  — 1 


+ в • Иш  ■ 

ж— >0 


вх  — 1 а 


152.  Neka  је  Р(ж)  = аха;  + а2ж2  4 h апхп  imeZ.  Dokazati,  da  је 


< Pošto  Р(х)  — » 0 kad  ж — > 0,  to  је  (prema  primeru  148) 


(х)  — 1 Р(ж) 


!LmnEa^fc  1 


iNaći  granične  vrednosti: 

153.  lim  -$§=£  (m,ne  N ). 

< Stavimo  х = (1  + t)mn.  Tada  t -*  0 kad  х -*  1.  Onda  je 

lim  = lim  И ± jL — I = — (prema  primeru  140.b)). 

ж— >i  tfx  — 1 i— *0  (1  + t)m  - 1 m 

■154.  iim 

X — >1  ^ ' 

< Stavljajući  1 - х = t (t  -+  0 kad  х ->  1),  dobijamo 


(1  - л/ж)  (1  - #x)  • • • (1  - tfS) 

iim!  (1-ж)"-1 

l- y/T=t  1--ЈШ  l-  ■ 


2 3 n n\ 


(prema  primeru  148).  ► 


Rešiti  limese  u primerima  (155-158  osloboditi  se  korena  iz  bro- 
jioca  i preći  na  izraz  sa  očiglednom  graničnom  vrednošću  ). 

155.  lim  х ( лЛс2  + 2x  — 2\^x?  + х + z')  . 


3N 
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<3  Imamo 


h s=  lim  a;  f \/x^~+2x  — 2\/x^+x  + х J = lim  a; 


ж_ >4-cxD 


2x  + 2x  — х — 1 j 


дј^.ј.оо  2a;  + ж + 2л/х2  + a; 


аг"4+0°  ( \Лс2  + 2a;  + ж + 2л/х2  + х ) ( \Јх2  + 2х  + х + 1 


lim  - 

х — >4-со 


а + “ + 1 + 2д/1  + - ) ( л/1  + i + 1 + а; 


156.  lim  ( \/х3  + Зж2  — Vx2  — 2г ) 

ar-^oo  v t / 

< Dodavanjem  i oduzimanjem  ж,  dobijamo 
D = lim  f -уЛс3  + Зх2  — л/х2  — 2x') 

Ж' — >-f"CO  \ / 


lim  f + Зж2  — a;')  + Ит  (ж  — 2x]  = 1 + 1 = 2.  џ- 

->4-00  V / г— >+oo  \ / 


157.  lim 

х — >oo 

4 Stavimo  ~ ==  t,  tada  t — > +0  kad  х —*  +oo  i 

1 


gde  je 

P(t)  = (ai  + + • * • + + (aia^  + • • • + an_ian)t2  + • • * + aia2...antn. 

Koristeći  rezultat  primera  152,  nalazimo  da  je  tražena  granična  vrednost 
jednaka: 

ai  + a2  + * • • + ап 

e 

n 

158.  lim 

х— »oo 

< 


82 


GLAVA  1.  UVOD  U ANALIZU 


(Vl+^+x)n-(Vl+^-x)n  , 

159.  lim  J-—V >—  (n  G N). 

х — >co  x 

< Ako  sa  L označimo  traženi  limes,  onda  dižući  na  n— ti  stepen  i sređu- 
jući  slične  članove,  dobijamo 


L 


lim 

х— »0 


(л/1  + Х2  + X j — (л/Г+^2  _ 


X 


— lim  + ( пх 

х-^0  X 


1 + X* 


n — 1 


+ o(x) 


= lim  2 I n 

z— >0 


1 + X* 


n—1 


+ 


o(x) 


X 


= 2n.  > 


Naći  granične  vrednosti: 

160.  lim  (m,  n— celi;  m ф 0,  n Ф 0). 

a: — >7Г  sin 

< Stavimo  х = 7г  + t (t  — * 0).  Tada  je 


sm  mx 


lim 

ж 5>7г  smra 


..  sm(m7r  + mt)  (-l)  sm  mt 

ћш  —г+ + = lim  —7 ; 

0 sm(n7r  + nt)  (— l)nsmnt 

(-1) 


Ч7Г?_  „ m ..  sinmč  nt 
лтп  71  - - lim  - 


?г  t — >0  ?7г£  sinnt 


^ 2^772— П g ^ 

тг 


161.  lim 

a^O  31 


lim  - 

х— *0 


cosrr 


2 sin2  § 


ar 


lim 

a;— >0  Хл 


■ lim  л 

х— >0  2 


1 ^sinf42 


Na  taj  način  je,  1 — cosx  = \ + o(x 2)  kad  х — » 0.  > 
162.  lim  isa* 

rc-^0  ж 

< Iz  nejednakosti 


|1  — cosx|  = 2sim  — < \x\ , 


proizilazi,  da  je 


..  . ..  tanx 

Ит  cos  х = 1 г ћт 

ж— >0  ж— >0  X 


sinx  1 


lim 

ж~>0  х cos  х 


Na  taj  način  je,  tanx  = х + o(x),  kad  х 0.  > 

163.  lim 

smx 

v зтбх-зтЗгг  v 5-^-3-^  „ 

ћт ; = ћт = 2.  l> 

х— >0  sin  X х— >0 

х 
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1 fi4  lim  ж cos  х 

< Pošto  kad  х — > 0, 

1 — cos  х = о(ж),  1 — cospa;  — o(x),  sinpx  = рх  + o(x) , 

toje  . . 

_ 1 + smrc  — cosx  ..  x + o(x)  1 

lim  : = lim 7 ~r  = -.  ► 

ж->0  1 + smpx  — cospx  ж->0рх  + о(х)  p 

165.  Dokazati  jednakosti: 

a)  lim  sin  х = sin  a;  b)  lim  cos  х = cos  a; 

х — >a  x—*a 

c)  lim  tan  х = tana  (a  7^  --F-тг;  n E Z). 

7 х— >a 

^ а)  Imamo 


0 < |sinx  — sinal 


n . х — a х + a 
2 sm  — — — cos  — - — 


<2 


х — a 


sm- 


< |x  — a| , 


odalde  je  lim  sinx  = sina. 

x~>a 

b)  Slično, 

0 < |cosx  — cosa| 
tj.  lim  cosx  = cosa 

x~>a 

c) 


_ . х — a . х + a 
2 sm  — - — sm  — - — 


< |x  — a 


Цтзта:  sina 

Ит  tanx  = — = 

x-*a  lim  cos  х cosa 

х — ><2 
2n— П 


; tana. 


ако  je  cos  a / 0,  tj.  ако  j ea  / iiL_l7r5  n G Z.  ► 
Naći  granične  vrednosti: 

166.  Ит  ^zzsina 


< Očigledno, 


sinx  — sina  2 sin  ++  cos 

lim = Нт — 


, sm+^  х + a 

Ит  — - Ит  cos  — - — = cos  a 


x~>a  х — a x-*a  X ~~  a x—>a  x—*a  Z 

(korišćeno  je  da  cosx  —>  cos  6,  kad  х —>  b).  ► 

167.  Ит  cota;"cotci 
х — >a  ж a 

< Koristeći  formulu  sabiranja  kotangensa,  nalazimo: 

v cot  х — cot  a ..  sin(x  — a)  1 , /7  7 _ 

lim = Ит  т — = 9—  (a  + /стг,  A € Z).  ► 

x->a  х — a ж->а  (х  — a)  sm  х sm  a sinz  a 


х — a 
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-t  r*  o т cos(a-f-2rc)-“2cos(a-hx)+cosa 

loo.  ii m 

х-^а  x 

< Dovodeći  brojilac  na  proizvod,  imamo 

cos(a  + 2x)  — 2 cos(a  + х)  + cos  a 


L 


lim 
ж— 4-0 


X 


lim  —к  ( — 2 sin  — sin  ( a + 

з:— >0  X“ 


Зх 


X 


+ 2 sin  — * sin 


m(a+|) 


lim 

х— >0 


X 


1 X X , ч , 

— * 2 sin  “ * 2 sin  — ♦ cos(a  + х)  ] = — cos  a.  > 


169  lim  c°t(a+a;)+cot  a 

x~>0  ^ 

< Slično  prethodnom  primeru  je  za  a ф &7Г,  k G Ћ 
cot(a  + 2x)  — 2 cot(a  + х)  + cot  a 


lim 
2— >o 


х * 


lim  — ((cot(a  + 2x)  — cot  (a  + х))  — (cot(a  + х)  — cot  a)) 


X— >0  X 


lim 


-sma; 


+ 


sma; 


x-*o  х2  \+т(а  + 2rr)  sin(a  + х)  sin(a  + x)sina 


( sin 


lim  — 7“7 \ , 

х^о  \ sm(a  + х)  \ х 


х 


2 cos (a  + х) 
sina  • sin(a  + 2х) 


2cosa 
sin3  a 


170.  lim  2sif  *Шз=1. 

_ ,7г  2sm  ж— osinaj+l 
x e 


< Rastavljajući  brojilac  i imenilac  na  činioce  dobijamo: 


2sin2  х + sinrc  — 1 r_  (1  + sinx)(2sinx  — 1) 

uiiii  n :=  lim  7 ___  . — — 

2shr  х — 3sin£  + 1 a;->f  (smx  — l)(2smo;  — 1) 


lim 


lim 


1 + sin  х 


smx-l 


-3.  > 


i m i;_  tan3  ж—3  tan х 
l(L'  cos(a;+f)  * 

< Rastavljajući  brojilac  na  činioce.  imamo 
L = 


tan3  х — 3 tan  х tanx(t 

— — = hm — 


an2  х 


tan2 


cos 


(x  + б) 


Um  tan  х ( tan  х + tan 


7Г 


cos  ( X + I) 
sin  (х  - f ) 


lim  tanx  ( tanx  + tan 


3 ) cos  х cos  ^ sin  — х) 

7Г\  Г)  л ^ 

= —24.  > 


cos  х cos 
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172  lim  tan(a+a:)  tan(a— ap—tan2  a 
х — >0  ^ 

-4  Posle  očiglednih  transformacija  nalazimo 


L 


tan(a  + х)  tan(a  — х)  — tan2  a 1 ( tan2a-tan2x 

irn ~ — iirn  -77  : o — : 


lim 

sc— >0 


X1 


tan2  х 


lim 

х — >0  ' X 


(tan4  a — l)  = tan4  a 


x—>o  х2  \1  — tan2  a tan2  х 

cos  2a 
- — т— . > 
cos^  a 


- tan2  c 


173.  lim  -7==== — т=. 

x_>0  vl+^sma- vcosx 

Racionalisanjem  imenioca  dobijamo 


L 


lim  . = ; = иш : 

ж->о  л/ТЦ-х^тх  — ^/cosx  1 + х sm х — cos х 


х 


= lim 


х2  (л/1  + х smx  + t/cosx) 


^ __ ^ ^/CQQ  X 
lim  * 

ж— >0 


1— cosx  i sino;  * 

~~xS  *"  х 

ako  х — »■  0,  to  l + a:sinx  — > 1,  a tada  (prema  primeru  144)  VT+Пзтж  — >• 
VI  = 1.  Slično,  V^  - 1 kad  х ► 0.  Dalje,  = \ /+)  - | kad 

х — > 0. 

Sleduje, 


lim 

х— »П 


VTT  ^sinrr  + i/coš^  4 

= 3'  *• 


1— cosx  | sinx 


хг  X 


174.  lim 

a^o  sm  x 

< Oduzimanjem  i dodavanjem  brojiocu  j.edinicu,  imamo 

л/čoslc 

..  [ - ^ 1 

х— >0 


L = lim 

х— >0 


V+os  х — tycosx  __  / \/cosx  — 1 ^ 


sm2r 


sin2  х 


sin2  х 


= lim 


cosx 


1 — COS  X 


\^sin2a;  (Усозж  + 1)  sin2a;  1 + ^/čošx  + ^coš2^^ 

1 1 


lim 

х— >0 

1 

2 


1 — COS  X ( X 


X2 


(— Y 

Vsm  хЈ 


ČČoŠx  +1  1 + Vcos  X + V COS2  X ' 


1 1\ 

'2  + 31' 


12' 


Ovde  je  korišćena  činjenica  da  Vcosa;  ~+  1 kad  х — * 0,  a to  sleduje  iz  primera 
165  i 144.  ► 


86 


GLAVA  1.  UVOD  U ANALIZU 


175.  Dokazati,  daje 

lim  (sin  л/аГ+Т  - sin  Јх)  = 0. 

х — >4-oo  4 / 

Zaista, 


D(a;)  = |sin  + 1 - sin  y/x\ 

1 


2 sin  cos  У^+1  + VE. 


< 2 


sm 


2 ( \f  x + 1 + 


< 


Vx  + 1 + VS  2л/ж 


< £ 


za  х > — £/(e),  što  je  i trebalo  dokazati.  ► 

Dokazati  sleđeća  tvrđenja: 

A)  aX  = aX°  C a > °);  B)  lim  1пж  = lnm0;  C)  lim  (tt(®)) 

а?->хо  y ж~>а;0  v v 


,v{x) 


a6,  pod  uslovom  da  postoje  granične  vrednosti  lim  u(x)  = a (a  > 0)  i 
lim  v(x)  = b.  ° 

X — KEo 

< A)  Dovoljno  je  razmotriti  slučaj  a > 1.  Imamo 
la1  — ax°  I = ax°  \ax~x°  - il . 


Pošto  je  a»  -Jirr^  a „ = 1,  to  za  proizvoljno  e > 0 postoji  takvo  n0 
daje 


, e -Л.  J_  e 

1 — < a "o  < a-o  < Ц 

aXQ  aXQ 


Tada  za  \x  - ®0|  < A imamo  1 - < a »°  < a*-*0  < a^  < 1 + tj. 


la®  — аЖо|  .=  aXo  la1-®0  — l|  < e 


za  \x  — жо|  < 
B)  Imamo 

1 


По 


— — <ln(l  + -)  <-, - 

n+1  у nj  n n — 1 

za  n > 1.  Na  taj  način,  za  n > 1 je 


1 <lnfl  -!)<_! 

n n 


< In  Л - 1)  <1пЛ +1)  < I. 
л-1  \ nj  \ n n 


Neka  je  e > 0 proizvoljan  broj,  koji  nije  veći  od  Tada  postoji  n0,  da  je 


-e  < ln  ( 1 — — ) < ln  | 1 + — ) < e. 

V noJ  V n0i 
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Ako  uzmemo  < -f-,  to  za  razliku  lnrc  — lnaj0  = ln  fl  + 2-+ 

J'O  ft-o  у XQ  J 

dobijamo  sledeću  ocenu: 

_£<taf1-lj<lnf1  + fLziH£j<lnf1  + ±j<E 

V noJ  v x0  J \ noJ 

ili  |ln  х — ln  a;o|  < e,  ako  je  |rc  — rrro  I < 

C)  Saglasno  uslovn  u tački  B),  v(x)  lnu(x)  —»•  &lna  kad  a;  — > ^o*  A tada 
prema  A)  imamo 

lim  (u  (х)у(х)  = lim  e«(*)  «»«(*)  = e61na  = ab  = ( lim  u(x) 

Х^УХО  Х—УХО  - ух—УХо 


)lim  v(x) 

Ж--КЕ0 


Naći  granične  vrednosti: 


176.  lim 

х — >oo 


( Х+2  V 

\2x+l ) 


A Saglasno  tvrđenjima  A)-C),  imamo 
' х + 2 “2 


lim 

х—уоо 


2,X  + 1 


. x2\n  X+2 

= lim  e . 


Како  je  ln  < 0 za  dovoljno  veliko  ж,  a lim  ж2  = +oo,  to  je  tražena 
granična  vrednost  jednaka  0.  t> 

Napomena.  Rešenja  primera  177-182,  191,  198,  199,  200,  209,  su  zas- 
novana  na  prostom  oslobađanju  neodređenosti  1°°. 

Neka  je  lim  u( х)  — 1,  lim  v(x)  = oo.  Tada  prema  tvrđenju  C)  dobi- 

X — KE0  X — >XQ 


jamo 


lim  uv  = lim 

х — *xq  х — »o:0 


/ l \ (li-l)v 

((1  + (u  l))u—1) 


lim  (u—l)v 

gX— +XQ 


177. 


lim 

Х—У-Ј-ОО 


(0)‘ 


< U ovom  slučaju  je  u 


x2+l . 
х2  —2  5 


D . 

= х 


■ ( u - l)v  ■ 


Зх2 


Sleduje, 


lim 

Х—У+ОО 


lim  - 

: — »-{“oo  a 


178.  lim  (1  + x2)cot3x. 

x->0  4 ' 

< Slično  prethodnom  imamo 

Um(l  + +“‘Sl  - eiS.*lco‘21  = 

x-*0K  J 
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179.  lim  (1  + sin7nE)cot7nE. 

< Očigledno, 

1 • /*.  . • \ f’of'  TT'T*  lun  “ COS  7ГХ  ~i 

lim(l  + sm7rx)  1 = e*-*1  = e г.  >• 

x—±l 


180.  lim  ( ' ) 

x—>0  \UsmxJ 

< Imamo, 


i 

sin  х 


lim 

ж— >o 


/ 1 + tan  х 
V 1 + sin  х 


i 

sin  х 


Јјјд  tan  х — sin  х 1 j|m  2sin^  jjf 

gx— »0  1+sin  х sin  х __  lo  cos  x(l+sin  х)  __  ^ 


181.  lim 

ж->0  v1+sina:/ 

^ Prema  napomeni  o oslobađanju  neodređenosti  oblika  1°°,  pri  izraču- 
navanju  granične  vrednosti  eksponencijalno-stepenog  izraza  uv  imamo 

, _ ч tan  х — sin  х 1 

( U - l)v  = — ; o— ; 

1 + sm  m smd  a: 

Pošto  je  za  х — > 0 


tanm  — sinm  = tanm(l  — cosm)  ~ l + sinm^l,  sin^m^m3, 

o 


— 

to  je  lim  (ia  — l)u  =lim  -A-  = i.  Na  taj 


х— Ј-0 


х— >0 


načm  je 


f 1 + tan х \ si+x  i 

lim  ; — e2  = л/е.  I> 

\ 1 + sm  х J 


182.  lim  (sin- +cos-)r2; . 

ж — s-oo  ' x x ' 

< Kako  je  sin  1+cos  \ = +l+o  (i)  kad  х ->  oo,  lim  (sin  1 + cos  1)  = 


1,  to  je 


..  ( . 1 1 
lim  sm  — |-  cos  — 

х — нх>  V х X 

183.  lim  --p(1+a) . 

х — >0  x 

< Prema  tvrđenju  C),  imamo 


lim  (А+о(1))а; 

gx-+ooV  x K*JJ 


e.  > 


lim  — + = lim  In  ( (1  + х) * ) = lne  = 1. 

ж— >0  х z— >0  \Ч  J 1 
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Znači,  ln(l  + x)  — x + o(x)  kad  х —*  0.  J> 

■4  Izidačeći  ispred  zagrade  u imeniocu  i brojiocu  najstarije  stepene  i 
koristeći  tvrđenje  C),  nalazimo 


ln(a:2  - х + 1)  __  21пж  + ln  (l  - 1 + gr)  _ 1 

ж-ч-оо  ln(x10  + х + l)  х^+оо  101пх  + ln  (l  + р- + +)  5 

185.  Ит  log(x+;t)+log(x-fe)-21oKx  , > 0) 

Prema  svojstvu  logaritma  i tvrđenju  B)  dobijamo 
log(x  + /i)  + log(x  — h)  — 2 log  х 


L = lim 

/г — »0 


lim  717  log 
/i->  0 /г"1 


188.  Um  fegg. 


1 + _ lose 

Г л I n 


Ж h — >0 


lim  ln  [ ( 1 


h2\~^ 


■4  Koristeći  asimptotske  formule  (primeri  168  i 183),  dobijamo 

,.  ln  cos  ах  ,.  ln(l-^-  + o(a:2)) 

L = lim  — = lim  — 7 — r- 

х^О  ln  cos  bx  x->0  1пЛ  _^1  + 0(x2)  J 


_ож  _J_  0^x2) 


9 9 2 

azor  az 


= iim  — 7o“ 9 — — ши  -o "к-  = 77  - p* 

ж— >o  — — [_  o(x^)  x~~ *0 

187.  а)  lim  ^ ( a > 0 );  b)  lim  (1g+-3  (џ  € Ш). 

< а)  Neka  je  ax  — 1 = t.  Tada  t — ► 0 kad  х — » 0,  zato  je 

ax  — 1 ,.  tlna  ,.  lna  . 

lim = lim  -r  = lim т-  = In  a 

ж— +0  X t— >0  ln(l  + t)  t—* 0 |д(]^  f)  t 

Znači,  a:c  = l + xlna  + o(x)  kad  х — >0(еж  = 1 + х + o(x)). 
b)  Očigledno, 

(1  + х)^  — 1 ,.  g^Mi+х)  _ i ^lnO+a;) 

Иш  = lim  — - 7— — г- = 

x—>0  X х— >0  /Ип(1  + х)  . X 

jer,  Mln(l  + х)  -*  0 kad  х ^ 0,  lim  bm  ++ 


1 (prema 


90 


GLAVA  1.  UVOD  U ANALIZU 


tvrđenju  B)^iprimerima  187,  a);  183).  Nataj  načinje  (1+ж)^  = 1 +џх+о(х) 
188.  lim  — 

х — >0  x 

< Koristeći  rezultat  prethodnog  primera,  dobijamo 


lim 

х— >0 


1 — COS^  X 


X * 


цт  11  + (С05Ж-1)Г-1 

COS  X — 1 


1 — cos  х 


X* 


Џ 

2' 


189.  a)  lim 

ж— *0  x~  5 

(a  ф 0). 

< а)  Imamo 


b)  lim 

x~*a 


gx—Xa 

х—а 


( a > 0 );  c)  lim  ^ x-i 

ж— >0  Ж2 


вд2  - (cos  _ eg3-l  + 1 - (cos  х)^ 


Prema  primerima  18Г.а)  i !88  nataimo,  da  je  tražena  granižna  vrednoat 
jednaka  1 + +£. 


b)  p°sle  očiglednih  transformacija  dobijamo 


х ~ a 


х ~ a 


— a 


a~  1 


(i  + ^r-i 


x~a 

a 


vrednnr7edn0St  lT7g  f abiAa  (РГеШа  Primem  187'a^  je  a“ 111  a‘  Granična 
vrednost  drugog  sabirka  (prema  primeru  187.b))  je  aa.  Sleduje, 


ax  — xa 


lim 

x-*a  X — a 


aa  In  a — aa  = aa  ln 


c)  Imamo 


L = lim 

rr—^O 


e^cos2^-!  _ (eax2  - 1)  cos2“  rr  + cos2°  х - 1 

O — — 


X г 


ахг 


l 2a  1 “ COS2a  X 

- a cos  a х ~ - 

х 2 


Pošto  je 


п aeos2“x  = a i lim 


pax  __  1 п 

1 ,2a  . т 1 — COS^aX 


х *0  x2 


a, 


to  je  granična  vrednost  celog  izraza  jednaka  0 t> 

1ПП  U 


19°-  Ј+  («  > 0). 
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-4  Predstavimo  funkciju  <p(x)  = -^3™°  u obliku  zbira  dva  sabirka: 


<p(x) 


+ ■ 


х — a х — a 


<Pl(x)  + <p2(x). 


Očigledno  je, 


<pi(x) 


^alna:  a)lncc  -j^ 

(ж  — a)  ]nx 


1пж. 


Pošto,  kad  х — » a, 


P(;c--a)  1пж  


ealn5c  aa5  —7 — —>  1 i ln rr  — > ln  a, 

(а;  — a)  ш х 

to  je  lim  </?i(x)  = aalna.  Dalje, 

Х—Н1 

, л v aa((l  + 2=a)°-l)  ai.  (l  + ^a)a-l  1 a 

lim  ^2(2:)  = lim = a hm  = a . 

2— >a  s— ^a  — - • a х— >a  — - a 


Konačno  dobijamo  da  je 


lim 

x->a  х — a 


= aa  ln  a + aa  = aa  • ln(ae) . џ> 


(\  cot2 X 
1+sin  х cos  ах  \ 

l+sinxcosPxJ 


х— >0 


< Tražimo  granicu  eksponencijalno-stepenog  izraza  uv ; imamo  za  х —*  0 
cos  ах  — cos  јЗх  cos3  х 


{u  — l)v  — 


Sleduje, 


1 + sin  х cos  f3x  sin2  х 


(g+x2  + о(хђ)  (l  - f + o(x2)) 

(l  + {х  + о(з;))(1  — + o(x2))J  ( X 3 + о(ж2)) 


02-oJ  —2 


a;2  + о(ж2) 


+ o(x2) 


+ sinxcos/5xy/ 

192.  lim 

rc— +1  8in(iraP) 


cot2  X 


/3"  — a"  „2 


l+sinxcosax\’  w lim — 

1 .n 


= e*-*0 


e 2 . ^ 
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L 


lim  = lim  5!П7Г«*°  - :j ± 1}  = ЦШ 

ж-»1  sm(TrxP)  бттг^^ж/3  — 1)  + 1)  x-*i  sin7r(x^  — 1) 

7T(a;ffl-l)  „ (l  + ž)Q-l  at  + o(t)  a 


iim 


— lim 


ХЈ.Ј.ХХ  / n \ XJLJLti  . T—Z JJ, XXI  ~ — 

х^1  ж(хР  - 1)  i-*O(l  + t)0-l  t— >o  (3t  + o(t)  јЗ 

Korišćen  je  rezultat  rešenja  primera  187.b)).  џ- 
193.  lim  vT'fcSv. 

Ж-»1  ln(cOS(7r2*)) 

< Stavljajući  sin2^3')  = t , dobijamo 


v sm2^31) 
lim  — ; — ~ 
x-^i  1п(соз(7г2ж)) 


lim  ■ 
t — >o 


= lim 


ln(l  - t ) f->o  -|  + 0{t ) 


(Korišćena  je  formula  ln(l  — t)  = — t + o(t)).  џ- 


194.  lim  ^tFV 

i-4tt  xP~aP 


< Stavljajući  х — a = t i koristeći  rezultat  primera  187.b)  dobijamo 


х 


х— >a  х@  — a/3 


limQa-^.I1.+J)  I 

*"°  (i  + sf-i 


a^-lim 


a 


+ o(t) 


_ a' 


a—{3 


*-*0  P a + °(*)  & 


195.  Ит  gV'l+^,  (a  > o). 


/i — >0 


< Koristeći  rezultat  primera  187.a)  nalazimo 


lim 

h-*0 


ax+h  + ax-h  . 


2 ax 


h? 


lim  ax  h 
h->  o 


h 


ax  ln2  a.  >• 


196  Нт  (*+°)x+a++&)*+t 
хао.  ^nrn^  (a;+0+6)2x+Q+6  . 


^ Koristeći  drugu  značajnu  graničnu  vrednost  posle  očiglednih  transfor-, 
macija  nalazimo 


{х  + а)д+а  • (ж  + bf+^ 

х— >+oo  (х  + а + b)2x+a+b 


lim 


lim 

х— >-foo 


1 + 


m+b  > 


-a—b 


197.  Ит  n2(tVB 

п — >co 


х + а 
n+y/x)  (x>0). 


< Imamo  (187.a)) 
lim  n2  (t/x—  п+-Ух) 

n— >oo  4 J 


lim  х™*1 

л— >oo 


j;n2+7i 


1 

712+П 


n2  + n 


lnrc.  Џ* 
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198.  lim  (-^)"  (a>0,6>0) 

п — >oo  \ J 

^ Slično  prethodnom  primeru  imamo 


L — lim 

n— >oo 


==  e 


l*™  ( V/a-l  , ФЈ-Л 

^V“T“+irJ  = е|1“(“6)  = >/£&.► 


199.  lim  (°a+1~gg^-)‘  (а  > 0,  b > 0,  c > 0) 


-4  Označimo  f(x) 
Tada je 


L = lim 


Očigledno,  f(x)  ->  1 kad  х 


,x+l  _|_  Jf+l  + ca:+l  \ l lim 


a 


a 


+ б + с 


/(зр-1 


— ex~ 


Pošto  je 

Bm  NKl 

х— >0  X 


lim  ( а 


аж  — 1 , 6®-1  сж-1 

+ b hc 


х 


a + b + c х— »o  ч 

alna  + 61n&  + clnc  _ (.  a,b  сч l \ 

= ln  ( (a  b°cc)  “+&+<=  , 

a+b+c  V ' )' 


х 


to  je  tražena  granična  vrednost  L = (aabbcc)  a+b+c  . џ- 

200.  Km. (*£$£)*  (а  > 0,  6 > 0). 

< Imamo 


0. 


lim 

х— >0 


/ o O ' 

ax  + bx 

qX  _|_  ]јХ 


lim  - j * х/  \ ax  bx 

ex~*°  » §de  Je  /(*)  = - Qx'p^-  -♦  X> 


а*2  + bx2 


lim  а®  = 1,  lim  bx  = 1 (prema  tvrđenju 
х— »o  х— >o 


jer  je  lim  а*2  = 1,  lim  bx 2 = 1 

ж— >0  ж— >0 

A).  Pošto  je 

f(x)  - 1 _ а*2  + 6д2  - aJ  - 

**0  ж(аж  + 6Ж) 

" 1 #*-1  __ 


lim 
a:— >0  Ж 


lim 


Ш 7~  

ах  + bx  \ х 

= — “(1па  + 1п6). 
z 


-а;  + 


to  је  tražena  granična  vrednost  jednaka  e г!111^1116)  = -Л=.  > 
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2o1-  £$  (« > o,  * > o). 

Pošto  prema  primeru  187.a)  imamo 


-bx 


ж21п  J + o(x 2), 


-6 

(a1  - бж)2  = (®  In  | + о(ж))2  = х2  In2  | + о(ж2),  to  je 


lim 


X2  7Ж2 

— bx 


^2ln  f + o(x2)  _ 1;_  a;2lnf  д a\-L 
*-*п  ж2  ln2  f + о(ж2)  Ло  ж2  ln2  a - (ln  b)  ■ 


7— = ИШ  — — ~ — — 

®-°  (a  - &1)2  *->0  ж2  ln2  f + o(z2) 


„х  „a 


202-  (a  > 0). 


lim 


aa  — aa 


lim 


r,ax—xa 


lilll  — • 

ax  — Xa  х^а  ax  — Xa 

Pošto  je  lim  xa  =lim  e“ln-  = = a“  (tvrđenje  C))  i Цт  a*‘ 


(tvrđenje  A)),  to  je 


x—*a 


x—>a 


nax—xa 


lim 

х— >a  ax  — x° 


- 1 


ax“  =aQ°lna.  > 


203.  lim  ln(l  + 2X)  ln  (l  + ^) . 

х— >4-oo  ' ' х' 

< Polazeći  od  asimptotskih  formula  primera  183,  nalazimo, 


L = lim  ln(l  + 2X)  ln  ( 1 + 

х — >-}-oo  \ % 


^hrn^  (ж1п2  + 1п  (l  + 2_x))  • ln  ( 1 + — 

V X 


Jffio  to  2 + 2-*  + 0(2-))  (5  + o (i 


: 31n2  = 1п8.  > 


204.  Dokazati  da  je  lim  ~ (a  > 1,  k > 0) 

ж— >4-00  a 4 7 ' 

< Како  je  ^lim^  = 0 (a  > 1)  (primer  25)  to  je  istovremeno  i lim 

^ ^ ^ 71  >co 
= 0.  Sledi,  za  dato  e > 0 postoji  takav  prirodan  broj  N,  da  je  za 

sve  n > N ispunjena  nejeđnakost  < e.  Neka  je  х > N + 1;  stavimo 

71  ~~  M (celi  ±e°  °d  х).  Tada  ]Q  п > N \ n < х < n + 1\  pošto  je  onda 

0 < fsr  < < £,  to  je  tvrđenje  dokazano.  џ 

205.  Dokazati  da  je  lim  = 0 (a  > 1.  er  > 0). 

х — >-ј~со  x 4 7 ' 
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<3  Stavimo  xe  = t.  Tada  je  lim  lo^ga  = 1 lim  -°^a  - . Prema  jed- 

E t— >4-00  L 

nakosti  (primer  29)  lim  Io°"n  = 0,  imamo  lim  -°gs-^— ■ = 0.  Neka  je 
£l  > 0 proizvoljno  . Tada  postoji  takav  prirodan  broj  N.  da  je  za  n > N: 
0 < log<+ll  < £i-  Za  t > N + 1 stavimo  n = [i] . Tada  je  n > JV  i 
n < t < n + 1,  pa  je  onda 


п . l°gat  ^ l0go(n+l)  ^ _ 
у < — : — < < e1? 


n 


ti.  lim 

t — >-f-00 


lo§a  t 


0, 


а samim  tim  i lim  lofg--  = 0.  > 

ac— >4-oo  x 

Naći  granične  vrednosti: 

206.  lim  ((ж  + 2)  ln(a;  + 2)  — 2(ж  + 1)  ln(x  + 1)  + ж1пх). 

х — >4-00 

<3  Polazeći  od  svjstva  logaritama,  tvrđenja  B)  i druge  značajne  granične 
vrednosti,  dobijamo 


lim  (( х + 2)  1п(ж  + 2)  — 2(x  + 1)  ln(x  + 1)  + x\n.x) 


(х  + 2)x+2xx 
lim  ln)  « tiT 

х— >4-oo  (з?  *4“  1)~(ж~^-1) 


= lim  ln 

5C~-»4-00 


(1+ 


1-)а:+1(ж  + 2)' 


rc+l 


(1  + 1)4®  + !) 


0.  > 


207.  lirn^  ^1п(ж1па)  * ln  (а  > 1). 

^ Primetimo  da  je 


lim 


ln  ах 


- 

z->04-  ln: 


1 

lim  4^-  = 1.  Onda  je 

a;-->o+  1 - las 

Ina: 


L = 


lim  f 1п(ж  ln  a)  • ln  ( lu 

1^0+  \ 4 ' V ln? 


x-*G 

! smo  koristili  jednakost 

Um  Mxtoo)  = 
ж~+0+  ln  ^ 


. 1па21п(ж1па) 

hm г—о; ln 

ln- 


^lnaa;^ 


: lna2. 


: Ит  lll(-Tlna) = l.  ► 

г-^0+  1п(ж1па)  — hr(alna) 
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< Kako  funkcije  f(x)  = i <p(x)  = teže  jedinici  kad  х — » +oo, 

to  na  osnovu  formula 

1п/  = ln(l  + (/  - 1))  = / - 1 + о(/  - 1), 


i ln </з  = ip  — 1 + o(ip  — l),a;  — > +oo 


lmamo 


L 


lim  fln^S-ln-2^' 


х-^+со 


lim 

2C— >+O0 


X 


+ + 


X л 


(1-1) 


х ■ 


lim  / 1 

x->+oo  [Lp  — iy 


2 (i  + д/l  — Јг)  (VIT5  + a/1-^) 


1 

= 8-  * 


209.  lim  f: 

a;—>0  V 

<3  Imamo 


26*+! 


L = lim  ( 26^+!  — 1 ) = ex— 0 ^ / * 

ГЕ->0  V / 

= = ei5l2(*++!i+!£i) 


јег  je  e^1  = 1 + + о(ж)5  kad  rc  0.  > 

210.  lim  -7- ■ (a  > 0,  0 > 0) 

y(l“sina  ж)(1— sin^  х)  4 ’ У 

^ Sta-vimo  sinrr  = 1 — č.  Tada  t 0 kad  ж -+  f . Sledi, 

i - (i  - t)a+p 


lim 


1 — sin“+^  х 


= lim  * 


лЈ(  1 — sin  ах)  (1  — sin (Зх)  *-»0  дД  1 - (1  — t)a)  (1  — (1  — t)/3) 


lim 


(a  + f3)t  + o(t ) 


lim 


= lim 
t->  o 


(сн  + /3)£  + o(t) 
(at  + o(t))  (0i  + o(t))  лЈа(3$  + o(t2) 

oc  + (3 


а + /3  + + 


<£) 


(primer  187.b)).  >• 


Prilikom  rešavanja  primera  211-215  koristiti  formule 

sinha;  = eX~e~x  ■ 1-,  — ef+e^.  _ sinhs 


~2 — ; coshx 
hiperboličke  trigonometrije. 


tanhx  = a takođe  i formule 


1.4.  granične  vrednosti  funkcija 
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211.  a)  Hm  b)  Hm  c)  Hm 

<4  Na  osnovu  primera  187.a),  imamo 

a) 

, sinHa;  ex  - e~x  ,.  . 

Hm = Hm  — = Hm  e 

х — >0  X х— >0  lx  z— >0 


e2x  — 1 
2a; 


1. 


Ođavde  je  sinHx  = x + o(x),  kad  х ->  0.  Na  osnovu  a)  nalazimo: 

b) 


lim 


cosh  х — 1 


x~ 


= lim 


2 sinh2  § 


X~ 


lim  л 

х— *0  2 


1 f sinh  \ 


Na  taj  način  je5  cosha:  = 1 + ^ + o(x2)  kad  х -+  0. 

Koristeći  rezultat  rešenja  a)  i tvrđenja  A)3  dobijamo: 

c) 

, tanhx  ..  sinha;  1 
lim = lim * — : — = 1.  > 


X 


x-*o  х cosh  х 


lim 

х— >0 


212.  lim 

C — 

m 

sinh2a; 


1п(со5ћЗж)  * 

< Prema  reznltatu  rešenja  prethodnog  primera,  imarno 


ln  (cosH  Зх)  ^2o  Hl  (l  + | X2  + o (х2))  *-3o  fa;2  + o(a;2)  *-^0  |a;2  9 


(х  + o(x)Y 


= Hm  (a:  + °(^-2 


hm 


2 

- > 


213.  ^Hrn^ 

< Iz  tvrđenja  A)  sledi,  da  je  lim  cosht  = cosHt0,  zato  posle  očigledniH 
transfoimacija  dobijamo: 


hm 

x-*-\-oo 


= Um 

ж— *+oo 


sinh  \/x2  + х — sinh  лЈх2  —х 


cosha; 

cosH 

cosh  х 


2 1 CoSh 

• lim  — ; 

х— t+oo  cosh  X 


X 1 

• 2sinh— p== , = = = 2sinh— . > 

V хг  + х — v x ~~  x z 


214.  lim  (х  — ln  cosh  х) . 

х— ++oo 

< Prema  tArrđenju  B),  imamo 


lim  (х— lncosh:c)  = Um  ( 1пеж  — ln 

' х — »+co  V 


X— *+co 


Um  ln 


+oo  1 + e 


,—2x 


= 1п2.  > 


, . _sin2* «sin х 

215.  hm  s.  e 


х— >0 


tanh: 
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< Koristeći  rezultate  187.a)  i 211.b),  dobijamo 


lim 

ж— >0 


gSin2a;  ^sma; 

tanha; 


esin2x_ 

= lim — 

х — >0 


tanha: 


— 1.  ^ 


216.  Dokazati  da  je 


lim  arctana;  = arctariTo. 

х — *a;o 


< Neka  je  > 0 i х > 0.  Stavimo  arctana;  — arctana^  — t.  Tada  za 
proizvoljno  e > 0 imamo: 


larctanrc  — arctana:o|  ~ \t\  < |tant|  = 


х — xq 

1 + XXQ 


< \х  — Xq\  < е, 


ako  je  \x  — rro|  < <5(e)  = s.  Na  taj  način  jednakost  je  dokazana  za  з;о  > 0. 
Ako  je  £о  < 0,  to  se  dokaz  svodi  na  razmatrani  slučaj,  jer  je  arctan(— х)  = 
— arctanrr.  Tačnost  navedenog  tvrđenja  za  rco  = 0 proizilazi  iz  očigledne 
nejednakosti 


0 < [arctana;  — arctanxo|  = |arctana;|  < \x\ . > 

217.  Dokazati,  da  je 

lim  arccot  х = arccotrro- 

X^XQ 

< Polazeći  od  identičnosti 

7Г 

arctan  х + arccot  х = — , 
koja  važi  za  sve  realne  vrednosti,  dobijamo 

/ 7Г  \ 7Г 

lim  arccot  х = lim  — — arctan  х ) = — — arctan  xq  = arccot  xq.  > 
X~*XQ  X—>X0  V 2 /2 

218.  Dokazati, 

lim  arcsinx  = arcsin^o  (—1  < xq  < 1). 

X — >XQ 

< Primetimo,  da  ako  je  0 < х < 1,  toje  arcsinx  = arctan-^=p^,  a ako 

je  0 < х < 1.  to  je  arcsinx  = arccot  . Zato  za  х E [0, 1[  imamo 

..  х жо 

lim  arcsm  х = lim  arctan  -----  = arctan — ==  = arcsmzo- 

*-**0  2^10  VI  - X2  VI  - хђ 
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U tački  х = 1 imamo  (primer  217): 


VI  — V 7Г 

lim  arcsmrr  = lim  arccot = arccot  0 = — = arcsm  1. 

х — >1 — х — >1 — X ž 

Slučaj  —1  < a?o  < п svodi  se  na  već  razmatrani,  jer  je  arcsin(-“x)  = 
— arcsinrr.  Pošto  su  za  tačku  жо  = 0 leva  i desna  granična  vrednost  jednake 
nuli,  to  je  dokaz  završen.  > 

219.  Dokazati  da  je  lim  arccosrr  = arccosrro  (—1  < xq  < 1). 

kZr  im  ' J (2?Q 

-4  Tvrđenje  sledi  iz  prethodnog  primera  i identičnosti 

7Г 

arcsm  х + arccos  х = — . ► 

220.  Dokazati  da  je 

a ) lim  arctana;  = ?;  b)  lim  arctanrc  = 

ж— >+oo  z х— *-f-oo  z 

c)  lim  arccotx  = 0;  d)  lim  arccotrr  = тг. 

o;— >4oo  х— >4-00 

Л a)  Neka  je  e > 0 proizvoljno.  Tada  iz  nejednakosti  х > tan  (f  ~ e)  = 
E(e)  proizilazi,  da  je  arctana;  > f — e,  tj.  0 < f — arctanrc  < e,  za  svako 
х > E(e). 
b)  Imamo 

т т тг 

hm  arctana;  = — hm  arctanx  = — — 

х— >— co  х — >4oo  2 


c)  Koristeći  da  je  arccoto;  = f — arctana;,  dobijamo 

т т /7Г  \ 7Г  7Г 

lim  arccot  х = hm  { — — arctan  х = — ■ — ~ = 0. 
ж->4оо  ж— >4oo  V 2 /22 


d)  Slično,  Um  arccotx=  lim 

ж— >— co  a; — >— co 

221.  lim  мстпах  , , q). 

ж— »0  * V 7-  ; 

^ Pošto  je  lim  arcsin  х = 0 i lim 

х- — >0  х— >0 


arcsmaa;  arcsm  ах 

hm  — 7—  = hm * a = a.  џ> 

ж— >0  х x-*G  ах 

222.  lim  Hctano^  г аф  o \ 
ж— >0  x 

< Iz  toga  što  je  lim  arctanx  = 0,  sledi  da  je 

Х—+0 


..  arctanaa;  arctanax 

hm = lim 7 • a = a.  > 

х-^0  х ж— >0  tan(arctanax) 
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223  Hm  arcfcan(^~^)~~arctan  x 


h~+Q 

< Pošto  je  lim  (arctan(a;  + h)  - arctan  х)  = 0,  to  ie 

h— >0  J J J 

L = lim  i-’Ctan^r  + h)  Z arctan  x _ j.  tan  (arctan(a:  + h)~  arctana;) 
h~* 0 h h—*0  ' ~ “ 

х + h — х 1 


h 


А-»' п /г.(1  + a:2  + /гх)  1 + х2 


• > 


224.  lim  х ( 
х-*оо  V 


4 -arctan^j. 

< Imamo  da  f - arctan  jfj  -»  0 kad  х -»  oo,  sledi 


L 


х + 1 


lim  х ( — — arctan  — — 

a:— >co  \ 4 


1 

lim  х 2±i 

x—*oo  1 -4 

x ^ х+1 


lim  х tan  ( — — arctan  — — 

a:— 400  \ 4 


Ж + 1 


X 


lim  = — . џ* 

х >oo  2x  + 1 2 


225.  Naći: 

a)  Ит  ( л/l  + ж + £2  — л/Г 

ж— >— oo  ч 

b)  (ч/Г+  X + X2  — VT  — X + x2j  . 

< Oslobađajući  se  korena  iz  brojioca  imamo:  a) 


Иш^  (уТТхТз?  - +1 - X + X2 


X + xl  = lim 


2x 


lim 

X — > — oo 


2x 


^~x  + 1 + \/^  + i + l 


b) 


lim 

х — >+co 


lim 


х >— °°  л/Г+Т+Х5  + Vl  - ж + X2 
- = -1 


Ж 


2x 


JUIII  ■ — — 

х-^+оо  у 1 + X + X2  + дД  — х + X2 


(л/l  + Х + Х2  — +1  — х + x2j 
226.  a)  lim  arctan  j+;  b)  lim  arctan  T— . 

< a)  Stavimo  = tan  t.  Tada  tan  t +oo  kad  х ->  1 - 0,  a kako  ie 


1.  *> 


-§  <t<  §,  tot  = arctan  rri-*fkadx->l-0. 

b)  Pn  prethodnoj  smeni  tani  -♦  -oo  kad  t -»•  1 + 0.  Odavde  sledi,  da 
je  t = arctan  -|  kad  х -»  1 + 0.  џ 

227.  a)  lim  b)  lim 


х — > — o 1+ех 

< a)  Kad  х — > —0,  to 


х — 5>+-0  1+ех 
1 _ 1 
х 


'oo,  aei  -»  0+,  zato  je  lim  — Ц- 

х — * — D l+e  х 


■■  1. 
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M Ako  sada  х +0,  to  l -*  +oo  i — Ц-  0,  tj.  tražena  granična 

> x 1+ех 

vrednost  je  0.  > 

Naći:  

228.  lim  х ■ J cos  i I . 
ж-ј-О  V x 1 


<3  Pošto  je 


0 < x ' \j  cos  — — Fl 


za  sve  х iz  oblasti  definisanosti,  to  je 


lim  х ■ t cos  — = 0.  > 


229.  lim  х • Ш . 

La:J 

<з  Stavimo  £ = у.  Pošto  je  у — [y]  + r,  0 < r < 1,  to  je 

Г 1 1 у — т 

lim  х ■ - = lmi  = 1.  ► 

х— J>0  X oo  у 


230.  lim  (■пу/г?  + l)  . 

х— +0  \ / 


A Zapisujući  niz  yn  = sin  (Wn2  + l)  u obliku  yn  = sin  (V  (л/п2  + 1 -n  + n^  , 
dobijamo 


L = lim  sin 


in  ^7Г\/ ^П)  = lim  sin  ^7Г  (л/п2  + 1 — n + n 


lim  (—l)n  sin7r  f \J n2  + 1 — n')  = Um  (— l)n  sin  - 

n — >CO  ^ V / 71— »OO 


/п2  + 1 + n 


231.  Um  snr  ( 7 rvn2  + n ) . 

71— >CO  \ / 

<3  Slično  prethodnom  primeru  imamo 


L = lim  sin2  (тгл/п2  + + = lim  sin2  (тг+2  +n  - птг  + n7r ) 

71 — *00  \ / 71— >00  V / 


lim  sin2  + (\Лг2  + п-7г)  ) = lim  sin2 

71 — >00  \ \ / / 71  >00 


/l+i+1 


232.  lim  sin  sin . . . sin  х . 

71— rOO4 V У 

7i  puta 

< Neka  je  sina:  > 0 (za  sina:  < 0)  postupamo  slično.  Ako  je 


an  =smsm...sm  х, 

71  v v / 5 

7i  puta 
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to  je  0 < an  = sina„_i  < an_i  < 1. 

Odavde  sledi  monotonost  i ograničenost,  a znači  i konvergencija  niza  {an}. 
Označimo  l = lim  an  i pređimo  na  graničnu  vrednost  u iednakosti  a„  = 

71 — >00 

sin  an,  dobijamo  jednačinu  l = sinZ,  iz  lcoje  nalazimo  da  je  l = 0.  > 

233.  Ako  je 

lim  ip(x)  = A i lim  ф(х)  = Б, 
da  li  odavde  sledi  da  je 

lim  ф Up  ( х ))  = В1 

X — >CL 

Razmotriti  primer:  ip(x)  = |zax  = 2,pigsu  uzajamno  prosti  brojevi  i 
ip(x)  = 0 za  х iracionalno;  ф(х)  = 1 za  х ф 0 i ф (х)  = 0 za  х = 0,  pri  čemu 
х —>  0. 

< Iz  uslova  primera  sledi  da  za  proizvoljno  e > 0 postoji  takvo  a = 
a(e)  > 0,  da  je 

Џ(и)-В\<е  (1) 

ako  je 

0 < \u  — A\  < a (2) 

tj.  nejednalmst  (1)  je  zadovoljena  za  sve  vrednosti  u iz  a— okoline  tačke 
Д isključujući  samu  tačku  A.  Dalje  saglasno  uslovu  zadatka,  za  proizvoljno 
a > 0 i za  a iz  nejednakosti  (2),  postoji  takvo  5i(a(e))  = б(е)  > 0,  da  za 
sve  х koji  zadovoljavaju  uslov 

0 < \x  — a|  < б(е)  (3) 

funlccija  u = <p(x)  ispunjava  nejednakost 

\<p(x)  - A\<a , (4) 

pri  čemu  se  ne  isključuje  slučaj  kada  je  <р(х)  = A.  No  za  u = ip(x)  = A 
funkcija  ф(и)  = ф(<р(х ))  može  biti  uopšte  ne  definisana  ili  pak  definisana 
ali  da  je  ф(А)  7^1irn  ф(и).  U oba  slučaja  nejednakost  (3)  ne  obezbeđuje 

zadovoljenje  nejednakosti  (1).  Da  bi  iz  uslova  lim  <p(x)  = A,  lim  ф(х)  = B 

x—>a  4i — 

proizilazila  jednakost  lim  ф(<р(х))  = B dovoljno  je  da  bude:  <p(x)  ф A za 
х Ф a.  U navedenom  primeru  taj  uslov  nije  ispunjen.  Џ- 

234.  Neka  su  za  sve  х € ]xq,xq  + 1] , gde  je  xq  fiksirano,  ispunjeni  uslovi: 

1)  Pnk  (z)  > 0 (к  = 1,2,  ...,n);  2)  J2  Pnk(x)  = 1;  3)  lim  Pnk(x)  = 0 

к~1  n-~>oo 

za  svako  fiksirano  к\  4)  lim  un(x)  = l. 

п—>  oo 
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П 

Dokazati  da  je  lim  tn  = l . gde  je  tn  = Jf,  -Pnfc(®W(®)- * 

/с=:1 

^ Neka  je  e > 0 proizvoljno.  Iz  uslova  4)  sledi  postojanje  takvog  broja 
N = N{e,x)  > 0,  da  je  |z/n(a:)  — 1\  < | za  sve  n > Лг.  Iz  istog  uslova  sledii 
postojanje  broja  M > 0 takvog  da  je  < M,  \un{x)  — l\  < 2M  za  sve 

n G N.  Iz  uslova  3)  proizilazi  postojanje  takvog  broja  no  = По(в,ж)  > IV,  da 
je  Pnk  < ~шм  ...,IV)  za  sve  n > no.  Iz  tih  nejednakosti  i uslova  1) 

i 2)  teoreme  sledi  nejednakost: 


Pnk{^)u>k{x)  l 'У  i~hfc(x) 


/с=1 


Jb=l 


< |к&(ж)  - Z| 


fc=l 


< 


-Pnl(z)  |«l(x)  - Z|  + Pn2(x)  \u2(x)  - Z|  + • • • + Pnn(x)  I Un(x)  - l\ 
2 NM  + — (PnN+ i(x)  + • • • + Pnn(x))  < тг  + - = e, 


ANM  2 

za  sve  n > no-  Sledi,  lim  tn  = l.  > 


235.  Dokazati  Košijevu  teoremu:  ako  je  funkcija  / definisana  na  raz- 
maku  ]a,  +oo[  i ograničena  na  svakom  konačnom  intervalu  ]a,  6[ . to  je 

а) 


lim 


/(^) 


ж^+оо  X 


lim  (f(x  + 1)  - f(x)) ; 

ж— >+co 


b) 


lim  (f(x))x  — . . 

а:— >+oo  х— >+oo  j lx) 


lim  (/(ж)  > c > 0), 


pretpostavljajući  da  granične  vrednosti  sa  desnog  dela  jednakosti  postoje. 
c)  Dokazati  da  ako  je 

lim  (f(x  + 1)  - f(x))  = +oo 

x—>+oo 

i f je  ograničena  odozdo  na  svakom  konačnom  intervalu  ]a,  6[,to  je 

Um  м=+00. 

X — >+00  X 

< а)  Za  dokaz  primenimo  primer  234,  stavljajući  pri  tom,  da  je 

1 


nr»  -4”  1 

-Рп1(ж)  = — : — , Pnk(x) 


X + n X + n 

(k  = 2, 3,  ...,n),  0 < xq  < х < xq  + 1,  жо  > a, 

f(x  + 1) 


Ul(x) 


-,  un(x)  = f(x  + n)  - f(x  + n-  1),  (n  e N). 


X + 1 
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Tada  je 


71 

Žn  = T Pnk(x)uk(x) 


k= 1 


/(ж  + ?г) 
х + п 


Svi  uslovi  teoreme  su  ispunjeni,  zato  je 


= n+oo  M X + n)-f(x  + n-l))  = l. 
Pošto  l ne  zavisi  od  х,  to  iz  poslednje  jednakosti  sledi, 
v f(x) 

•ifU  — = . № + 0 - /(х))  = 


b)  Kako  у'  ј[х)  > c > 0,  to  je  defioisana  funkcija  F(x)  = in  f(x) 
kaje  lim  « = L Tad,  ' ' ’’ 

з:— >-f-oo  J \XJ 

eksponent  stepena,  dobijamo: 


Neka  je  Jjrn^  ++  - l.  Tada  prema  a)  i mogućnosti  graničnog  prelaža  na 


lim  (/(®))S 
х-^+оо  W 


T ]n  /(*)  lim 

Iim  e * — ex-*+oo  * 

X — »+oo 

е*4?Ј1пЛ“+1>-1пЛ*)>  = Цц1  /(g  + 1) 

ж->+оо  /(ж) 


c)  Za  proizvoljno  E > 0 postoji  takav  broj  x0  > 0,  da  je  za  ж > xQ: 
f(x  + 1)  — f(x)  > 2 E.  Odavđe  sledi,  f(x  + n)  — f(x)  > 2n£:  i 

/(ж)+2пД  т<п  , . ,,  ч . _ 

x+n^  ^/alTO  Je  f(x)  ^ c > п za  x0  < a:  < жо  + 1 to  postoji  takav  broj  no, 
Je  ж+п  > E z a sve  n > no,tj.  ako  je  i = х +n,  xq  < х < x0  + l,  n > п0 
to  je  > E,  što  je  ekvivalentno  navedenom  tvrđenju.  Џ- 

236.  Dokazati,  da  ako  je:  1)  funkcija  / definisana  u oblasti  х > a-  2) 
ograničena  u svakoj  oblasti  a<x  <b\ 

3)  postoji  konačan  ili  beskonačan  lim  - i to 

х — >-foo  x J 


lim  Ж = ~ 
х >4~oo  xmJrl  тп  + 1 

< Neka  je  l konačan.  Tada  iz  uslova  teoreme  sledi,  da  je 

lim  f(x  + n)-f(x  + n-l)  _ l 
n-+oo  Јх  + n)m+!  - (2;  + n - 1)™+1  ~ m + 1 ' 
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Primenjujući  primer  234,  stavljajući  pri  tom  da  je 


Pnl(x) 


(х  + l)m+1 
( X + n)m+l  ’ 


Pnk(x) 


(х  + fc)m+1  - (х  + k - l)m+1 
(х  + n) 771+1 


(k  = 2, 3, n),  0 < жо  < х < xq  + 1,  zo  > a\ 


Ul(x)  = 


f(x  ± 1) 

(х  + 1)ш+1  ’ 


un(x) 


f(x  + n)  - f(x  + n - 1)  , \ 

(ж  + 7l)m+1  — (х  + 71  — l)m+x  ’ ’ ’ 


dobijamo  tn  = Svi  uslovi  primera  234  su  ispunjeni,  zato  je 


lim  tn  = lim 

n— +co  n— >oo 


Дж  + 7i) 
(ж  + 7l)m+1 


lim  Ufi(x)  = 

п— >oo 


l 

771  + 1 ’ 


a pošto  granična  vrednost  ne  zavisi  od  х,  to  je  poslednja  jednakost 
ekvivalentna  tome  da  je  lim  т£г+г  = Дгт-  Neka  je  sada  Z = +oo.  Tada  iz 

t—^+OO  L 

uslova  sledi,  da  je 

(х  + 7i)m+1  — (х  + 71  — l)m+1  _ 
n->  oo  f(x  + 7l)  — f(x  + 71  — 1)  ’ 


a pošto  niz  {(ж  + 7i)m+1  - (х  + n - l)m+1}^=1  , raste  i teži  ka  +oo,  to  i niz 
{f(x  + 71)  — f(x  + 7i  — 1)}LLl  ima  tu  osobinu.  Stavimo 


Pni(x)  = 


Hff  + 1) 

f(x  + 71 ) ’ 


p лл  f(x+.k)-f(x  + k-l) 

Пк{  ) ~ ' f (х  + 71 ) ■ 


(k  = 2,3,  ...,n),  0 < хо  < х < xq  + 1,  жо  > a, 


, , h:  + lj"‘+1  , ч 

“lW  = /(x  + ip  Un{x) 


(х  + 7l)m+1  — (х  + 71  — l)m+1 
f(x  + 7l)  - f(x  + 71  - 1) 


(п  = 2,3,...) 


i primenom  primera  234,  dobijamo  da  je 


П 

t n = 'У  ^ P ak{pPj^k{P) 

k—1 


(ж  + п)ш+1 
f{x  + n) 


0,  n — » oo, 


odakle  sledi  dokaz  tvrđenja.  > 

237.  Dokazati,  da  je 

lim  (l+*Y  ^ex; 

П—УОО  \ ПЈ 
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b) 


i X 

lim  f 1 + ж-ј 1 — .4- 

П-4ЛП  \ 01  ‘ 1 

4!  П! 


ж' 


◄ a)  Neka  je  х ф 0 (za  х = 0 jednakost  je  očigledna).  Dobij 


amo 


Кш 

n— • »oo 


lim  ( fl  + -)  “ 

п-+  CO  \ V тг/ 


b)  Imamo  ( х > 0) 
= (1+1)” 


1 + X + 


x“ 


2!  1 1 --)+•"  + — f 1 


n! 


2 q 

^ -t  , X~  X6  тп 

+ s + ¥ + ¥ + "'  + ir 


п 


n — 1 


n 


Fn. 


Neka  je  n > Tada  iz  nejednakosti 


xn  > 1+ж+^~  ( i - 1 )+£_  / 1 

2!  V AiT3!  I ib 


rr 


Je 


1\  Л 2 


kad  n — > oo  dobijamo 


*-1 


a->l+x  + |!  + | + ."  + |! 


n. 


Pošto  niz  'i+  raste,  to  je  za  proizvoljno  n zadovoljena  nejeđnakost 

< У„  < e* 

odakle  zbog  Jm  Zn  = e*,za  х > 0 imamo  lim  Yn  = e \ Neka  je  sada  х 
proizvoljan  po  znaku.  Tada  razmatrajuči  razHkm 


i"n-Xn 
xk  , 

+ M (1 


х 

2l 


1 - - 
n 


1- 

1- 


+ +1 


k—1 


п 


1--)  (l-- 

nj  V n 


+ ...  + Х* 


+ 

/ J 

A_2 

n!  nn 


uzimajući  u obzir  nejednakost 


n 


n 


1- 


k-l\  k(k- 1)  , 

n 1 - 2n  V*  K 
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koja  se  lako  dokazuje  metodom  indukcije,  dobijamo  ocenu 

IY  х | < № 2-1  N3  3-2 
\Yn-Xn\<—  — + — . — + 


Ж fc(fe-i)  . , Мга-1 

k\  2n  (та-1)! 


I!Z  (n-l)(n-2)  (1  1 

-1)!  2n  1 1та!  л" 


1 + M + 


_| h * * • + 


(n  - 3)! 


+ M'*  -7  + 


1 1 


i!  nn 


Neka  je  E > 0 proizvoljno.  Tada  za  | х |<  E imamo 


y„„  = l + |*l  + ^ + ...  + ^ + ...  + £L_ 
i za  razliku  važi  ocena 

|у„_Х„|<|е-+^(1++). 


< el*l  < e£, 


Na  taj  način  je  lim  (Yn  — Xn)  = 0 tj.  lim  Yn  = lim  Xn  = ex.  > 

n—>  OO  n— >CO  71— >CO 

238.  Dokazati,  da  je 


lim  nsin  (27ren!)  = 27г. 


< Imamo  (primer  35) 


e = l + l + i + ^-  + 


odakle  je 


вп  = гУп  —n-n\(e-  yn ) 


. Л , 1 1 1 0„+1 

' V 2!  n'.  (n  + 1)!  (та  + l)(n  + 1)! 

i ( 1 \ ^ 1 ^ * ^n+l  i 

= n • n!  7— — Г7  + 7- ; ГГ/  , ггт  = — T + 7 7 ^ 1, 


\(п  + 1)!  (n  + l)(n  + l)!y  n + 1 (n  + 1)2 
kad  n — > oo.  Na  osnovu  toga,  dobijamo 

L = lim  nsin(27ren!)  — lim  nsin  ( 2nn\yn  + 


v . 27Г0П  sin™+- 

lim  nsm = lim  л J1  * 27Г0П  = 27г.  > 


n — >oo  72  n — >oo 
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to  je 


Nacrtati  grafik  funkcije 
239.  у = lim  а/1  + жп  (х  > 0). 

71—+00  J 

< Ako  je  0 < х < 1,  to  je  1 < д/Т  + xn  < д/2  i pošto  je  lim  л/2  = 1, 


lim  УТТ  xn  = 1 


Ako  je  1 < х < +oo,  to  je  v'l  + xn  = х • + 1 i л/^+  1 

n — > oo;  zato  je  V 


1 kad 


lim  \/l  + xn  = х. 


Na  taj  način  je 


У 


1,  0 < х < 1 
ж,  1 < х < +oo. 


Crtanje  grafika  ostavlja  se  čitaocu.  l> 


240.  у у 1 + xn  + (х  > 0). 

< Imamo 


1 < \ 1 + xn  + 


х 

T 


х * 


2\n 


< л/З,  ako  0 < х < 1; 


х < \l  l + xn  + 


2\n 


— X , 


1\П 


X 


+ 


X\n 


+ 1 < X л/з , ako  1 < X < 2; 


< \1  + Xn  + 


x2\n  X2 


*Г(2)*+1<^„22. 


Pošto  je  lim  -\/3  — 1,  to  konačno  imamo 


1.  0 < ж < 1; 

ж,  1 < х < 2; 

2 j 2 < a;  <C  +oo. 


Crtanje  grafika  ostavljamo  čitaocu.  > 

V xtan 2n  ~г+л/ж  , 

241'  » =Л”  ~5gr  Afi  (х  > 0). 

< Kako  je  0 < tan2  f < 1 ako  0 < х < 1 i 4k- 1 < * < 4&  + 1 (k  € N) 
toje 


lim  tan2n  + = 0 i у = Јх. 

п — >со  4 г V 
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Ako  je  tan2"  > 1 (4 k — 3<х<4к  — 2,4Јс  — 2<х<4к  — 1,кЕ  N),  to  je 


V = 


х + 
lim  

п — КХ)  1 -|- 


tan2n 

1 

tan2n2f 


= X. 


Na  kraju,  ako  je  tan2n  = 1 ( х = 2k  — 1,  k € N)  to  je 

y = i(s  + V5) 


Sada  je  lako  nacrtati  grafik  funkcije  i to  se  ostavlja  citaocu.  > 

242.  у = lim  sgn  |sin2(n!7ra:)|  . 

< Ako  je  х = gde  su  p i q uzajanmo  prosti  celi  brojevi,  to  je  n\x  = n!^ 
ceo  broj  za  n > g i onda  je  za  sve  n>  q : 


sin2(n!7nc)  = 0, 


tj.  у = 0,  ako  je  х racionalan  broj.  Ako  je  х iracionalan  broj,  to,  pošto  je 
n\x  ^celog  broja,  zaključujemo  da  je 

sin2(n!7ra:)  > 0, 

i zato  je  у = sgn  |sin2(n!7nr)|  = 1 za  iracionalne  х.  > 

243.  Nacrtati  krivu: 

lim  л/Мп  + |у|п  = 1 

n— >oo  V 

< Pošto  je  0 < < 2,  za  |ж|  < 1,  |y|  < 1 i |ж|  + |y|  ф 0,  to  је 

vSfffc = 1 (primer  28)  1 Sledi) 

lim  јур  = lim  max (|ж| , |y|)  г/ = max  (|®| |y|) , 

n— 5-00  V n— 5-00  у шах  , \y\  ) 

tj.  max  (|ж| , |y|)  = 1 i grafik  funkcije  je  kontura  kvadrata  sa  temenima 
u tačkama  (±1,  ±1),  jer  tačke  A (±1,  |y|) , \y\  < 1 ,B  (|ж| , ±1) , |ж|  < 1 pri- 
padaju  grafiku.  > 

244.  Kosa  asimptota  krive  у = f(x)  kad  х — » +oo  naziva  se  prava 
у = кх  + b,  za  koju  je 

lim  (f(x)  — (кх  + b))  = 0. 

Ж-4-fOO 


(1) 
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Koristeći  ovu  definiciju  izvesti  potreban  i dovoljan  uslov  postojanja  asimp- 
tote. 

< Neophodnost.  Neka  je  prava  у = кх  + b kosa  asimptota  funkcije 
у = f(x),  kad  х — > +oo.  Tada  iz  definicije  sledi  da  je 


lim 

х— »-f-oo 


/(®) 


..  kx  + b 
iim  

х^+оо  X 


K 


lim  (f(x)  — кх)  = b. 

a:->+oo  V V ' ' 


(2) 

(3) 


Dovoljnost.  Pokažimo  dasu  jednakosti  (2)  i (3)  dovoljni  uslovi.  Stvarno, 
nalaženjem  k iz  (2)  i zamenjivanjem  u (3)  dobijamo  b.  No  tada  iz  (3)  sledi 
(1),  tj.  jednakosti  (2)-(3)  su  dovoljni  uslovi.  Slično  se  razmatra  slučaj  kad 
х — > —oo.  > 


Naći  sledeće  granične  vrednosti: 

(m-4-l  Ti  _i_0  o 

V 

< Označimo 


gicLiiitiit;  vieuuusii; 
f rrm+1  . жп+2  I I x2n  \ 

Цо  ил+Ц!  + (п+2)!  + ‘ + (2 n)\J  ‘ 

nimn 


?/n  — 1 + д;  + — + 


• + 


хт 


Tada  je  (primer  237.b))  lim  yn  = еж3  zato  je 

n— >oo 


L 


жп+2 

rc2n  \ 

(п  + 1)!  + (п  + 2)!  + "'  + (2+J 
lim  (y2n  - Уп)  = lim  y2n  - lim  yn  = ex  - ex  = 0.  6» 

n— ► oo  n— >oo  n— >oo 


246.  lim  ((1  + rr)(l  + rr2)(l  + rr4)  *••(!  + x2n))  , ako  I х |<  1. 

n— >-oo  4 ' 

< Množeći  i deleći  izraz  sa  1 — x>  dobijamo 

(1  — rc2)(l  + x2)(l  + х4)  • • • (1  + x2n)  l — x2n+1  1 

lirn  ^ = lim  — = . 

n >oo  1 — X n—>co  1 — х 1 — х 


247.  lim  (cos  f cos  f • • • cos  &)  , х Ф 0. 

n—>  oo  4 z ^ A ' 

< Množeći  i deleći  sa  2n  sin  ^ brojilac  i imenilac  izraza  čiju  graničnu 


vrednost  tražimo,  dobijamo 
L = lim  (c 

n — >oo  \ 


X X 

COS  - COS  ~ 

2 4 


COS 


X 


= lim 


smrr 


lim 


2n 
sinx 


n— >oo  2n  sin  n >oo  х 


sm 


= lim 

n— >oo 

X 

2^ „ 

X 


cos  | cos  | 


' • • COS  2+T  • 2"  1 


si  Л 


smrr 
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248.  Nekaje 


lim^4  = l, 


ж->0  Џ!{х) 

gde  je  ф(х)  > 0 i amn  4 0(m£  N)  kad  n — » схз,  tj.  |amn|  < e za  m € N i 
n>  N (e) . Dokazati,  da  je 


L = lim  (<p(ain)  + ip(a2n)  4 1-  <p(ann)) 

П — »CO 

= lim  (ф(а1п)  + ф(а2п)  н f ф(а( nn)) 


pretpostavljajući  da  granična  vrednost  u desnom  delu  jednakosti  postoji. 

< Pošto  je  lim  = 1 i amn  =4  0,  to  za  svako  e > 0 postoji  iV  = N{e) 

tako  da  je  za  n > N 


1 — e < 


< 1 + e}  (m  = 1,2 


odakle,  zbog  uslova  т/;(о;)  > 0,  imamo 

y(^in)  + y(a'27i)  + - ‘ + <p (o-nn) 
7/?(ain)  + 'ф(а9п)  + • • • + Ф(&пп) 


l — e< 


< 1 + e 


Polazeći  od  ove  nejednakosti  i iz  uslova  postojanja  granične  vrednosti  desnog 
dela  date  jednakosti  zaključujemo  da  granična  vrednost  brojioca  postoji  i 
jednaka  je  graničnoj  vrednosti  imenioca.  > 

Koristeći  tvrđenje  prethodnog  primera,  naći: 


m 


249.  lim 

П— 3-00 


◄ Kako  je  lim  k 


'i  + 4 - 1 • 


= 1 (primer  148),  i \ 0 kad  n — » oo,  to  je 


lim  У" 

n — >oo  ^ ^ 


(■' 


1 + 


k 1 n(n  + l)  1 

— /,+-?  = ? llm  2 = «•  ► 

n— > oo  z ' 07+  0 n— >oo  71  O 

к=1 


lim  V 

n— >oo  ^ ^ 


250.  lim  V sin% 
n^°°  k= l n 

•3  Ovde  je  Ит  - 1 1 fca 


Ла 

П^оо  гг 


1 i £§  =4  0 kad  7i  — * oo.  zato  imamo 


JSS.E 


sm- 


fcn  ...  <Дх  ka  an(n  + 1)  а 

ћт  > -5-  = ћт  — — 5 = -.  > 

i— >oo  +- ' 7?/  n— >оо  271z  2 


П-—>— >oo  z ' 71л  n — >oo  z ' 71- 

fc=l  /с=1 
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251.  lim  f)  (a&  - l)  (a  > 1). 

n-*°°  k= l 4 1 


k 

-тјГ 

-3  Imamo  lim  - = 1 (primer  188),  \ 0 kad  n — > oo.  Na  taj 

n — >co  -Tflna  ЧЈГ  n nz  J 


n— >oo 


nacm  je, 


n 

lim  — 1 

n — >oo  z — J \ 


к= 1 


^лИпа  n(n  + 1)  1 

lim  ) — — = lna*  lim  \ 0 = ~ lna.  > 

>OQ  J 


n~*oo  ^ j 77,- 


2 П2 


252.  lim  П (1  + A) 

n— vrv,  4 TL  / 


< Imamo 


k=  1 


к=1 


Pošto  je  lim 


ln 


lim  П 1 + 

i — >oo  \ 

Gsl 


lim 

n — »оо. , 

= e 


E++£). 


П — >00  “ГЈГ 


1 i з =1  0,  kad  n — » co,  to  je 


lim  TT  ( Ц — ~ 

n— >oo  11  \ 77,- 


Ar=l 


= e 


Um  E т* 

n — n- 


lim  M2+M  i 
gn-^oo  2n^  =02. 


253.  lim  П cos~%=. 

n— 4 00  n V™ 


< Lako  se  proverava  da  je  lim 

n— >оо 


In 


(cosvk) 




Zato  je 


~ 2n3 


1 i =4  0 kad  n —+  co. 


Jim  jj 

'TL — >00  J- 


&а 


cos  - 


k= 1 


lim  f;  lnfcos-^)  - lim  E 

n— V Пу/пЈ  __  n-^oo^  2n3 


П\/П 


— e n~ 


lirn 


n(n-}-l)(2n4-l)a 
.K-nJ 


->  00  2-6-п' 


e e . 


U primerima  252  i 253  prešli  smo  na  graničnu  vrednost  eksponenta  stepena 
na  osnovu  trvđenja  A).  > 

254.  Niz  xn  zadat  je  jednakostima 


xi  = л/а,  Ж2  = 


Naći  lim  xn. 

n— 400 


л/  а + л/а, 


n korena 
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<4  Primetimo  da  je 

xn  — ~ yj d "Т"  xn — i (ri  — 2, 3j 

Primenom  metoda  matematičke  indukcije,  dobijamo  da  je  niz  rastući  i ograničen 
odozgo,  na  primer  brojem  A > ^ + \Ј\  т a-  Sledi,  prema  poznatoj  teoremi, 
imamo  lim  xn  = l > 0,  pri  čemu  je  Z = л/а  + 1.  odakle  nalazimo  da  je 

n—»  схз 

^ л/4аНЈ-14-1  ^ 

255.  Niz  yn  definisan  je  pomoću  niza  xn  relacijama: 


У0  = Ж0,  Уп  = Хп-  ОЖтг-1  (n  € N), 


gde  je  |а|  < 1.  Naći  lim  xn,  ako  je  lim  yn  = b. 

° 71— XX)  П-— >CXD 


2:1  = Ш + ауо; 

22  = У2  + ayi  +a2yo] 


xn  = Уп  + ау7г_1  + а2уп_2  + - + а,г_12/1  + ап2/о; 

Oduzimanjem  od  poslednje  jednakosti  očiglednu  jednakost 

b , , - n,t  ton+1 

= i + ab  + azb  + •••  + « Lb  + a b + , 

1 — a 1 — a 


dobijamo 


Хп 


b banJrl 

(: Уп  — b)  + a(yn_i  — b)  H — • + &п(уо  ~~~  b) 


^ \t7**  ~/  ' — Ч£Г«— X ~ / ' ‘ — \*7U  "/  ф 

odakle  s obzirom  na  nejednakost  |1  — ај  > 1 — |а|  imamo 

b 


Хп 


1 — а 


< |yn  - 6|  + м |yn-l  - 6|  + • • • + \ап\  |уо  - 6|  + ^|а|П+1 


а 


Pošto  је  lim  уп  = 6,  onda  za  Ve  > 0 3n0  : Vn  > n0 


|Уп  - 6|  < | (1  - |а|) 


Dalje,  iz  uslova  |а|  < 1 sledi  da  postoji  N , tako  da  je  za  n > N ispunjena 

'Hf  " 

n06M>  ш 11Уг|/г=1  л lul  3|6| 


nejednakost  |аГ+1  n°  < gde  je  M = sup{|yi|}Si  i l«|n+1  < 
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Sledi, 


xn  — ~ 1 < -(1  — |a|)  (l  + |a|  + ■ • ■ + |ск| 

a I o 

£ £ £ 

< з+з+з“г 

za  sve  n>  N,  tj.  lim  xn  = tz~.  ► 

п — >oo  x 

256.  Niz  {хп}  je  definisan  na  sledeći  način  : 

1 


п— ПО 


) + ■ 2Mno  + 1 


xq  1,  2.71 


1 + xn 


(n  G N). 


Naći  lim  xn. 

n— »00 

■4  Razmotrimo  razliku  između  xn  i korena  jednačine  х = ј4ј.  Imamo 


Xq  — X _ Хр  — X 

(1  + х){1  + Хо)’  2 (1  + х)2{1  + £o)(l  + ^l)  ’ 

(-l)n~1(a:o  - х) 

(1  + x)n(l  + a:o)(l  + ®l)— (1  + xn- 1) 


Kako  je  0 < xn  < 1 (laka  provera),  to  je  \x  — xn\  < 

Koreni  jednačine  х = su  brojevi  х = i pošto  je  JLirn^  xn  > 0, 

to  se  negativni  koren  odbacuje.  U poslednjoj  nejednakosti  stavimo  х = 
, dobijamo 


л/5-1 


1 _ л/Š-l 

< — -= — %r-  < e za  n>  N — N(e) , 

vo-f-l 

2 


tj.  lim  xn  = < 1 . > 

п — КХ)  z 

257.  Niz  funkcija  yn  — Уп(х)  (0  < х < 1)  definisan  je  na  sledeći  način: 


X X 

Ui  = 7}->  Уп  — *2 


7/2 

Уп — 1 
2 


(n  = 2,3,..). 


Naći  lim  yn(x). 

71— >00 

< Neposrednim  proveravanjem  je  — ^ Ako  pretpostavimo,  da 

je  -\<yn<  \,  to  je  -1  < yn+ 1 = f - \ < h У-  < Уп  < \ za  sve 
n > 2.  Razmotrimo  razliku  među  i korena  jednačine  У = %~\\ 
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У~У  i 


У~У  2 


у-Уп 


■\  (у2  - vl)  = -\{y- vi) (у  + yi)  = \рУ2 (у + m) ; 


(“l)n 

7пг~у2  (у  + Уг)  (у  + Itt)  - (у  + Уп- 1)  • 


Samo  se  jedan  od  korena  jednačine  a to  je  у - 
granicama  kao  i članovi  niza  {yn}-,  pri  čemu  je 


• х — 1 nalazi  u istim 


\У  + Уп\  < \VT+x-l\  + \yn\  < - д-ј-^  + { + 2 - 
Zato  iz  (1)  sleduje  da  je  \y  - yn\  < ^ -»  0 kad  n ->  oo.  tj.  Jfim  yn  = 

уг  + sc  — 1.  > 

258.  Niz  funkcija  yn  = yn(x),  (0  < х < 1)  definisan  je  na  sledeći  način: 

X X Ул — 1 / r\  n \ 

У1  = 2’  Уп  — 2 ^ 2 _ 2’ ' 


Naći  lim  yn. 

n— >oo 

< Imamo 


2 2 

^ % . Уп  Уп~1 

У2  > Уг  = 2 г Уп+1  " Уп  = 2 ‘ 


Sledi,  ако  је  уп  > уп-г  to  је  yn+i  > уп,  tj.  niz  raste.  Dalje,  lako  se 
pokazuje  da  je  niz  {yn}  ograničen  odozgo  brojem  1.  Zato  niz  {yn}  ima  kon- 
ačnu  graničnu  vrednost  l.  Prelaskom  na  graničnu  vrednost  u jednakosti 

. Уп—1 

У n 7j  ' 9 7 


nalazimo 


х l 2 
ž=  2+  2‘ 


Odavde  je  l = 1 ± л/1  — х.  Kako  granična  vrednost  nije  veća  od  1,  to  je 
1=1  — \/l  — х.  > 

259.  Neka  je  х > 0 i 


Уп  — Уп— 1(2  xyn — i)  (n  £ N) 
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Dokazati,  da  ako  je  у;  > 0,  i € N),  to  niz  yn  konvergira  i lim  yn  = 

п— >oo 

< Saglasno  uslovu, 

У1  = Уо(Џ  - ^уо),  2 — хуо  > 0, 1 — хуо  > -1. 

Pošto  је  уо  > 0,  х > 0,  to  је  1 - ху0  < 1,  sledi,  | 1 - ху0  |<  1.  Imamo 

1 1 „ 2 

yi  2ij0  + xy0] 

X X 

1 - хуг  = 1 — 2ху0  + х2уд  = (1  — ху0)2\ 


1 — ХУ2 


(1  - хух)2  = (1  - хуо)2,2-, 


l-xyn  = (1  — жуо)2". 


Odavde 


lim  (1  - хуп)  = lim  (1  — жуо)2"  = 0 

n — >оо  n — >оо 


pošto  је  |1  — ху0\  < 1 i х > 0;  ра  је  Jim^  уп 


260.  Za  nalaženje  у = *Јх,  gde  је  х > 0,  primenjuje  se  sledeći  proces: 
уо  > 0 proizvoljno, 


\ ( х 

Уп  = п ( Уп- 1 + 

Уп — 1 


(n  е N). 


Dokazatidaje  lim  yn  = V%- 

n— *oo 

Polazeći  od  formule 


ž/n  V+  _ / Уп—1  ^ n > јл 

Уп  + л/х  \Уп- 1 + \fx) 


dobijamo 


Уп-у/х  ( УО  - 


to  je  lim 


i pošto  je 

yn-Vx 


Уп  + л/х  \yo  + s/x 

Уо  - \fx 


2n 


У0+-у/х 


< 1 


2n 


lim  f — — =0. 


IIUI  J=-  — inii  \ r— 

n^°°  Уп  + vx  n_>00  \yo  + Vx 
Tada  za  svako  e > 0 postoji  N takvo  da  je  za  sven>  N 

1 


Уп  vx 
Уп  + у/х 


1 + 


2 лЈх 
Уп-^/х 


< 


2Јх  + е 


Н |м 


1.4.  GRANIČNE  VKEDNOSTI FUNKCIJA 


117 


2л/£ 

ili  + 1 < 


1 + 


2-\/x 


< 1 + 


2^/х 


I Уп  - 


Уп  - y/x\ 

ti.  I yn  — л/EI  < £ za  sve  n>  N.  odnosno  lim  yn  = л/ж.  ► 

J 1 n~+oo 

261.  Ako  je  u>h,  [/]  oscilacija  funkcije  / na  segmentu  |z  — /|  < h (h  > 0). 
to  se  broj 

шо[/]  = Ј™ш/г  [/] 

naziva  oscilacijom  funkcije  / u tački  /.  Odrediti  oscilaciju  funkcije  / u tački 
х = 0,  ako  je: 

a)  f(x)  = sin  А b)  f(x)  = Ду  ■ cos2  i;  c)  /(ж)  = х (2  + sin  £)  ; 
d)  /(ж)  = l arctani;  e)  f(x)  = f)  f(x)  = -+r; 

l+ei 

g)  /(ж)  = (1  + |®D*  ■ 

■4  Saglasno  definiciji  oscilacije  funkcije  u tački,  imamo: 

a) 


[/] 


sup 


f-.i] 

L—  inf-J 

f.  i) 

l 

1 |a:|</i  1 

l хЈ 

!-(-!)  = 2; 


[/]  = Ит  toh  [/]  = lim  2 = 2; 

h— >0  /i— >0 


b) 


шћ  [/]  = sup 

\x\<h 


1 2 1 
cos 


x~ 


inf 


X \x\<h  X 


X 


cos"  — > > sup 


fc<M<^ 


1*1» 


■ cos^ 


X * 


X 


gde  je  k ceo  broj,  takav  daje  |&|7Г  > Zato  јео/д  [/]  = +oo;  cuq  [/]  = +co. 

c) 


0 < Ш}г  [/]  = sup  < х ( 2 + sin 

\x\<h  l \ x 

< ЗЛ-(-ЗЛ)  = 6Л,  ojh[f]  = 0,  <uo[/]  = 0. 


1 


inf  < х ( 2 + sin  — 
x\<h  [ \ x 


d) 


( 1 

11 

■ — inf  \ 

fl 

k 

11 

< - 

arctan—  > 

arctan—  > 

\тг 

хј 

|ж|</1 

[тг 

хј 

1 

2 


i; 


118 


GLAVA  1.  UVOD  U ANALIZU 


e) 


uh  [/]  = sup 

|x|</l 

= lim 
h — >0 


«o  [/]  = lim  coh  [/]  = 2; 

h— >0 


| sma: 
х 

sina:  | 
х 


sinx 


inf 

\x\<h  [ х 

I sinx 


х 


= 2 ; 


f) 


uhif] 


sup 

\x\<h  1 1 + e,h 

lim  ( 


xxxx±  I 2 x 

V 1 + e~h  1 -(- 


inf  {— i-r} 

*1<л  1 1 + ел  J 

= 1 - 0 = 1 = cuo  [/] ; 


g) 


Wfc[/]  = 8јф  {(1  + |®|)i  } - т[л  {(1  + 1*1)-  } = ((1  + A) * " (1 + ћУ 


\x\<h 

lim  I (1  + h)% - 

h~*°  \ (l  + h)h 


(i 


e — 


2 sinh  1 = a>o  [/]  • ► 


262.  Odrediti 


l =lim  f(x)  i L =lim  f(x)\ 


х— >0 


rc-— >0 


ako  je: 

a)  f(x)  = sin2  i | arctan  b)  f(x)  = (2  - х2)  cos  A; 

c)  /(ж)  = (1  + COS2  i)sec  1 . 

*4  a)  Pošto  je 


inf  ) sin2  — > = 0 za  х = х- 

х 


1 


ti  (п  € N); 

П 7Г 


2 1 . . f 2 1 


a lim  — arctan 

п — *co  7Г  Xn 


inf  < — arctan  — > = —1,  to  je 
[тг  х 


ж-->0 

Slično, 


/ 2 1 

2 

1\ 

1 = lim  | 

/ . 0 2 

( sin2  — 

+ - 

arctan  — 

Sin  П7Г  Ч — 

V X 

7Г 

X 

71— КХ) 

l 7Г 

sup  |sin2  “ ^ = 1, 
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za  х — xn  — 5 € Nj  i 


lim  — arctan  — = sup  < — arctan 


Zato  je 


т. — / . 2 1 2 1\ 

lim  sm  — i — arctan  — 
ж-»0  \ X 7Г  X J 

V ( - 27Г(1  + 2п)  , 2 тг(1  + 2п) 

lim  sm  — — + — arctan  — — 

П^оо  V 2 7Г  2 


1 + 1 = 2. 


b)  Imamo 


inf  < cos  - 


-1  za  х = xn  = -7- — — — г (n  E N)  i lim  cos  — 

(2  П — 1)7Г  n->co  ^ 


kao  i lim  (2  — ж2)  = 2.  te  ie 


l =lim  (2  — х2)  cos  - = lim  ( 2 


X n—>  00 


(2n  — 1)27г2 


cos(2n  — 1)7г  = —2. 


Slično  nalazimo  da  je 


L =lim  (2  — х2)  cos  — = 2. 
rr—^O  х 


c)  Pokažimo  najpre  da  je 

Ct 

- < ln(l  + a)  < a. 

1 + a 

Zaista,  za  racionalno  a = r ta  nejednalcost  važi  (primer  38).  Ako  je  a 
iracionalan,  tada  postoji  niz  racionalnih  brojeva  rn  koji  konvergira  ka  a. 
Prelaskom  na  graničnu  vrednost  u već  dokazanoj  nejednakosti  (uzimajući  u 
obzir  monotonost  funkcije  t ln(l  + 1))  **"  • 


1 + rn 


< ln(l  + rn)  < rn% 


dobijamo  traženu  nejednakost.  Dalje,  neka  je  0 < t < тК  — 1.  Tada  je 


1 ln(l-ft) 


2 = е1пг  < ei+4  < (1  + i)t  = e * < 
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Odavđe  sledi  da  je 


sup  (1  + 1)  t = e i inf  (1  + t)i  = 2. 

0<t<l  0<t<l 


Kako  je  zatim 


lim  I 1 + cosz  1^-4 — 
n-> oo  V \2  n 


= limfl  + sin214^ 

7г— 4oo  V Ti  , 


e; 


lim  (1  + cos2(rt7r))  cos2™-  = lim  (1  + 1)  = 2,  to  je 

\ ' n— >oo 


L =lim  I 1 + cos2 
ж-+о  V х 


x = e;  l =Ит  1 + cos 


х— >0 


2 1 \ cos 

X 


a х 


2.  > 


1.5  Grafičko  predstavljanje  funkcija 

1°  Grafik  funkcije.  Neka  je  funkcija  у = / (х)  defmisana  na  skupu  X. 
Skup  parova  ( х , f (х)),  gde  i£l,  naziva  se  grafikom  funkcije  у = f {х)  ■ 
Grafik  funkcije  у — f {х)  crta  se  u koordinatnoj  ravni  tako  što  se  u 
njoj  tačke  (а+/(хг))  (i  = 1,2, ... ,n ) spoje  linijom  vodeći  računa  o položaju 
grafika  između  susednih  tačalca. 

2°  Asimptote  grafika  funkcije.  Kaže  se  da  je  prava  х = a vertikalna 
asimptota  grafika  funkcije  у = / (ж),  ako  je  bar  jedna  od  graničnih  vrednosti 
lim  / (х)  ili  lim  / (ж)  jednaka  +oo  ili  — oo.  Prava  у = кх  + b je  kosa 

х — ><2— ~0  з;— +a+0  . 

asimptota  grafika  funkcije  у = / (х)  kad  х — > +oo,  ako  je  / (х)  = кх  + b + 
a (ж),  gde  je  lim  a ( х ) = 0. 

х — >-f-oo 

SUčno  se  definiše  i kosa  asimptota  kad  х — ► — oo. 

Da  bi  grafik  funkcije  у = f (х)  kad  х ->  +co  imao  kosu  asimptotu 
у = кх  + b.  potrebno  je  i dovoljno  da  postoje  sledece  dve  granične  vrednosti 
lim  = k i lim  (/  (z)  — кх)  = b. 

х^+оо  x ж-4+оо 

Ako  je  fimkeija  / (х)  predstavljena  u oblilcu  f (х)  = g (х)  + a (х),  gde 
ie  lim  a(x)  = 0 ( lim  a(x)  = 0),  onda  se  kaže  da  su  funkcije  / i g 

х — >-foo  х — > — oo 

asimptotski  jednake  kad  х -+  +oo  (ж  — oo) . 

3°  Konveksnost  fnnkcije.  Neka  je  funkcija  / definisana  na  intervalu 
]a7b[.  Kaže  se  da  je  grafik  funkcije  у = / (х)  na  intervalu  ]а?б[  konveksan 
(konkavan),  ако  je  za  sve  жх,  хч  E]a,  b[  i za  proizvoljno  a € [0, 1]  : 

/ (ажх  + (1  - a)  X2)  < af  (xi)  + (l  — a)f  (Х2) 
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(/  {ахг  + (1  - a)  x2 ) > af  (хг)  + (1  - a)  f ( x2 )) 

4°  Za  dobijanje  što  tačnijeg  grafika  funkcije  treba  ispitati  sledeće:  1) 
oblast  definisanosti,  nule  funkcije,  parnost  i neparnost,  ose  simetrije;  2) 
intervale  stalnog  znaka  i monotonost  funkcije;  3)  asimptote  grafika  funkcije; 
4)  ponašanje  funkcije  na  krajevima  intervala  definisanosti. 

5°  Rešeni  zadaci. 

Nacrtati  grafike  celih  racionalnih  funkcija: 

263.  y = ( 1-  х2)  (2  + х). 

■4  Oblast  definisanosti  je  X =]  — oo,  +oo[;  nule  funkcije  su:  х = ±1; 
х = —2;  у > 0,  ako  je  — oo  < х < —2;  — 1 < х < 1,  у < 0,  ako  je 
— 2 < х < —1;  1 < х < +oo.  Koristeći  tablicu  vrednosti  funkcije 


X 

-3 

-2 

-1,5 

-1 

-6,5 

0 

1 

1,5 

У 

8 

0 

-6,625 

0 

1,125 

2 

0 

-4, 375 

crtamo  njen  grafik  (sl.2).  > 


264.  у = х2  — х4. 

◄ Oblast  deftnisanosti  je  X =]  — oo,  +oo[;  nule  funkcije:  х = ±1;  х = 0; 
funkcija  je  parna.  Grafik  funkcije  je  na  (sl.3).  > 

265.  у = x(a  — х?  (a  + ж)3  (a  > 0) . 

< Najpre  crtamo  grafike  funkcija: 

У-х,  y = (a-x)2,  y=(a  + xf 


Zatim  pomnožimo  odgovarajuće  ordinate.  Koristeći  vrednost  funkcije  u 
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tačkama  у (-§)  = у (§)  = crtamo  grafik  funkcije  (sl.4).  > 


Nacrtati  grafike  razlomljenih  racionalnih  funkcija: 

266.  У = ј^. 

< Oblast  definisanosti:  — oo  < х < — 1,  — 1 < х < 1, 1 < х < +oo. 
Funkcija  je  parna.  Ako  je  |a;|  < 1,  onda  je  у > 0;  ako  je  — oo  < х < —1, 1 < 
х < +oo,  onda  je  у < 0. 

Pošto  je  lim  +>  = 0,  to  je  у = 0 asimptota  grafika  funkcije.  Na 

х— >co  1 x 

osnovu  toga  i tablice  vrednosti  funkcije 


X 

0 

2 

o 

1 

гЧ 

т 

н 

х — » +6 

2 

3 

X — > +СО 

У 

1 

4 

3 

у — » +оо 

у-*-  оо 

1 

3__ 

U 

о 

1 

т 

crtamo  njen  grafik.  (sl.5).  > 

9R7  _ (Д+1)(Д~2 ) 

љку  ( . у — (х— 1)(ж+2)* 

< X :=  — оо  < х < -2,-2  < х < 1,1  < х < +оо.  Nule  funkcije: 
х = — 1,  х = 2.  Za  ispitivanje  znaka  funkcije  rešimo  nejednačine 

_ Qr  + 1)  (ж  - 2) 

^ {х  — 1)  (х  + 2)  < 

Ako  je  * — oo  < х < -2.  to  je  у > 0.  Slično  za  -2  < х < -1  imamo  у < 0; 
ako  je  -1  < х < 1 to  je  у > 0;  za  1 < х < 2 sledi  da  je  у < 0;  na  kraju  za 
2 < х < +oo,  у > 0.  Dalje  je  lim  у = 1,  lim  у = 1,  lim  у = ±oo, 

lim  v = ±oo.  Sledi,  у = 1 je  horizontalna  asimptota,  a prave  ж = — 2 i 

х— »1±0 

ж = 1 su  vertikalne  asimptote. 

Na  osnovu  tablice  vrednosti  funkcije 


-5 

—4 

-3 

5" 

2 

3 

2 

-i 

0 

“Г“ 

""3 

— 2 — 

2 

3 

4 

У 

14 "" 
9. 

У 

5. 

2 

2? 

7 

1_ 

5 

0 

i 

s 

6 

7 

0 

2 

__5_ 

5 
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crtamo  njen  grafik  (sl.6).  > 


Nacrtati  grafike  iracionalnih  funkcija: 

268.  у = 

■4  Funkcija  je  đefinisana,  ako  je  > 0,  tj.  ako  je  — 1 < х < 1.  Grafik 
funkcije  je  simetričan  u odnosu  na  osu  Ох.  kao  i у —>  ±oo,  kad  х — » — 1 + 0. 
znači  prava  х = — 1 je  vertikalna  asimptota  grafika  funkcije..  Uzimajući  u 
obzir  rečeno  kao  i vrednosti  funkcije  u nekoliko  tačaka 


X 



4 

1 — 

2 

1 

4 

0 

1 

4 

1 

2 

3 

4 

1 

У 

+л/7 

±л/3 

=ц/§ 

±i 

±/f 

±:Л 

±— 

tNl 

0 

crtamo  grafik  funkcije  (sl.7).  > 

269.  у = iaVlOO  - х2. 

■4  Očigledno,  funkcija  je  definisana  za  |љј  < 10  i simetrična  u odnosu 
na  koordinatne  ose.  Iz  jednakosti 

y = ±yj 2500  - (х2  - 50)2 

nalazimo  da  je  najmanja  vrednost  fonkcije  jednaka  —50  za  х = =кл/505  a 
najveća  vrednost  +50  za  iste  vrednosti  argumenta.  Koristeći  tablicu 


X 

0 

2 

4 

6 

"ТбГ 

8 

10 

У 

0 

2л/96  ~ 19, 6 

4л/84  и 36,6 

48 

50 

48 

0 
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crtamo  grafik  funkcije  (sl.8). 


270.  у = ±x (cisoida) 

< Iz  nejednakosti  > 0 nalazimo  oblast  definisanosti  X : 0 < х < 10. 
Grafik  funkcije  je  simetričan  u odnosu  na  osu  Ох. 

Dalje,  у (0)  = 0,  у = ±oo;  кх-х^ј^  > 0 za  0 < х < jjgfa,  gde 

je  k > 0 proizvoljno.  Sledi,  u okolini  koordinatnog  početka  grafik  pripada 
proizvoljnom  uglu  sa  lcracima  у = кх  i у = 0,  tj.  dodiruje  apscisnu  osu  u 
koordinatnom  početku.  Na  osnovu  toga  i tablice 


X 

0 

2 

4 

e 

8 

У 

0 

±1 

±3. 26 

±6^1  «±7,34 

±16 

crtamo  grafilc  funkcije  (sl.9).  > 

271.  Nacrtati  grafik  složene  eksponencijalne  funkcije  у = еш  ako  je: 
a)  y\  = х 2;  b)  y\  = -х2;  c)  y\  = d)  уг  = ±г;  е)  у\  = 
f)  У1  = ^ 

< а)  Funlccija  у = ех2  је  definisana  za  sve  vrednosti  х;  parna  je: 
У (-х)  = у (х) , raste  za  х > 0,  opada  za  х < 0.  Sledi,  najmanja  vrednost 
funkcije  je  1 za  х = 0.  Na  osnovu  toga  i tablice  vrednosti  funkcije 


X 

0 

l 

2 

У 

l 

e 

e4 

crtamo  njen  grafilc  (sl.10). 

b)  Funlccija  у = e~x'2  je  definisana  za  — oo  < х < +oo;  parna  je  i opada 


125 


1.5.  GRAFIČKO  PREDSTAVLJANJE  FUNKCIJA 


ako  se  х udaljava  od  koordinatnog  početka.  Zatim  je  у > 0 za  sve  х i 
lim  у = 0,  tj.  prava  у = 0 je  asimptota  kad  х — » ±oo  (sl.ll). 

х— nhoo 


x\  < onda  je  exi  < e2^ , pa  fnnkcija  opada.  Iz  relacija 

i _ i i 


lim  e* 

cc— >=hoo 


1,  lim  e*  = +oo.  lim  e= 

х — >-f-0  х— >— 0 


sledi,  da  je  у = 1 asimptota  funkcije  kad  х — > ±oo,  a х = 0 asimptota  kad 
х — * +0  (sl.12). 

i 

d)  Funkcija  у = je  definisana  za  — oo  <ж<0,  0<ж<  +oo;  parna 
ie.  Pošto  je  lim  e^1  — oo  i lim  eF1  = l sledi,  prava  у = 0 je  asimptota 

J х — >iO  х— >oo 

kad  х — » ±oo  a prava  х = 0 je  asimptota  za  х — > ±0.  Neposredno  sledi  da 
funkcija  opada  za  |x|  — > oo  kao  i da  je  у > 1 za  sve  х.  Nalazeći  vrednost 
funkcije  u nekoliko  tačaka  crtamo  grafik  funkcije  (sl.13). 


У 

l 

1 

0 

0 

X 

sl.  13  sl.  14 


e)  Za  funkciju  у = e ^ je  X : — oo  < х < 0,  0 < х < +oo.  Funkcija  je 

_ i _ i . 

parna  i lim  e ? =1,  lim  e ? = 0.  Izračunavanjem  vrednosti  funkcije  u 

х— >oo  х— >0 

nekoliko  tačaka,  crtamo  grafik  funkcije  (sl.14). 

2x 

f)  Funkcija  у = e1-*2  je  definisana  za  sve  х ф ±1.  Dalje  je, 


lim  еЛ-*1 

х— >±oo 

2x 

lim  еЛ-Р- 

х — >1 — 0 


2x  2x 

1 ит  e1-12  = +oo,  lim  e1-®4  = 0, 
х — > — 1 — 0 х — > — 1+0 

2x 

+oo,  lim  e1-®2  = 0, 

s-il+0 
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tj.  у = 1 je  asimptota  kad  х — + oo;  х = — 1 kad  х —>  — 1 — 0 i х = 1 
kad  х — > 1 — 0.  S obzirom  da  ftmkcija  у = raste,  takva  je  i funkcija 

2x 

У _ e i-i^  . Na  osnovu  rečenog  crtamo  grafik  date  funkcije  (sl.15).  ► 


sl.  15 


272.  Nacrtati  grafik  složene  logaritamske  funkcije  у = lnyx,  ako  je: 
a)  yi  = l + x2;  b)  yi  = (х  - 1)  (ж  - 2)2  (ж  - З)3  ; с)  уг  = 
d)  yi  = е)  yi  = 1 + ех. 

< а)  Funkcija  у = ln  (l  + х2)  је  definisana  za  sve  vrednosti  х.  parna  je  i 
rastuća  za|a:|  — »•  oo.  Iz  nejednakosti  кх  — ln  (l  + х2)  = кх  — х2  ln  (l  + х2)  > 
kx—x2e  > 0,  ispunjene  za  0 < х < | i proizvoljno  k,  sledi,  da  grafik  dodiruje 
osu  Ох  u koordinatnom  početku.  Dalje, 

lim  (ln  (l  + х2)  — 21n  \x\)  = lim  ln  — = 0, 

x^*oo  4 4 ' ' x-»oo  xL 

tj.  funkcije  х t-»  ln  (l  + х2)  i х 21n  |ж|  su  asimptotski  jednake  kad  |ж|  — > 
oo.  Polazeći  od  toga  crtamo  grafik  funkcije  (sl.16). 


> ! / ! I I 

sl.  16  sl.  17 


b)  Oblast  definisanosti  funkcije 

у = ln  ((ж  - 1)  (х  - 2) 2 ( х - З)3) 
nalazimo,  rešavanjem  nejednačine 

{х  — 1)  (ж  — 2)2  (х  — З)3  > 0. 


I 
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Ako  je  — oo  < г < 1 i 3 < a;  < +oo,  izraz  ( х — 1)  (х  — 2)2  ( х - З)3  je 
pozitivan,  a za  1 < х < 3 negativan.  Iz  jednakosti 


lim  у = — oo, 

х->1-0 


lim  у = — oo 
ж~~»3+0 


sledi,  prave  х = 1 i х — 3 su  asimptote  kad  x—*l— Oia;— »3+0  respektivno 

(sl.17). 

c)  Iz  nejednakosti  £јј§  > 0 proističe,  da  je  funkcija  у = ln  definisana 
za  |ж|  < 1.  Pošto  jeyi  = j=%  = -l+-jfj  opadajućanaintervalu  -1  < х < 1, 
to  je  takva  i data  funkcija.  Imamo, 


lim  lni-2 

х — >1—0  1 -j-  X 


— CO, 


lim  ln 

х — > — 1+0 


1 — X 

1 + х 


= +oo, 


odakle  sledi,  х = 1 je  vertikalna  asimptota  kad  х — > 1 — 0,  аж  = — lje 
asimptota  kad  х -»  -1  + 0.  Polazeći  od  toga  i činjenice  da  je  у (0)  = 0, 
crtamo  grafik  funkcije  (sl.18). 


d)  Ako  je  уг  = +,  to  je  у = -21п  |ж| , odakle  se  vidi  da  je  funkcija  у 
parna  kao  i da  je  lim  (— 21n  |ж|)  = +oo.  Sledi,  х = 0 je  vertikalna  asimptota 

х— >0 

kad  х — > ±0.  Smatrajući  da  je  grafik  funkcije  y\  = \пх  poznat,  lako  crtamo 
grafik  date  funkcije  (sl.19). 

e)  Ako  х raste  od  — oo  do  +oo,  to  funkcija  y\  = 1 + ex  raste  od  1 do 
+oo.  Sledi,  funkcij a ■ у = ln  (1  + ex)  je  defimsana  i rastuća  na  celoj  brojnoj 
pravoj.  Iz  relacija 

1 + ex 

lim  ln  (1  + ex)  = 0,  lim  (ln(l  + ex)  - х)  = lim  ln — — = 0 

x-?-oo  V ' x->+oo v 4 E-++OO  ex 

sledi,  da  je  у = 0 asimptota  kad  х — > — oo,  a у — х kad  х — + +oo.  Sada  je 
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lako  nacrtati  grafik  funkcije  (sl.20).  ► 


Nacrtati  grafike  trigonometrijskih  funkcija: 

273.  у = sin2s. 

< Vidimo  da  je  у = sin2  х = | | cos  2x  i da  je  period  funkcije  jednak 

vr,  na  osnovu  čega  lako  crtamo  grafik,  (sl.21).  ► 

274.  у = sin3a;. 

◄ Za  svaku  fiksiranu  vrednost  х uzmimo  treći  stepen  ordinate  grafika 
funkcije  у = sina;;  dobijamo  ordinatu  grafika  funkcije  у = sin3a:(sl.22).  ► 


275.  у = sin  х sin  Зх 

< Koristeći  jednakost  sin  За:  = 3 sin  х — 4 sin3  х,  dobij  amo 


у = 3 sin2  х — 4sin4  х = 4 


Lako  je  videti  da  je 


pri  čemu  je  donja  granica  dostignuta,  ako  je  sin2  х = 1,  tj.  za  a;  = | + ктт, 

k 6 Z a gornja,  ako  je  sin2a;  = |,  tj.  za  х = =b  arcsin  + ктт,  k E Z. 
Najpre  crtamo  grafike  funkcija  у = sina;  i у = sin3a;,  a zatim  uzimajući  u 
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obzir  dobijeno,  crtamo  grafik  proizvoda  (sl.23).  > 


ain(x) 

sinp'x) 

sin(x)*ein(3*x) 


276.  у = sina;I 2. 

■4  Funkcija  je  pama.  Iz  jednakosti  sinrc2  = 0 nalazimo  nule  fnnkcije 
х = ±Vk vr  ( k € No).  Iz  toga  što  je 

lim  (лДкрГујт  - Vkn)  = lim  . ■== 7=  = 0, 

fc-* co  \ / fc-* 00  + 1)  7г  + Vkir 

sledi,  da  rastojanje  između  uzastopnih  nula  teži  nuli  sa  rašćenjem  k.  Na 
osnovu  toga  i činjenice  da  je  |y|  < 1,  crtamo  grafik  funkcije  (sl.24).  ► 


в!п(х**2) 


277.  у = XCOS 

■4  Funkcija  je  definisana  za  0 < \x\  < +00.  Ako  stavimo  у (0)  =lim 

ж— >0 

х cos  | = 0,  to  dobijamo  funkciju  definisanu  za  sve  х.  Pošto  je  — (х  cos  |)  = 
-zcos^,  to  je  funkcija  у neparna.  Nule  funkcije  su: 

I = 0'I  = TT2]t(i;6Z)' 

Imamo  a = lim  xcos  * = 1,  b = lim  (arcosf  — х)  = 0,  sledi,  у = х je 
asimptota  grafika  funkcije  kad  х — » oo.  Ako  najpre  nacrtamo  grafike  funkcija 
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у = х i у = cos  onda  prema  dobijenim  informacijama  lako  crtamo  grafik 
date  funkcije  (sl.25).  ► 


278.  у = х (2  + sin  |)  . 

■4  Primetimo  da  je  za  х > 0 

/ . 1 
х < х [ 2 + sm  — 

V ж 

gde  znak  jednakosti  važi:  sleva  za  х = G ^b).  Ako  je  х < 0,  to  je 

Зх  < х ( 2 + sin  — 

V ж 

a znak  jednakosti  je  postignut  redom  u tačkama  х = — * x = ~ (4^+1)/ 

(fc  € N0).  Dalje  je, 

lim  - — — S^n-^-  = 2,  lim  (х  (^  + sin  — ^ — 2x\  = 1, 

ж— >oo  х Х-4СО  \ X J J 

tj.  у = 2x  + 1 je  asimptota  grafika  funkcije  kad  х — ■>  oo.  Na  osnovu  te 
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informacije,  crtamo  grafik  funkcije  (sl.26)  > 


279.  у = ±vT=^sin 

< Funkcija  je  definisana  za  — 1 < х < 0,  0 < х < +1.  Grafik  je 
simetričan  u odnosu  na  obe  ose,  zato  je  dovoljno  nacrtati  grafik  funkcije 

у = +y/l  — х2  sin  — , 0 < х < 1. 
х 

Očigledno  je 


— л/Т  — х2  < y/l  — х2  sin  — < \/l  — х2.  0 < х < i, 

х 

pri  čemu  je  znak  jednakosti  postignut  sleva  i zdesna  respektivno  u tačkama 
х = i ж = (fc  e No).  Pored  toga  sledi  da  je  grafik  funkcije  sadržan 
u jecfiničnom  krugu  sa  centrom  u koordinatnom  početku.  Polazeći  od  toga 
crtamo  grafik  funkcije  (sl.27).  > 

Nacrtati  graflke  inverznih  trigonometrijskih  funkcija: 

280.  у = arcsin 

< Funkcija  je  defimsana  za  |^|  < 1,  tj.  ako  je  |x|  > 1.  Iz  jednakosti 
y{—x)  = — у (х)  sledi,  da  je  funkcija  neparna,  a iz  definicije  arkussinusa 
sledi  njena  ograničenost  — ^ <y  < f , gde  je  у (—1)  = — f,  у (1)  = f • Dalje, 
у — > 0 kad  х — > oo,  sledi,  у = 0 je  asimptota  grafika  funkcije  kad  х — > oo. 
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Na  kraju  primetimo  da  funkcija  opada  u oblasti  defimsanosti  (sl.28).  .►  . 


281.  у = arccos^. 

◄ Funkcija  je  definisana  za  \x\  > 1 i raste  na  svakom  od  intervala 
definisanosti.  Ako  |x|  neograničeno  raste,  to  arccos  ~ teži  ka  f , znači  у = ■ f 
je  asimptota  kad  х —*  oo  (sl.29).  ► 

282.  у = arccot  A.  •' 

< Funkcija  je  definisana  za  sve  х ф 0 i raste  na  svakom  od  inter- 
vala  definisanosti.  Ako  |x|  —*  +oo,  to  arccot  i — > 0.  Ako  х — > —0,  onda 
arccot  j —*  7Г  — 0 i arccot  ~ ~>  +0  kad  х — > +0  (sl.30) . ► 


283.  у = arcsin  (sin  х) . 

■4  Pošto  je  arcsin  (sin  (х  + 27г))  = arcsin  (sinx)  to  je  funkcija  periodična 
sa  periodom  27г.  Iz  definicije  arcussinusa  sledi.da  je  — .f  < у < j.  Dalje, 
siny  = sinx,  tj.  у = х za  —j  < х < | i у = 7г  — х ако  је  f < х < 

(sl.31).  ► 

284.  у = arcsin  (cos  х) . 

◄ Funkcija  ima  period  27Г  i \y\  < ^..Imamo,  siny  = cosx,  siny  — 
sin  (|  — х)  = 0,  odakle  sledi  у = — х + f + 2ктг  i у = х + f + 2ктг,  k € Z. 
Uzimajući  u obzir  da  je  |y|  < f ,.imamo  у =.— ж + f za0<x<7riy  = x+f 
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2a  — 7г  < х < 0 (sl.32).  ► 


si.  32  si.  33 

285.  у = arccos  (cos  х) . 

-4  Funkcija  je  periodična  sa  periodom  27г  i 0 < у < 7r. 

Imamo  cos  у = cos  х,  odakle  sledi  у = х + 2/стг  ili  у = —х  + 2/с7Г,  к еЂ. 
Pošto  jeO<y<7T,  toje/c  = 0iy  = s,  za0<a:<7riy  = -ж,  ако  је 
— тг  < ж < 0.  Koristeći  periodičnost  funkcije,  crtamo  grafik  (sl.33).  ► 

286.  у = arctan  (tanac) . 

-4  S obzirom  da  je  funkcija  periodična  sa  periodom  7г  i |y|  < f , to  iz 
definicije  arcustangensa  sledi,  tany  = tanz,  tj.  у = х za  |ж|  < f . Sada 
koristeći  periodičnost  crtamo  grafik  funkcije  (sl.34).  ► 


sL  34  sL  35 


287.  у = arcsin(2sin®) . 

■4  Frmkcija  je  definisana  za  1 2 sin rc | < 1,  tj.  ako  je  ктт  — ^ <x<  ^ + ктт, 
k еЂ.  Lako  se  proverava  neparnost  i periodičnost  funkcije  sa  periodom  27г. 
Na  osnovu  toga  crtamo  grafik  funkcije  (sl.35).  ► 

288.  Nacrtati  grafik  funkcije  у = arcsinyi,  ako  je: 

> 1 x u\  1_a: 

a)m  = 1-^)»  = ^ 

. 2x  ' 

c)m  = ;d)yi-e- 

< a)  у = arcsin  (l  — |)  . Funkcija  je  definisana  za  — 1 < 1 — f < 1,  tj. 
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ako  je  0 < х < 4.  Ako  se  х menja  od  0 do  4 to  у opada  od  f do  — f , pri 
čemu  je  у = 0 za  х = 2 (sl.36). 


b)  у = arcsin  . Funkcija  je  neparna  i definisana  za  sve  vrednosti 
promenljive  х.  Stavimo  х = tan|,  |t|  < 7Г,  tada  je  у = arcsin(sint) , |t|  < 7Г. 
Odatle  je  (primer  238) 

J t = 2arctant,  |ж|  < 1; 

" — ( 7Г  — t = 7Г  — 2arctant,  |ж|  > 1. 

Pošto  je  lim  у (х)  = 0,  to  je  у = 0 asimptota  kad  х — > oo  (sl.37). 

c)  у = arcsin  . Rešavanjem  nejednakosti  —1  < < 1,  nalazimo  da 

je  funkcija  definisana,  ako  je  0 < х < +oo.  Ako  se  х menja  od  0 do  +oo  to 
funkcija  opada  od  f do  -f , tj:  у - - f je  asimptota  grafika  funkcije  kad 
х — > +oo  (sl.38). 


d)  у = arcsin  ex.  Funkcija  je  definisana  za  -oo  < х < 0 i u tom  razmaku 
raste  od  0 do  f . Sledi,  у = 0 je  asimptota  grafika  funkcije  kad  х — ► — oo 
(sl.39).  > 

289.  Nacrtati  grafik  funkcije  у = axctanyi,  ako  je: 
a)  У1  = ж2;  b)  yx  = Д-;  c)  yx  = 1пж;  d)  yx  = 

< a)  у = arctana;2.  Funkcija  je  definisana  za  |x|  < oo,  parna  je  i raste 
od  0 do  f ako  se  х menja  od  0 do  +oo.  Prava  у = f je  asimptota  grafika 
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kad  х — * oo  (sl.40). 


b)  у = arctan  Д*.  Punkcuja  je  parna  i definisana  za  sve  vrednosti  promenljive 
х izuzev  х = 0.  Ako  х raste  od  0 do  +oo,  onda  у opada  od  j do  0,  tj.  у = 0 

je  asimptota  kad  х — » oo  (sl.41). 

c)  у = arctan(lna;) . Punkcija  je  definisana,  ako  je  — oo  < 1пж  < +oo, 
tj.  za  0 < х < +oo.  Dalje,  у raste  na  ]0,  +oo[.  Imamo, 


lim  arctan(lna;)  = — — , lim  arctan  (ln  х)  = — . 
х-Ч-0  2 i-Ч-оо  2 


Odavde  sledi  da  je  у = § asimptota  kad  х — > +oo  (sl.42). 


d)  у = arctan  Frmkcija  je  definisana  za  А;7Г  < a;  < (A;  + 1)  7г,  A;  € Z, 
neparna  je  i periodična  sa  periodom  27Г.  Na  razmaku  0 < х < f funkcija 
opada  od  f do  j , a na  razmaku  j < х < тг  raste  od  | do  |.  Uzimajući  u 
obzir  neparnost  i periodičnost  funkcije,  crtamo  njen  grafik  (sl.43).  ► 

290.  Odrediti  vertikalne  ose  simetrije  funkcija: 

a)  у = ах2  + bx  + c\b)y  = л/а  + х + л/b  — х (0  < а < 6); 

с)  у = 4f  + d)  y = a + bcosx. 

< Grafik  funkcije  у = / (ж)  simetričan  je  u odnosu  na  vertikalnu  osu 
х = a;0j  ako  je  f (х o — ж)  = f(xo  + x ) za  sve  х iz  oblasti  definisanosti 
funkcije  /. 

a)  Iz  uslova  simetrije  dobijamo  — 2axxo  — bx  = 2ажжо  + odatle  je 
x°  = tj.  ж = — ^ je  osa  simetrije. 
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b)  Zapišimo  tislov  simetrije  u obliku 

1 1 _ 1 1 
(; xQ-x )2  (1  — Хо  + х)2  (хо+х)2  (1  — Xq  — х)2 

odakle,  pretpostavljajući  da  je  imenilac  različit  od  nule,  dobijamo 

xq  ^(1  — 2ж0)2  + 2(1  — 2x0)  (х^-х1)  + (4-a:2)2)  = (1  - x0)  (жјј  - x2f  . 

Izjednačavanjem  koeficijenata  uz  iste  stepene  razlike  х$—  х1  dobijamo  sistem: 

(xq  — х2)2  : жо  = 1 — xq] 

xl-x2:  2xq  (1  - 2x0)  = 0; 

(xq  — Ж2)0  : a:o  (1  — 2жо)2  = 0, 

iz  koga  sledi  x0  = \ ; znači  osa  simetrije  je  prava  х = 

c)  Slično  prethodnom  primeru  imamo 

V^a  + жо  — х + л/б  — жо  + ж = л/а  + x0  + х + \Jb  — x0  — х. 

Oslobađanjem  od  iracionalnosti,  dobijamo  2x  (a  — b)  = —4x0x,  tj.  x0  = 
odnosno,  х — je  osa  simetrije. 

d)  Imamo  a + b cos  (x0  — х)  = a + bcos  (x0  + х),  tj.  2sina:o  sinx'=  0, 
odakle  sledi  da  su  prave  х = ктг,  k € Ћ ose  simetrije.  > 

291.  Odrediti  centar  simetrije  grafika  sledećih  funkćija: 
a)  y = ax  + b-,b)y  = ffg;  c)  у = axz  + bx2  + сх  + d\ 

d)y  = y = 53 1+5=2  + 5=3;  e)  у = 1 + yfx  - 2. 

< ' Tačka  М(хо,уо)је  centar  simetrije  grafika  funkcije  у = f (х),  ako  je 
za  sve  х iz  domena  fiinkcije 


ур  = | (/  (^o  - ж)  + f (xQ  + х))  . , 

a)  Uslov  simetrije  glasi:  2yo  = a (ж0  — ж)  + b + a (xq  + х)  + b.  Ođavde  se 
dobija  уо  = axo  + gde  je  xq  proizvoljno.  Dakle,  M (жо,  ах o + b)  je  centar 
simetrije. 

b)  Iz  uslova  simetrije 


dobijamo 


ах  o + b — ах 
схо  + d — сх 


ах  o + b + ах 
сх  о + d + сх 


2у0  (jcx0  + df  - с2х2(ј  = 2 (ах0  + b)  (сх0  + d)  - 2 асх2. 
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Izjednačavanjem  koeficijenata  uz  iste  stepene  х imamo: 
х 2 : — 2yoc2  = — 2ac; 

х3  : 2y0  (сх o + d)2  = 2 ( ax0  + b)  (сх 0 + d) . 

Odavde  se  dobija  yQ  = \ , x0  = -*j,  tj.  M (-{j,  f ) . 
c)  Imamo 

2yo  = a(xQ—  х )3  + 6 (xq  — х)2  + c (ж0  — х)  + d + a(x0+  х )3 
+5  (жо  + x)~  + C (rco  + х)  + d) 
уо  = arcg  + Зах0х 2 + bx$  + bx 2 + crco  + d. 

Izjednačavanjem  koeficijenata  uz  iste  stepene  х dobijamo 

b O O 7 

xq  = — — , 2/o  = axo  + bxQ  + cxQ  + d. 
oa 

Analogno  se  nalazi  centar  simetrije  i u preostala  dva  primera. 


292.  Dokazati,  da  ako  je  grafik  funkcije  у = f (х)  (— oo  < х < +co) 
simetričan  u odnosu  na  dve  vertikalne  ose  rc~aia;  = 6(6>a),  onda  je 
funkcija  / periodična. 

^ Zapišimo  uslov  simetrije: 

f (a  — t)  = f (a  + t)  (— oo  < t < +oo) 

(1) 

/ (b  — х)  = f (b  + х)  (— oo  < х < +oo) 
U jednakosti  (2)  stavimo  b — х = a — t.  Tada  je 

(2) 

f (a-t)  = f (t  + 2b- a). 

(3) 

Izjednakosti  (1)  i (3)  dobijamo 

f (t  + 2b  - a)  = f (a  + t) 

(4) 

Neka  je  a + 1 = х.  Tada  iz  (4)  konačno  dobijamo 

f (х  + 2b  — 2a)  = f (х)  (— oo  < ж < +oo) , 

odalde  i sledi  periodičnost  funlccije  /,  gde  je  2b  — 2a  period.  ► 

293.  Dokazati,  da  ako  je  grafik  funkcije  у = f (х)  (— oo  < х < +co) 
simetričan  u odnosu  na  dve  tačke  А(ађу0)  i 5(6, y\)  (b  > a)  ,to  je  funkcija 
/ jednaka  zbiru  linearne  i periodične  funkcije.  Specijalno,  ako  je  yQ  = yi, 
onda  je  funkcija  / periodična. 
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-4  Zapišimo  uslov  simetrije 

/ (a  — t)  + / (&  + 1)  = 2yo  (— oo  < t < +oo)  (1) 

f(b-x)+f(b  + x)  = 2 уг  (-oo  < х < +oo)  (2) 

Stavljajući  u (2  )b-x  = a-t,  dobijamo 

f (a  — t)  + f (t  + 2b  — a)  = 2y\.  (3) 

Iz  jednakosti  (1)  i (3)  proističe,  da  je 

f (t  + 2b  — a)  = f(a  + t)  + 2f  (yi~yo) 

Alrn  u poslednjoj  jednakosti  stavimo  a + t = x,  to  konačno  dobijamo 

/ (х  + 2b  — 2a)  = / (х)  + 2 (yi  — уо)  (4) 

Očigledno,  ако  je  уг  = уо,  funkcija  / je  periodična  sa  periodom  T = 
2 (b-a). 

U jednakosti  (4)  stavimo 

f(x)  = ip(x)  + ^f(x-a)+y0  (5) 

gde  je  (р  neka  funkeija.  Tada  dobijamo 

ip  (2b  -2a  + x)  + (26  — 2a  + ж — a)  + уо 

= ш(х)  + П — м (х  - a)  + Уо  + 2 (У1  - Уо) , 
о — а 

odakle  sledi,  da  је  (х  + 26  - 2 а)  = (х)  (-оо  < ж < +оо),  tj.  funkcija  / 

је  predstavljena  kao  zbir  linearne  i periodične  funkcije  (5).  > 

294.  Dokazati,  da  ako  je  grafik  funkcije  у = f (s)  (-00  < х<  +oo) 
simetričan  u odnosu  na  tačku  A (a,y0)  i pravu  x = b(b^a),  to  je  funkcija 
/ periodična. 

^ Iz  uslova  zadatka  slede  jednakosti: 

f (a- х)  + f (а  + х)  = 2yo;  f ==  f (b  + t) 

Stavljajući  6 — t = а — х,  dobijamo  jednakost 

/ (а  — ж)  = / (26  — а + ж) , 
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koja  u saglasnosti  sa  prvom  jednakošću  daje  uslov: 

/ (25  - a + х)  + f (a  + х)  = 2 yQ. 

Zamenjujući  а + х sa  ж,  imamo 

/ (26  -2  a + x)  = -f  (: х ) + 2y0- 
Dalje,  ako  umesto  х uzmemo  2b  — 2a  + х dobijamo 

/ (46  -4 a + x)  = -f  (2b  -2a  + x)  + 2y0  = - (-/  (х)  + 2 y0)  + 2 y0  = f (х) , 

što  i dokazuje  periodičnost  funkcije  /.  gde  je  period  jednak  46  — 4a.  > 

295.  Nacrtati  grafik  funkcije  у = f (х)  (— oo  < х < +oo) , ako  je  f (x  + 1)  = 
2/  (х)  i / (х)  = х (1  — х)  za  0 < х < 1. 

< Za  prirodan  broj  n imamo 

/ (х  + n)  = 2/  (х  + n — 1)  = 2 2/  (х  + n — 2)  = ••■  — 2 nf  (х) . 

Odavde  je  / ( х ) = 2 ~nf  (х  + n).  Zamenjivanjem  х sa  х — n,  dobijamo 

/ (х  n)  — 2 ~nf  (х) , 

sledi,  / (х  + п)  = 2 71  f (х)  za  n = 0,  ±1.  ±2, .... 

Pošto  je  / (х)  = х (1  — х)  za  0 < х < 1,  to  se  smenom  t = х + n,  dobija 
/ (t)  = 2n  (t  — n)  (n  + 1 — t) , n < t < Ti+l  Ш / (х)  = 2n  (х  — n)  (n  + 1 — х), 
n<x<n  + l,n  = Q,  ±1,  ±2,  ...Odavde  imamo 


2 1 (х  + 1)  (—х) , — 1 < х < 0; 
ж (1  — х) , 0<ж<1; 

/ (х)  = < 2 (х  — 1)  (2  — х)  , 1 < х < 2; 

22  (х  — 2)  (3  - х) , 2 < х < 3; 

23  (х  - 3)  (4  - х) , 3 < х < 4; 


Sada  iako  crtamo  grafik  (sl.44)  > 


sl.  44 
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296.  Nacrtati  grafik  funlccije  у = f (х)  (—  < х < +oo),  ako  je  f (х  + тг)  = 
f (х)  + sinx  i / (х)  = 0 za  0 < х < ir. 

< Imamo 


f(x  + ir) 
f(x  + 2тг) 
f(x  + Зтг) 
f(x  + 4тг) 


= /(x)+sinrz;; 

= / (х  + 7г)  + sin  (х  + 7г)  = / (х)  + sin  х — sin  х = / (х) 

= / (х  + 27г)  + sin  (х  + 2ir)  = / (х)  + sina;; 

= / (х  + 37г)  + sin  (х  + 37Г ) = / (х)  +smx-smx  = f (х) 


f (х  + птг)  = 


(1) 


Znači 

/ ( х),  п = 2к\ 
f (х)  + sin  х,  п = 2к  — 1. 

Zamenjujući  u jednakosti  / (ж)  = f (х  + тг)  — sinx,  х sa  х — 7Г,  dobijamo 

/ (х  — 7г)  = / (х)  + sin  X. 

Rasuđujući  као  na  početku,  dobijamo  jednakost  (1)  i za  cele  brojeve  n. 

Neka  je  х + птг  = f.  Tada,  ako  je  0 < х < тг,  to  je  П7Г  < t < (n  + 1)  7г, 
тг  6 Z i / (х)  = 0.  Sledi, 


/(*)  = 


0,  n = 2 k\ 

— sin  t,  n = 2k  — 1, 


П7Г  < t < (п  + 1)  7Г,  П € Z. 
Sada  crtamo  grafik  funkcije  (sl.45).  > 


у\ 


-п  i0 

sl.  45 


297.  Nacrtati  grafik  funkcije  у = f (х),  zadate  parametarski,  ako  je 
a)  x = l-t,y=  l-t2\  b)  x = t + \,y  = t + ^\c)  x = 10cost,y  = smt 
(elipsa), 

d)  х = cosht,  у = sinht  (hiperbola),  e)  х = 5cos 2f,  у = 3sin2t;  

f)  х = 2 (t  - sint) , у = 2 (1  - cos  t)  (cikloida),  g)  х = t+y/t,  у = f/t  + l 
(t>0). 

4 a)  Pošto  je  у ( — t)  = у (f),  to  je  f = 0,  tj.  ж = 1 je  osa  simetnje. 
Sastavljajući  tablicu 
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t 

0 

l 

2 

3 

t — » +oo 

X 

l 

0 

-1 

-2 

X — > ~co 

У 

l 

0 

-3 

-8 

У — + — oo 

i uzimajući  u obzir  simetričnost,  crtamo  grafik  funkcije  (sl.46). 


b)  Iz  nejednakosti  |ж|  = |t  + j|  >2  proističe,  da  je  funkcija  definisana, 
ako  je  — oo  < х < — 2 i2  < х < +oo.  Primetimo  da  je  у — х = -g  — \ — * +0 
kad  t — > ±oo,  tj.  kad  х — » ±oo.  Sledi,  у = х je  asimptota  kad  х — * oo. 

Dalje,  у = х2  — 2 — t2+t  i у— x2  + 2 — »•  ±0  kad  t — * ±0,  tj.  kad  х — > ±oo. 
Zato  je  у = х2  — 2 asimptota  grafika  funkcije  kad  х — » oo.  Na  osnovu  toga  i 
tablice 


t 

ZI 

n 

~~~п 

т — 

n 

n 

X 

-(n+i) 

- (n+i)I 

n + i 

та+Г 

У 

V 

n L ± 

n 

~n+ £ 

n2  + i 

n+£ 

crtamo  grafik  funkcije  (sl.47). 

c)  Oblast  definisanosti  je  0 < х < 5,  a oblast  vrednosti  0 < у < 3.  Pošto 
je  cos2t  + sin2t  = | + | = 1.  grafik  funkcije  predstavlja  segment  prave 
f + | = l,  koji  se  nalazi  između  tačaka  Mq  (0, 3)  i M\  (5, 0). 

d)  Fimkcija  je  definisana  za  — oo  < х < +oo,  ograničena  0 < у < 4 i 
periodična  sa  periodom  2тг  po  parametru  t.  Sastavimo  tablicu 


D 

D 

шшшш 

7Г 

2 

37Г 

4 

7Г 

55г 

4 

37Г 

2 

fl№DI 

27Г 

i 

m 

швт 

7Г  — 2 

шзви 

37Г  + 2 

47Г 

D 

□ 

to 

1 

2 

ШШТ 

2 

шшш 

0 
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i nacrtajmo  grafik  funkcije  (sl.,48). 


У 


e)  Sastavimo  tablicu 


t 

1 

t = п — * oo 

X 

ж — * +0 

1 

ж — » 1 + 0 

У 

o 

1 

T 

^5 

2 

У * 1 + 0 

i nacrtajmo  grafik  funkcije  (sl.49). 

Na  sličan  način  crtamo  grafike  funkcija  u slučajevima  f)  i g).  ► 

298.  Nacrtati  grafike  implicitnih  funkcija: 

a)  х1  - ху  + у2  = 1 (elipsa);  b)  х3  + у3  - 3 ху  = 0 (Dekartov  list); 
c)  ф^+у/у  = 1 (parabola);  d)  ж§  +y§  = 4 (astroida);  e)  sina:  = siny; 
f)  cos  (7Г0:2)  = COS7T  у;  g)  xy  = yx  {х  > 0,  у > 0);  h)  x-\x\  — у—  \y\. 

< a)  Crtanje  grafika  ostavljamo  čitaocu. 

b)  Uzimanjem  smene  f = t,  dobijamo 

3 1 3f2 

F+i’  t3  + i‘ 


Na  osnovu  tablice  se  uveravamo 


t 

- — > +0 

n — > OO 

-±->-o 

n 

— n — ► — oo 

_>_l  + 0 

П-И 

X 

3n2 +n 

_3n . +n 

n3+l 

-3n2  0 

n3-l  u 

3П1  -♦  +0 
nd__l 

— 3n(n+l)z 
(n+1)3— n3 

У 

3n  +n 

пЗ+1  ' ^U 

3 n2  . | п 
i?+l  -♦  +U 

-1+  -^+o 

n6— 1 

0 

n^ — 1 

3n2(n+l)  , . 

“UU+i  +°° 

da  je  grafilc  funlccije  simetričan  u odnosu  na  pravu  у = х kao  i to  da  ako 
t = ! — *•  —1,  onda  |m|  — » oo  i |y|  — > oo. 

Zatim,  iz  očigledne  jednakosti 


_ _ is 

Ж У~х2-ху  + у2  i_!  + (!)2 
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proističe,  da  х + у — » 1 kad  t — | » —1.  Sledi,  у + ж + 1 = 0је  asimptota 

(sl.50). 


c)  Očigledno  je  0 < х < 1,  0 < у < 1.  Izračunavanjem  vrednosti  funkcije 
u nekoliko  tačaka  crtamo  grafik  funkcije  (sl.51). 

d)  Grafik  funkcije  je  simetričan  u odnosu  na  obe  ose.  Zapišimo  jednačinu 
u parametarskom  obliku: 

х = 8 cos3 1,  у = 8 sin3 1. 

Ako  je  0 < t < f , to  je  0 < х < 8,  0 < у < 8.  Najpre  crtamo  grafik 
funkcije  za  0 < t < f , a zatim,  koristeći  simetričnost,  crtamo  grafik  za 
§ < t < 2тг  (sl.52). 

e)  Rešavanjem  date  jednačine,  nalazimo  familiju  pravih 

у = х + 27гп;  у = — х + (2n  + 1)  7Г,  n €E  Z. 

Grafik  funkcije  je  grafik  te  familije. 

f)  Slično  prethodnom  primeru  imamo  familiju  parabola 

у = ±x2  + 2 n,  n € Z. 

Grafik  fimkcije  je  grafik  te  famihje. 

g)  Neka  je  у = xl  (t  > 0).  Tada  je 

х = t 1=1 , у = t ‘-i  t > 0,  t ф 1. 


Ako  je  t = 1,  to  je  у = ж rešenje  jednačine.  Sledi,  grafik  ima  dve  grane. 
Na  osnovu  tabhce 


t 

n — > CO 

*-1  + 0 

_л_  — > 1 — 0 

X 

n 71  — 1 — > +CO 

n^~T  —>  1 — 0 

(l  + i)n-e-0 

(1  + ЈГ-е  + О 

У 

П"3!  —>-1  + 0 

П71-1  +oo 

(l  + i)n-e  + 0 

(1  + ЈГ-е_-0 
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i toga  što  je  grafik  simetričan  u odnosu  na  pravu  у = х (koja  je  i sama  deo 
grafika)  crtamo  grafik  funkcije  (sl.53). 


sl.  53  sl.  54 

h)  Neka  je  х > 0,  у > 0.  Tada  dobijamo  identičnost.  Ako  je  х < 0, 
у > 0,  to  je  х — 0.  ako  je  zatim  х < 0,  у < 0;  onda  je  у = х.  Za  х > 0,  у < 0 
imamo  у = 0.  Na  kraju,  ako  je  х = 0,  to  je  у = 0 i obrnuto.  Sledi,  grafik 
se  sastoji  iz  svih  tačaka  prvog  kvadranta  i iz  pravih  x = 0,y  = xiy  = 0 
(sl.54).  ► 

299.  Nacrtati  grafike  implicitnih  funkcija: 
a)  min(x,y)  = 1;  b)  ma х(ж,у)  = 1; 
c)  тах(|ж| . |y|)  = l;d)  min (x2,y)  = 1. 

■4  a)  Tačlca  A(l,y)  pripada  grafiku  za  sve  у > 1,  a takođe  tačka  B (х,  1) 
pripada  grafiku  za  sve  х > 1 sl.55. 


sl.  55  sl.  56  sl.  57 


b)  Očigledno,  tačke  A(l,y),  у < 1 i B (x,l) , х < 1 pripadaju  grafilcu 
(sl.56). 

c)  Tačke  A(  1,  |y|),-|y|  < 1;  S(-l,  \y\),  \y\  <1;C  (|®| , 1) , |®|  <1;D  (\x\ , -1) , N 
1 pripadaju  grafiku  funlccije  (sl.57). 

d)  Pošto  tačke  A(l,y),  у > 1 i B (ж2,1)  , х2  > 1 pripadaju  grafiku,  to 
je  grafik  isti,  kao  u slučaju  a),  alco  je  х > 1.  Za  х < — 1 grafik  crtamo  na 
osnovu  toga  što  je  funkcija  parna.  ► 
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300.  Nacrtati  grafike  funkcija  p = p{tp)  u polarnom  koordinatnom  sis- 
temu,  ako  je: 

a)  p = (p  (Arhimedova  spirala);  b)  p = ^ (hiperbolička  spirala); 

c)  p = (0  < tp  < +oo);  d)  p = 2^  (logaritamska  spirala); 

e)  p = 2(1  + cos  tp)  (kardioida);  f)  p = 10sin3ip  (trolist); 

g)  p2  = 36cos2 tp  (Bernulijeva  lemniskata);  h)  tp  = (p  > 1); 

i)  уз  = 27Г  sin  p. 

-4  a)  Ako  tp  raste  od  0 do  +oo  onda  p neograničeno  raste.  Slično,  ako 
ugao  tp  opada  od  0 do  — oo  to  p opada  od  0 do  — oo  (sl.58). 

b)  Ako  ugao  tp  monotono  teži  nuli,  tada  p neograničeno  raste.  S obzirom 
da,  je  у = psintp  = -тг5^  — > 7г,  to  kriva  asimptotski  teži  pravoj,  paralelnoj 
osi  Ох , na  rastojanju  7Г  od  nje.  Pri  rašćenju  ugla  ip  kriva  obilazi  koordinatni 
početak  (sl.59).  Slično  crtamo  grafik  i za  — oo  < ip  < 0. 


sl.  58  si.  59 


c)  Ako  <p  — » +oo,  onda  p 1 — 0,  sledi,  kružnica  p = 1 je  asimptota 
grafika  funkcije  kad  <p  — > +oo  (sl.60). 

d)  Pri  neograničenom  rašćenju  ugla  <р  (0  < <p  < +oo)  radijus  p takođe 
neograničeno  raste,  a pri  opadanju  ugla  tp  od  0 do  — oo,  radijus  p opadajuće 
teži  nuli  i nikada  je  ne  đostižući  (sl.61). 

e)  Imamo  tablicu 
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i sada  crtamo  grafik  (sl.62). 


sl.  60  sl.  61 


f)  Funkcija  je  periodična  sa  periodom  i 0 < |p|  < 10. 


0 

7Г 

7Г 

37Г 

— — 

б7Г 

7Г 

7тг 

8тг 

27Г 

5тг 

“ТБГ" 

2тт 

9 

18 

9 

18 

6 

18 

18 

8 

9 

18 

8 

p 

0 

5 

5^3 

10 

5л/3 

5 

0 

-5 

— 5\/3 

-10 

— 5л/3 

-5 

0 

Na  osnovu  periodičnosti  crtamo  grafik  (sl.63). 


sl.  62  sl.  63 


g)  Funkcija  p2  = 36cos2 ip  je  definisana,  ako  je  cos  2<p  > 0,  tj.  ako 
je  — j simetrična  je  u odnosu  na  poluprave 

= 0;  = 7Г,  = 4p.  Na  osnovu  toga  i tablice  vrednosti  funkcije 


0 

7Г 

12 

7Г 

а 

7Г 

7Г 

4 

р 

6 

3-^12 

Зл/8 

3 

0 

crtamo  grafik  funkcije  (sl.64). 

h)  Iz  jednakosti  (p  > l)imamo  p = odakle  sledi  da  p — > 

+oo  ako  ip  — » 1 + 0.  tj.  prava  <p  = 1 je  asimptota  grafika  funkcije.  Polazeći 
od  tablice  vrednosti 


1+  n 

п 

р 

n + 1 

п 

. п — 1 
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funkcije,  crtamo  njen  grafik  (sl.65). 


i)  tp  = 27rsinp.  Fimkcija  je  periodična  po  p sa  periodom  27г.  Ako  je 
0 < p < f , f < p < 7Г}7Г  < p < Џ,  < p < 27г,  to  su  granice  za  date 
respektivno  nejednakostima:  0 < (p  < 27г;  27г  > tp  > 0;  0 > <p  > — 2тг;  —27г  < 
tp  < 0 (sl.66).  > 

301.  Nacrtati  u polarnom  koordinatnom  sistemu  grafike  sledećih  funkcija: 
a)  <p  = Ap  - p2;  b)  <p  = c)  p2  + p2  = 100. 

◄ a)  Imamo  (p  = 4p  — p1  — 4 — (p  — 2)2  . Ako  p raste  od  nule  do  2,  onda 
ugao  (p  raste  od  0 do  4;  ako  p raste  od  2 do  +oo,  tada  ugao  <p  opada  od  4 
do  — oo.  Sastavljanjem  tablice 


p 

0 

“T^ 

2 

l 

3 

2 

2 

“ПЕГ“ 

2 

3 

4 

5 

6 

р — > +оо 

ч> 

0 

4 

B 

ЕЗ 

4 

Ш 

3 

0 

-5 

1 

h-i 

to 

ср  — > — co 

vrednosti  funkcije,  crtamo  njen  grafik  (sl.  67). 


b)  Ako  p raste  od  0 do  1,  onda  <p  raste  od  0 do  6;  ako  zatim  p raste  od 
1 do  +oo,  tada  <p  opada  od  6 do  0.  Poluprava  <p  = 0 je  asimptota  grafika 
funkcije  (sl.  68). 

c)  Grafik  funkcije  p2  + <p2  — 100  je  simetričan  u odnosu  na  poluprave 
p = 0 i <p  = 7Г.  Oblast  definisanosti  je  dat  sa  \p\  < 10.  Na  osnovu  toga  i 
tablice  vrednosti  funkcije 
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0 

f « 1, 57 

7г  ~ 3, 14 

Џ « 4, 71 

2тг « 6, 28 

57Г 

2 

37Г 

10 

p 

10 

9,88 

9,50 

8,82 

7,78 

6,20 

3,36 

0 

crtamo  grafik  funkcije  (sl.  69).  ► 


302.  Nacrtati  u polarnim  koordinatama  p i tp  grafik  frmkcije,  date  para- 
metarski  (i  > 0 je  parametar): 

J ip  = t cos2  i; 

\ p = t sin2 1. 

< Najpre  nacrtajmo  grafilce  funkcija  ср  = t cos2 1 i p = t sin2 1 u ravnima 
(t,ip)  i (t,p)  respektivno  (sl.70). 


Ciframa  k (k  = 1,2,..)  ćemo  označiti  grafike  funkcija  p = p(<p),  kada 
parametar  t pripada  intervalu  f (k  — 1)  < f < к,Ц.  Pri  tom  će  strelica  oz- 
načavati  smer  kretanja  tačke  M (<p,p)  pri  rašćenju  parametra. 

Ako  su  u ravni  (t,  p)  svi  grafici  funkcija  p^  = t cos2 1,  (k  — 1)  7Г  < t < ктг, 
k 6 N smešteni  u intervalu  ]0,7r[  (sl.71),  to  se  lako  uveravamo  da  je  pk+i  > 
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Pk  (&  — 1, 2, ..)  t б]0,7г[,  pk  <pfc(i?^  + f),o<f<§.Na 

osnovu  dobijenih  podataka  crtamo  grafik  funkcije  p = p(<p)  (sl.72).  ► 


303.  Naći  intervale  konveksnosti  i konkavnosti  funkcije 

/ ( х ) = ах3  + bx 2 + cx  + d (a  > 0) . 

< Neka  a € [0, 1],  i neka  su  x\  i x%  proizvoljni  realni  brojevi.  Tada  je 

af  ( xi ) + (1  - a)  f ( x2 ) - f (ахг  + (1  - a)  x2) 

= a ( ах f + (1  — a)  х3  — (ах i + (1  — a)  x2)3^  + b (a  — a2)  (x\  — x2)2 

= a(a  — o?)  (x\  - x2)2  ^(1  + a)x\  + ( 2-  a)  x2  + > 0, 

ako  х = minjrc!,^}  zadovoljava  nejednakost 

(1  + a)  х + (2  — a)  х + — > 0 

a 

tj.  nejednakost 

b 

Зж  + - > 0. 

a 

Odatle  nalazimo  da  je  х > — Na  taj  način,  ako  je  х > — funkcija  je 
konveksna.  Slično  se  pokazuje  da  je  funkcija  konkavna,  zar<  — ► 
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1.6  Neprekidnost  funkcije 

1°  Neprekidnost  funkcije  u tački.  Funkcija  /,  definisana  na  intervalu 
]a,6[,  naziva  se  neprekidnom  u tačld  x0  g]o,6[,  ako  je 

lim  f(x)  = f (x0) , (1) 

х— »Жо 

tj.  ako  Ve  > 0 Зб  = б (e,x0)  > 0 takvo,  da  je  za  \x  - x0|  < б ispunjena 
nejednakost  |/  (х)  — f (ж0)|  < e. 

Ako  u tački  x0  jeđnakost  (1)  nije  ispunjena,  to  se  ж0  naziva  tačkom 
prekida  funkcije  /. 

Funkcija/,  definisananapoluintervalu]a,a;o]  ([ж0,6[),  naziva se nepreldd- 
nom  sleva  (zdesna)  u tački  x0,  ako  je 

lim  f(x)  = f (x0)  ( lim  / (®)  = / (®о))  • 

>xo~-0  \x~~ J 

Ako  je  funkcija  / neprekidna  u svakoj  tački  intervala  ]a,b[,  a u tačkama 
a i b neprekidna  respektivno  sleva  i zdesna,  to  se  ona  naziva  neprekidnom 
na  [a,  b] . 

Razlikuju  se  tačke  prekida  prve  vrste,  za  koje  postoje  jednostrani  limesi 
/ (*o  - 0)  = Jm  0 / (х)  i / fo  + 0)  = Jim  o / (*) . 

i tačke  prekida  druge  vrste-sve  ostale.  Razlika 

f(x0  + 0)-f  (x0  - 0) 

se  naziva  skokom  funkcije  u tački  x0. 

Ako  je  ispunjena  jednakost  / (ж0  — 0)  = / (ж0  + 0) , to  se  tačka  prekida 
x0  naziva  otklonjivom. 

Ako  je  bar  jedan  od  limesa  / (cc0  — 0)  ili  / (x0  + 0)  jednak  simbolu  oo, 
to  se  x0  naziva  tačkom  beskonačnog  prekida. 

Ako  je  zadovoljena  jednakost  / (x0  — 0)  = f (x0)  (ili  / (x0  + 0)  = / (ж0)), 
to  se  kaže  da  je  funkcija  / neprekidna  sleva  (zdesna)  u tački  x0.  Za  neprekid- 
nost  funkcije  / u tački  x0  potrebna  je  i dovoljna  jednakost  tri  broja:  / (x0  — 0) 
f(x0+0)  = f (x0) . 

2°  N eprekidnost  elementarnih  funkcija.  Ako  su  funkcije  / i g 
neprekidne  u tački  х = x0,  to  su  funkcije 

f±g.  f .g.  L (g  (x0)  ф 0) 

У 
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takođe  neprekidne  u tački  х = xq. 

Specijalno:  a)  eela  racionalna  funkcija 

P (; х ) = ao  + a±x  + • • • + anxn 


je  neprekidna  u proizvoljnoj  tački  х;  b)  razlomljena  racionalna  funkcija 


R(x)  = 


gp  + агх  + — + anxn 
bo  + b\x  + • • * + bnxn 


neprekidna  je  za  sve  vrednosti  х za  koje  je  imenilac  različit  od  nule. 
Uopšte  osnovne  elementarne  funkcije 


х xn , х smx^  х i-4  cosx,  х tanx,  rr  н->  аж, 


a:  loga  хи  arcsina:,  х ни  arccosx,  х н- > arctana:, ... 

neprekidne  su  u svim  tačkama5  gde  su  definisane. 

Opštiji  rezultat  je:  ako  je  funkcija  / neprekidna  u tački  х = xq  a funkcija 
g u tački  у = yo  = f (xq)  , to  je  funkcuja  g o f neprekidna  u tački  х = xq. 

3°  Osnovne  teoreme  o neprekidnim  funkcijama.  Ako  je  funkcija  / 
neprekidna  na  segmentu  [а,  5]  onda  je:  1)  / je  ograničena  na  tom  segmentu; 

2)  dostiže  na  njemu  infimum  m i supremum  M (Vajerštrasova  teorema); 

3)  uzima  na  svakom  intervalu  ]а,/?[с  [a,6]  sve  vrednosti  između  /(а)  i 
/ (/?)  (Košijeva  teorema).  Specijgilno,  ako  je  / (а)  •/(/?)  < 0,  onda  postoji  7 
(а  < 7 < /?),  tako  da  je  / (7)  = 0. 

4°  Rešeni  zadaci. 

304.  Neka  je  / (ж)  = A i e = 0, 001.  Za  vrednosti  xq  = 0, 1;  0, 01;  0, 001; 
naći  pozitivan  broj  б = б (e,xo)  takav  da  iz  nejednakosti  \x  — жо|  < б sleduje 
nejednakost  |/  (х)  — f (rco)|  < e. 

Može  li  se  za  dato  e = 0, 001  naći  takvo  б > 0,  koje  bi  odgovaralo  svim 
vrednostima  xq  iz  intervala  ]0, 1[,  tj.  tako  da  kad  god  je  \x  — жо|  < 5,  da 
bude  |/  (х)  — / (жо)|  < £,  za  bilo  koje  xq  e]0,  1[? 

^ Pošto  je  х > 0 i xq  > 0,  to  iz  nejednakosti 


\f(x)-f(xQ)\  = 


1 1 
X Xq 


nalazimo,  daje 


х - жр|  \x  - xq\ 

xx0  ~ x0  (xq  - \x  -жо|) 


\x  — Xo|  < 


_ 9 
eXQ 


1+6XQ 


= б (е,жо)  ~ 0,001xq. 


3Prim.  prevodioca:  Pravilnije  je  pisati:  funkcija  х н*  жп,  ...nego  samo  fnnkcija  ж71, ... 
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Tada:  a)  б « 1(Г5;  b)  б « 10”7;  c)  <5  « 10-9. 

Pretpostavimo  sada,  da  za  e = 0,001  postoji  konstantno  б > 0,  koje 
odgovara  svim  xq  €]0, 1[.  Tada  za  х = хо  — f imamo  da  je  |a;  — жо|  = | < 5, 
dok  je  nejednakost 


1 __1_ 
£ Xq 


< £ 


ispunjena  samo  za 


< xq  < 1 i,  sleduje,  nije  ispunjena  za 


0 < xq  < - + 


Na  taj  način,  б > 0,  koje  bi  odgovaralo  svirn  xq  e]0, 1[  ne  postoji.  > 

305.  Neka  se  za  neko  e > 0 može  naći  takav  broj  б = б (e,  жо) , da  bude 
|/  (х)  - / (z0)|  < e,  ako  je  \x  - ж0|  < б. 

Može  li  se  tvrditi  da  je  funkcija  / neprekidna  u tački  ж0,  ako:  a)  skup 
pozitivnih  e je  konačan;  b)  skup  pozitivnih  e čine  razlomci  oblika  n € N. 

< a)  Ako  je  skup  pozitivnih  e konačan,  onda  među  njima  postoji  naj- 
manji  e0.  Tada  za  Vei  < e0  već  ne  mora  da  postoji  broj  б = <5(е,ж0) , koji 
se  zahteva  u definiciji  neprekidnosti  funkcije.  Dakle,  ne  može  se  tvrditi  da 
je  funkcija  neprekidna. 

b)  Funkcija  / je  neprekidna,  jer  za  Vei  > 0 3iV  : Vn  > N, e = ^ < £i- 
A svako  б — б (e,xq)  iz  definicije  neprekidnosti,  koje  odgovara  pozitivnom 
e,  odgovara  takođe  i svakom  ei  > e.  > 

306.  Neka  je  data  funkcija  / (х)  = ж+0, 001  [x] . Pokazati,  da  se  za  svako 
e > 0, 001  može  izabrati  takvo  б = б (e,x)  > 0,  da  bude  |/  (х')  — f (x)\  < e, 
kad  god  je  \х'  — x\  < б,  a za  0 < e < 0, 001  i proizvoljno  х to  nije  moguće. 

U kojim  tačkama  funkcija  / ima  prekid? 

<3  Pošto  se  bilo  koja  dva  broja  х i х'  mogu  predstaviti  u obliku  х = n+q, 
х'  = n'  + cf , gde  q,  <f  € [0, 1[  a п,п'  6 2 to  je 

|x  - x'\  = |n-  n'  + q - q'\  > | n - n'\  - | q-  q'\  > |[ж]  - [х']  \ - 1, 
odakle  sledi 

\[x]  — [х']  | < |x  — x'\  + 1. 

Uzmimo  e > 0, 001.  Tada  je 

\f(x)-f{x')\  = \x  — х'  + 0, 001  ([x]  — [ж,])|  < |ж  — ж'!  + 0, 001  |[x]  — [ж,]| 

< \x  - x'\  + 0, 001  (|ж  - x'\  + 1)  = 1, 001  |ж  - x'\  + 0, 001  < s, 
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ako  je 

n l /|  e — 0,001 
0 < \x  - х | < - 0Q1 = б (e,x) . 

Neka  je  0 < e < 0, 001.  Tada,  ako  uzmemo  х = n,  х'  — n — 1 + ^j-, 
neZ,keN,  to  je 

|/  (х)  - f (х1)  | = -1-  + 0, 001  > e (k  e N) , 

a u isto  vreme  je  \x  — x*\  = —*  0 kad  k — > oo,  tj.  za  Мб  > 0 : 

|/  (ж)  — f (x')\  > e.  Sleduje,  funkcija  / ima  prekid  u tačkama х = n(n  E N) . 
Ako  je  pak  х = n + g,  xf  = п + с/  (0  < q <1, 0 < q*  < 1),  to  je  za  Ve  > 0 

\f(x)-f(x')\  = \x-x'\  < £, 

kad  god  je  \x  — x'\  < б = e,  što  daje  neprekidnost  funkcije  / na  svakom 
intervalu  n < х < n + 1 (n  eN) . &>- 

307.  Neka  za  svako  б > 0 postoji  e = e (б,  xq)  > 0,  takvo  da  je 
| f (х)  — f (х o)|  < e kad  god  je  \x  — zo|  < б.  Sleduje  li  odatle  neprekid- 
nost  funkcije  / u tački  х = xq?  Koje  svojstvo  funkcije  je  opisano  navedenim 
nej  ednakostima? 

< Ne  sleduje.  Na  primer  / (ж)  = ^l  + (х  — rro)2)  sgn  (х  — xq)  . Tada  za 
svako  б > 0 postoji  х takvo  da  je  \x  — жо|  < б i onda  je 

I/  (ж)  ~ / (^о)!  = 1 + (х  - xq)2  < 1 + б2  = e = e (б,х0) , 

tj.  uslovi  dati  u zadatku  su  ispunjeni.  Međutim,  |/  (х)  — f (жо)|  > 1 za  sve  х 
i,  sleduje,  razlika  |/  (х)  — / (cco) | ne  može  biti  manja  od  e,  ako  je  0 < e < 1. 

Formulisani  uslov  u zadatku  obezbeđuje  samo  ograničenost  funkcije  u 
tački  х = xq.  > 

308.  Pomoću  “e— б”  rasuđivanjadokazatineprekidnostsiedećihfunkcija: 

a)  х ах  + б;  b)  х i->  ж2;  c)  х х 3;  d)  х t-»  у/х;  е)  ih  fyx;  f) 

х нн  sins;  g)  х i-»  cosa:;  h)  х t->  arctana:. 

< a)  Neka  je  e > 0.  Tada  je  za  bilo  koje  x0  € Ж 

|(ож  + b)  — (ах o + 6)|  = |a|  \x  — x0\  < e, 

ako  je  |ж-ж0|  < o = б(е,х0). 

b)  Neka  je  e > 0 proizvoljno.  Tada  je 

|a:2  — Xq\  = (x  — x0)2  + 2xq  (х  — х0)  < \x  — a:0|2  + 2 |cc0|  \x  — a:o|  < e, 
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ako  je  samo  \x  — жо  | < у|здр  + e — |жо  | — б (е,  хо)  . 
с)  Neka  је  0 < е < 1.  Imamo 

ја;3  — Жо|  = \х2  +xxq  + £о|  |г  - Хо|  • 

Neka  је  sada  \х  - ж0|  < 1-  Tada  је  |z|  < |х0|  + 1,  i zato  је 

|х3  - хј}|  < (3  \х0\2  + 3 |х0|  + l)  \х  - х0\  < е, 


ако  је 


|х  — х0|  < 


3 |х0|2  + 3 |х0|  + 1 
d)  Za  proizvoljno  е > 0 imamo 

|х  - х0|  \х  — х0| 


б(е,х0) 


\л/х  - vTo| 


< 


у/х  + л/бо 


< £,  (Х0  > 0) 


ако  је  |х  — х0|  < £^/xq  = б (е,х0) . 

Ако  је  ж0  = 0,  onda  је  očigledno  б ie,  0)  = е2- 
е)  Imamo 


|х-х0| 


< 


\х  - х0| _ 

< е.  (х0  ф 0) 


ако  је  \х  — ж0|  < = б ( е,х0 ) . 

Ако  је  х0  = 0,  tada  је  б (е,х0)  = е3. 

f) 

|sinx  — sinx0|  = 


. х — х0  х + х0 
2 sm  — - — cos  — - — 


<2- 


\х  — х0\ 


1 = |ж  — х0|  < е, 


kad  god  је  |ж  — х0|  < б 
g) 

|cOSX  — COS  Х’0 1 


„ . х — Х0  . X + х0 
-2  sm  — - — sm  — - — 


< |ж  — х0|  < е, 


ако  је  |х  — х0|  < б = е. 
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h)  Neprekidnost  funkcije  х i->  arctana;  u tački  х = xq  = 0 sledi  iz 
nejednakosti 

larctanrc  - arctanO]  = |arctana;|  < |as|  < e, 

alro  je  \x  — 0|  = |ж|  < б = e.  Neka  je  |жо|  > 0 i \h\  = |ж  — жо|  < |жо|  • Ako  je 

h 

arctan  (хо  + h)  — arctana;o  = t,  to  je  tant  = — 

1 + Х^  ' Х0П 


a pošto  je  |t|  < |tant|  za  |t|  < f , to  je 

|arctan(a:o  + h)  — arctana;o|  = |t|  < |tant| 


h 

l + xl  + xQ  h 

akoje  \h\  = |a;  — a;0|  < = б (e,  x0) . > 

Ispitati  neprekidnost  sledećih  funkcija: 

309.  a)  /i  (a;)  = |^| , za х ф 0 i /i  (0)  = 1;  b)  /2  (a;)  = ^ , za  a;  #0 

i/2(0)  = l-  . 

< a)  Neka  je  e > 0 proizvoljno.  S obzirom  da  je  Иш  — 1,  onda 

postoji  б = б(е)  >0,  tako  da  je  - 1|  < e ako  je  |ж|  < б.  Tada  je 
(primer  21,  a)) 

sina; 
х 

ako  je  \x\  < <S,  tj.  fi  je  neprekidna  funkcija  u tački  х = 0.  Neprekidnost  za 
х ф 0 je  očigledna. 
b)  Imamo, 


sina; 

- 1 

< 

1 

X 

< 


h 


1 + 


\h\  |x0| 


< e, 


smr 

ж-->+0  \x\ 
sinx 


lim 

lim 


-o  \x\ 


lim  ^ = l = /2(+0), 

х — >-f-0  X 

Иш  +^  = -l  = /2(-0) 

ж-»-0  — X 


Pošto  je  /2  (+0)  ф /2  (-0) , to  je  funkcija  prekidna  u tački  х = 0.  > 
310.  / (х)  = sin  ako  je  х ф 0 i / (0)  proizvoljno. 


< Uzmimo  nizove  хт 


птг’  Xn  7г(1+4п) 


, п € N.  Pošto  je 


lim  xn  = Um  x'n  = 0 a 

х— *oo  x-+oo 
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lim  f ( xn ) = 0^1  = lim  f (х'  ) to  lim  / ( х ) =Iim  sin  — 

х — >oo  х — >co  х — >0  х — >0  X 

ne  postoji,  što  znači  da  funlccija  u 0 ima  prekid  druge  vrste.  U ostalim 
tačkama  je  neprekidna.  ► 

311.  / (х)  = rcsin  za  х ф 0 i / (0)  = 0. 

< Neprekidnost  funkcije  / u tačld  х = 0 sledi  iz  toga  što  je  |a;sm  < 
\x\  < e kad  god  je  |a;|  < б = e.  U tačkama  koje  su  različite  od  nule  neprekid- 
nost  je  očigleđna.  > 

312.  / ( х ) = — Ц-,  ako  je  х ф 1 i / (1)  proizvoljno. 

l_|_g  X— -1 

< Pošto  je  / (1  — 0)  = 1 ф 0 = / (1  + 0) , to  funkcija  ima  prekid  u 1.  ► 

313.  f (х)  = ж1па;2,  za  х ф 0 i / (0)  = a. 

< lim  x]nx 2 =lim  2а;1п|ж|  = 0 (primer  205).  Odatle  sledi  neprekidnost 

х— »0  х — >0 

funkcije  u nuli  ako  je  a = 0,  tj  prekid  u nuli  za  q / 0.  U ostalim  tačkama 
funkcija  je  neprekidna.  ► 

314.  / (х)  = [a;] . 

< Ako  je  k < х < k + 1,  A:  G Z to  je  / (х)  = [ж]  = k i sledi  / je 
neprekidna  u svakoj  tački  različitoj  od  celog  broja.  Ako  je  xq  = k onda  za 
х = k — 1 + oc,  0 < a < 1,  imamo  da  za  svako  б > 0 postoji  a (0  < a < 1) 
tako  da  je  |ж0  - x\  = |1  - а|  < б,  iako  je  |[a;]  - [a;0]|  = 1,  tj.  funkcija  / ima 
prekid  u tački  х = xq  = k,  gde  je  k € Z.  ► 

Odrediti  tačke  prekida  i ispitati  njihov  karakter,  ako  je: 

315-^=(I*F- 

< lim  V = -oo,  lim  у = -oo,  tj.  х = — 1 je  tačka  beskonačnog 

ж— 1— 0 х — > — l~f"0 

prekida.  > 

316.  У = 

< Funkcija  nije  definisana  u tačkama  х = —1, 0,  +1.  Pošto  je 


lim  у (х) 
-i±o  y v ; 


lim 


х 


1 


ж— 1±0  X + 1 


— pco, 


]imy(x) 

х—>0 


lim 


х 


-1.  limy(:r) 

ж— >1 


х->0  X + 1 

to  su  х = 0 i х = 1 tačke  otklonjivog  prekida,  a х 
prekida.  > 

317.  у = -Д~. 

y sma 

< Sobziromdaje 


lim  — — т 

x-*l  х + 1 


-1  je  tačka  beskonačnog 


lim X — 1.  a lim  -Д—  — zp  (—l)k  oo,  (k  = ±1.±2}..) , 

^OSinr  ' ж— >/етг^р0  sinr 
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to  je  х = 0 otklonjiv  prekid,  a х = ктг  (k  = ±1,  ±2, ...)  tačke  beskonačnog 
prekida.  > 

318.  у = cos2  \. 

< Uzmimo  nizove:  xn  — ^ix'n  — ж^2п)  ■ n € N.  Imamo  da  oba  niza 

teže  nuli  kad  n — > oo,  međutim  cos2  ^->la  cos2  — *•  0,  kad  n — » oo,  što 

znači  da  lim  cos2  - ne  postoji,  tj.  х — 0 je  tačka  prekida  druge  vrste.  ► 

i— >0  x 

319.  y = arctan^. 

< lim  arctan  \ = lim  arctant  = f , jer  je  za  t > tan  (f  — e) 

х >"t"0  •Т — >-foo  ^ 

7Г 

arctant  > — — 

Slično  pokazujemo  da  je  lim  arctan^  = — f.  Sleduje,  х = 0 je  tačka 

х — > — 0 

beskonačnog  prekida.  > 

320.  у — л/х  arctan 

•4  Iz  nejednakosti  li/sarctanjj  < yfx\  sleduje,  da  je 

lim  yfx  arctan  — = 0 
х — >0  X 


što  znači  da  je  х = 0 tačka  otklonjivog  prekida.  S> 

321.  у = ex+i . 

< Pošto  je  lim  ex+*  = +oo,  to  je  х = 0 prekid  druge  vrste.  ► 

х— »4-0 

322.  y = — V. 

l_el-x 

< Imamo 


lim  х — = lim  ■ 

т— >±0  ^ el~x  ж — >db0 


х 

1— х 


l_eT=x 


1 — X 

— +FOO, 
X 


tj- 


х = 0 je  tačka  beskonačnog  prekida. 
Dalje  je, 

lim  — = 0,  lim 

х— >1—0  2 gi-i  х >l~f*0 


1 



1 „ e 1—х 


= 1, 


zato  je  х = 1 prekid  prve  vrste.  > 

Ispitati  neprekidnost  sledećih  funkcija: 

323.  у = sgn  (sinrc) . 

< Za  П7Г  < х < (n  + 1)  7Г,  n € Z funkcija  je  neprekidna  kao  konstantna. 
Ispitajmo  tačke  xq  = П7Г,  n € Z.  Neka  je  ж = птг  + б (0  < б < 7r) . Tada  је 


|sgn  (sinn7r)  — sgn  (sin  (n7r  + 5))|  = 1 > e, 
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ako  je  0 < e < 1.  Sleduje,  х = П7Г,  n € Z su  prekidi  prve  vrste.  ► 

324.  у — х -[х]. 

-4  Pošto  je  prvi  sabirak  neprekidna  funkcija,  a drugi  ima  prekide  prve 
vrste  u tačkama  х = n,  n G Z (primer  314),  to  data  funkcija  ima  u tim 
tačkama  prekide  prve  vrste.  ► 

325.  у = x[x], 

< Ako  je  n < х < n + 1,  gde  n G Z tada  je  у = пх,  tj.  za  te 
vrednosti  promenljive  funkcija  je  neprekidna.  Za  ispitivanje  neprekidnosti  u 
celobrojnim  tačkama  х — п uzmimo  х = n - Л,  0 < h < 1.  Pošto  je 

/(n)  = n[n]  =n2,  /(n-0)  = lim  f{n-h) 

tl— >4-U 

= lim  (n  — /г)  [n  — /г]  = n (n  — 1) , 

/l-4+О 

to  su  tačke  х = n,  n € Z prekidi  prve  vrste.  ► 

326.  у = [ж]  sin7rx. 

< Ako  je  n < х < n + 1,  gde  n e Ћ tada  je  у = nsin7rx,  tj.  za  te 
vrednostipromenljivefunkcijajeneprekidna.  Nekajesadan— \ < х < n+|, 
n G Z.  Tada  je 

— |n  — 1|  |sin7rz|  < — |[x]sin7Tx|  < [x]sin7ra; 

< |[x]  sin7rx|  < |n|  |sin7rx|  . 

S obzirom  da  je 

lim  (—  |n  — 1|  Isin7rx|)  = lim  |n|  |sin7rx|  = 0, 

x—*n  x-+n 

to  je  lim  [x]  sin7rx  = 0 = у (n) , što  znači  neprekiđnost  funkcije  u celobrojnoj 
vrednosti  n.  Funkcija  je  dakle  neprekidna  u svakoj  tački  domena.  ► 

327.  у = [1] . 

< Uzimajući  zar^O  smenu  ^ = t,  dobijamo  у = [t] , odakle  sledi  da 
su  tačke  t = k = ^ (k  = ±1,±2, ...)  prekidi  prve  vrste  (primer  314).  Ostaje 
da  ispitamo  tačku  х = 0.  Pošto  je  Ит  Ц]  = +oo  (sledi  iz  primera  229), 

to  je  0 tačka  beskonačnog  prekida.  ► 

328.  у = х [±]  . 

< Imamo, 

lim  х — = — (k  — 1) ; lim  х — = — •&  — !;  (k  = ±1,  ±2, ..) , 

k 1_ЖЈ  k 

lim  х ™ =1  (prema  primeru  229). 

х— >0  X 
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Dakle,  tačke  х = k,  (k  = ±1,±2, ..)  su  prekidi  prve  vrste,  dolc  je  х = 0 
otklonjiv  prekid.  > 

329.  у = [4r]  sgn  (sin^)  . 

< Moguće  tačke  prekida  su 

х = 0;  х = ±-y=;  х = ±y-  (k  € N) . 

Vk  k 

Uzmimo  nizove:  xn  = i x'n  = Očigledno  je  da  oba  niza  teže  nuli 

kad  n — > oo,  međutim  у (: xn ) = 2n+4n2  — » +oo  i у ( x'n ) = — (2  + 6n  + 4n2)  — 
— oo,  tj.  lim  у ( х ) ne  postoji.  Zato  je  0 tačka  prekida  druge  vrste.  Pokažimo 

х— +0 

da  je  tačka  х = 4=  prekid  prve  vrste  (za  ostale  dokaz  je  sličan).  Imamo, 


..  1 тг 

lim  o sgn  sm  —s 

"+Ч(л-“)Ј 


у — 0 

\Vk 


^lim^  (V k + /зЈ  sgn  sin  ix  (Vi k + /зЈ  = ksgn  sin  irVk, 
/3  = ak  — aVkJ  ; 


Ч7Г  + 0 


т 1 Ћ 

lim  к sgn  sm  -= 

“"■+0[(A+“)J  71+0 


= ^lim^  (Vk  - јЗЈ  sgn  sin  ir  (Vk  — (3 j = (k  — 1)  sgn  sin  irVk, 
(3  = ak  ( 1 + aVkJ  ; 

Odavde  sleduje  da  je  у — 0j—y  = 1,  tj.  х = je  prekid 

prve  vrste.  Џ- 

Ispitati  neprekidnost  sledećih  funkcija: 


330.  у = lim  ЈТ=П  (a;  > 0) . 


71— >со 

< Imamo 


y=lim  — — - 
n — *co  1 + xn 


1,  0 < х < 1; 

2 , X 1, 

0,  х > 1, 


odakle  seleduje  da  je  х = 1 prekid  prve  vrste.  Џ 
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331.  у = lim  п~.т": 

J 71 — >00  П +П 

<a  Imamo 


У = 


1 


lim  — 1.  — oo  < х < 0; 

П— 400  IL  ~ГЈ- 

0,  х = 0; 

Ит  l+n-^  = п < ж < +СХ). 
n — >00 


Dakle,  т/  = sgna;  i ж = 0 je  preldd  prve  vrste.  > 
332.  у = lim  \/l  + x2n. 

n— 400 

^ Pošto  je 


2/  — lim  \/l  + x2n  — 

n— 400 


1,  N<1; 

Ит  х 2 г/ + 1 = ж2,  |#|  > lj 

ж-400  V 


kao  i у (±1  — 0 ) — у (±1  + 0)  •,  to  je  funkcija  neprekidna  za  sve  vrednosti 
argumenta  х.  > 

333.  у — lim 


n — >oo  1-f  (2  sin  ж) 

< Sobziromdaje 


' ^тг|  < f ; 


lim 


1 + (2sina;) 


2 n 


х,  |sinx|  < 4,  \x 
f , |sinx|  = х = ±f  + /с7г; 
0,  |sina;|  >t,  5 < |x 


Л;7г|  < 


57Г 
fi  5 


(keh) , to  su  tačke  ±f  + /с7Г  prekidi  prve  vrste.  > 
334.  у = Ит  (х  arctan  (n  cot  х))  . 

П-4СО 

< Imamo 


у = lim  (xarctan  (ncotx))  = 

n—>oo 


%x,  к-к  < х < ктт  + f; 
б,  z = f + /с7г; 

—\x,  f + /С7Г  < X < к-К  + 7Г, 


gde  к € Z.  Očigledno  su  = j,  (ž; 
a х = 0 je  tačka  otldonjivog  prekida. 
335.  у = lim 

n— 400 

-4  Pošto  je 


= ±1,  ±2, ...)  tačke  prekida  prve  vrste, 


У 


= lim 

n-400 


х + x2enx 
1 + ena: 


z2,  ж > 0; 
0,  х = 0; 
z,  z < 0, 


to  se  lako  vidi  da  je  funkcija  neprekidna  u svakoj  tački  domena.  > 
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336.  Nekaje 


( ex,  х < 0; 

[ а + х,  x>0. 


Za  koje  a je  funkcija  / neprekidna? 

-4  Funkcija  je  očigledno  neprekidna  za  svako  х ф 0.  Pošto  je  / (0  + 0)  = 
a,  f (0  — 0)  = 1,  / (0)  = a,  to  je  funkcija  neprekidna  u 0,  ako  je  a = 1.  ► 
337.  Ispitati  neprekidnost  i karakter  tačaka  prekida  sledećih  funkcija: 

х , 0 < х < 1,  / xt  |®|  — 

2 — х2,  1 < х < 2; 
cos  тр,  |x|  < 1; 

|x  — 1| , |x|  > 1; 
sin7rx,  х € Q; 

0,  х € I. 


a)  / (х)  = 
c)  / (х)  = 
e)  / (х)  = 


b)  / (х)  = 
d)  / (х)  = 


1,  |x|  > 1; 
cot2  7гх,  х ^ Z; 
0,  х G Z; 


{ 


•4  a)  Pošto  je  / (1  — 0)  = / (1  + 0)  = / (1)  = 1,  to  je  funkcijaneprekidna 
za  х = 1.  Za  ostale  vrednosti  promenljive  neprekidnost  je  očigledna. 

b)  Imamo  / (-1  - 0)  = +1,  / (-1  + 0)  = / (-1)  = -1,  sledi  х = -1  je 
prekid  prve  vrste.  Dalje,  / (1  — 0)  = / (1  + 0)  = / (1)  = 1,  pa  su  1 i sve 
ostale  tačke  domena,  tačke  neprekidnosti  funkcije. 

c)  Jasno  je  da  treba  ispitati  neprekidnost  samo  u tačkama  1 i — 1. 
Funkcija  je  neprekidna  za  х = 1,  jer  je  / (+1  — 0)  = / (+1  + 0)  = / (+1)  = 
0;  tačka  х = — 1 je  prekid  prve  vrste,  jer  je  / (—1  — 0)  = 2,/  (—1  + 0)  = 


/ (— l)  = 0. 

d)  Pošto  je  lim  lcot2  7гх|  = +oo  (k  € Z) , to  je  х = k tačka  beskonačnog 
prekida. 

e)  Neka  je  xq  ф n (n  € Z)  proizvoljno,  i neka  je  xn  niz  racionalnih 
brojeva  koji  konvergira  ka  x0,  a xfn  niz  iracionalnih  brojeva  koji  konvergira 
takođe  ka  Iz  relacija 

lim  sin7rxn  = sin7rxo  Ф 0,  lim  sin7rx^  = 0 

n— >0 O TL — >00 

sleduje,  da  lim  / (х)  ne  postoji,  tj.  xq  je  tačka  prekida. 
ж— >cco 

Ako  je  хо  = n,  gde  je  n ceo  broj,  imamo 

|/  (ж0)  — / (m)|  = |/(x)|  < |sin7rx|  = |sin(7m  + 7r(x-n))| 

= | COS ТХП  ■ sin7T  (х  — n)|  = |sin7T  (х  — Xo)|  < 7Г  |x  — Xo|  < £ 

ako  je  |x  — xo|  < f = б (e,xo) , tj.  хо  = n je  tačka  neprekidnosti.  Na  taj 
način,  tačke  хфп  su  prekidi  druge  vrste.  ► 
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338.  Dokazati,  da  je  Dirihleova  funkcija 


X (x)  = Ит 

m— 4c o 


lim  cosn 

Jl — нх> 


prelddna  u svakoj  tački  х. 

< Ako  je  х = | racionalan  broj,  to  je 

m\x  = m!  • - = 1 • 2 • 3 • • • (g  — 1)  (g  + 1)  • • • mp 
Ч 

paran  broj,  zato  je  cos7rm!a:  = 1 i x(x)  — 1-  A-ko  je  х iracionalan  broj, 
onda  m\x  nije  ceo  ni  za  jednu  vrednost  m,  sledi,  |cos7rm!a:|  < 1.  Zato  je 
lim  cosn  7rm!a:  = 0,  pa  je  % (х)  = 0.  Dakle, 

n— >oo 


x(x) 


1,  x e Q; 
0,  х € I. 


Neka  je  xq  proizvoljno,  xn  niz  racionalnih  brojeva  i x'n  niz  iracional- 
nih  broieva  koji  oba  konvergiraju  ка  xq.  Pošto  je  lim  x(xn)  = 1,  a lim 

х (x'n)  = 0,  to  je  хо  tačka  prekida.  > 

339.  Ispitati  neprekidnost  funkcije 


f (x)  = XX  (x)  > 


gde  je  х Dirihleova  funkcija  (prethodni  primer).  Nacrtati  grafik  te  funkcije. 
Neka  je  a:o  ф 0 proizvoljno,  a lim  xn  = lim  х'  = xq,  gde  xn  E Q a 

n — >oo  n — >oo 

xn  G I.  Tada  je 

lim  / (a:n)  = lim  xn  = x0,  i lim  / (o^)  = 0, 


odakle  sleduje,  da  je  x0  tačka  prekida. 

Ako  je  x0  = 0,  to  prelazeći  u nejednakosti 


0 < jf(x)  -/(0)|  = |/(e)|  = |a:X  (x) I < 1Ж1 


na  limes  kad  х — > 0,  dobijamo  da  je  lim  / (х)  = f (0)  = 0.  Znači  a;o  = 0 je 

ж— *0 

jedina  tačka  neprekidnosti.  Crtanje  grafika  ostavlja  se  čitaocu.  > 

340.  Dokazati,  da  je  Rimanova  funkcija 


f(x)  = 


h x = f > m,  n G Q, 
0,  х € I, 
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prekidna  u racionalnim  a neprekidna  u iracionalnim  tačkama.  Nacrtati 
grafik  te  funkcije. 

-4  Neka  je  x0  = 2 racionalno,  i f(x o)  = |.  Očigledno,  niz  racionalnih 
brojeva  konvergira  ka  | = xq  kad  n — > oo.  Pošto  je 


lim  / 

71 — >CO 


/ pn  + 1\ 

V gn  / 


: bm  — = 0, 

n— HDO  qn 


to  je  svald  racionalan  broj  prekid  (хо  je  proizvoljan  racionalan). 

Neka  je  a proizvoljan  iracionalan  broj,  a in  = r„  = ^ (n  € N)  niz 
racionalnih  brojeva  koji  konvergira  ka  a.  Tada  je  lim  qn  = oo  i 

п — ►oo 


lim  / (rn)  = lim  / Г— ) = lim  — = 0 = / (a) . 

П—КХ)  n— >oo  \qnJ  n— HX> 

Pošto  ie  f (х)  = 0 za  sve  iracionalne  brojeve,  to  je  Um  / (жп)  = /(«)  = 0 

4 у п-~>оо 

za  bilo  koji  niz  xn  koji  konvergira  ka  a.  Na  taj  način  / je  neprekidna  u 
proizvoljnoj  iracionalnoj  tački. 

Koristeći  činjenicu  da  je  funkcija  parna,  crtamo  njen  grafik,  (sl.73).  > 


sl.  73 


341.  Ispitati  neprekidnost  funkcije  f (х)  = ■—,  ako  je  х neskrativ 
razlomalc  ^ (n  > 1) , i / (х)  = \x\ , ako  je  х iracionalan  broj.  Nacrtati  grafik 
funkcije. 

< Neka  je  x0  racionalan,  tj.  x0  = ^ (n  > 1) . Saglasno  uslovu  je  / (ж0)  = 
ivPT-  P°§to  je  xk  = ^ -*  2 = хо  kad  k ->  oo,  a Um  f (xk)  =fcUm 

= ш.  ф _zn_  — f (Жо)  t to  je  funkcija  / prekidna  za  sve.  racionalne 
vrednosti  argumenta. 

Neka  je  sada  ж0  iracionalan,  a xk  = ^ (k  E N)  proizvoljan  niz  racional- 
nih  brojeva,  koji  konvergira  ka  х0.  Tada  je 

Um  \mk\  = lim  \nk\  = oo  i 

к—>  oo  k — >oo 
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lim  f (xk)  = 

к—>со 


тк 


lim  , 
k~+oo  пк  + I 


ЈПк 


lim  — 

к — >oo  1 


Пк 


X 

Пк 


= Xq  = 


N1  — f Oo)  j ®o  o? 

- \xq\ , Xq  < 0. 

(i) 


Odavde  sledi,  da  je  funkcija  prekidna  za  negativne  iracionalne  vrednosti 
argumenta.  Ako  Xk  — » a;o  kad  к — > oo,  gde  je  > 0 iracionalan  broj,  onda 
je 

lim  / (ж&)  = lim  jmfc|  = |rc0|  = / (жо)  • (2) 

к — ±oo  к — >oo 


Neka  je  na  lcraju  х^  proizvoljan  niz  pozitivnih  brojeva,  lcoji  konvergira  ira- 
cionalnom  broju  x0.  Označimo  sa  хкр  podniz  svih  racionalnih  članova  niza 
х^,  a sa  xkq  podniz  svih  iracionalnih  brojeva.  Ne  ograničavajući  opštost 
možemo  pretpostaviti  da  su  oba  podniza  beslconačna.  Pošto  je  ^lim^  xkp  = 

ж0  = lim  хка,  to  prema  (1)  i (2)  sleduje  da  je 

(J— >00  4 


lim  / (xn)  = \xo\  = f (хо)  . 

п — >oo 


Na  taj  način,  funkcija  je  neprekidna  samo  za  pozitivne  iracionalne  vrednosti 
argumenta.  Crtanje  grafika  se  ostavlja  čitaocu.  > 

342.  Funkcija  / (х)  = x~gsa!  definisana  je  za  sve  vrednosti  promenljive, 
izuzev  х = 0.  Koju  vredno'st  treba  da  uzme  funkcija  u nuli,  da  bi  u nuli  bila 
neprekidna? 

< Kako  je 


lim  • 

х— »0 


■ cosa; 


xl 


1 

2’ 


to  će  fimkcija  biti  neprekidna  u nuli,  ako  stavimo  / (0)  = \.  > 

343.  Da  li  je  zbir  f + g prekidan  u tačld  x0,  ako  je: 

a)  funkcija  / je  neprekidna,  a funkcija  g je  prekidna  u ж0; 

b)  obe  funkcije  / i g su  prekidne  u x0; 

Navesti  odgovarajuće  primere. 

< a)  Jeste.  U suprotnom  bi  funkcija  (f  + g)-f  = gbila  neprekidna  u 
x0. 

b)  Nije,  na  primer,  obe  funkcije  / (ж)  = — i g(x)  = , х ф ж0, 

f(x0 ) = д(х0)  = su  prekidne  u х = ж0,  a njihov  zbir  (f  + g)  (х)  := 
f (х^  -j-  g (3;)  = х je  neprekidna  funkcija  za  sve  vrednosti  argumenta.  > 

344.  Može  li  se  tvrditi  da je  kvadrat  prekidne  funkcije  prekidna  funkcuja? 

Navesti  primer  svuda  prekidne  funkcije  čiji  je  kvadrat  neprekidna  funkcija. 

< Kvadrat  prekidne  funkcije  nije  obavezno  prekidna  funkcija.  Na 
primer,  ako  je  / (x0  - 0)  = -/  (x0  + 0)  = / (x0)  ф 0,  to  je  / prekidna  u 
хо,  a ipak  je  /2  (x0  - 0 ) = f 2 (ж0  + 0) , tj.  /2  je  neprekidna  u x0. 
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Definišimo  funkciju  / na  sledeći  način: 


f(x)  = 


1,  х E Q; 
— l,  х e I. 


Ova  funkcija  je  prekidna  u svakoj  tački  (dokaz  kao  u primeru  27),  a njen 
lcvadrat  je  neprekidna  funkcija  u svakoj  tački,  jer  je  /2  ( х ) = 1,  za  sve  х.  > 
345.  Ispitati  neprekidnost  funkcija  / o g i g ° /,  ako  je: 

a)  / ( х ) = sgnx  i g (х)  — 1 + x2\ 

b)  / (х)  = sgnx  i g (х)  = х (l  — х2)  ; 

c)  f (х)  = sgnx  i g (х)  = 1 + х — [ж]  - 

< a)  (/  O g)  (х)  = f(g  (х))  = sgn  (l  + х2)  = 1,  tj.  funkcija  / o g je 
neprekidna.  Dalje, 

f 2,  х > 0; 

(g  ° /)  (x)  = g(f  (x))  = 1 + sgn2x  ={  ж = °; 

( 2,  ж < 0, 

znači  х = 0 je  tačlca  otklonjivog  prekida  funkcije  g o /. 
b)  Imamo 


Г 1,  -1<£<0,1<ж<  +oo; 

/ (ff  (®))  = sgn  (x  (!  - ^2))  = S 0,  х = 0,  х = 1,  х = -1; 

I —1,  — oo  < х < — 1,  0 < х < 1, 


što  znači  da  su  tačke  -1, 0 i 1 prekidi  prve  vrste  funkcije  f o g. 

Iz  činjenice  da  je  (g  o /)  ( х ) = g(f  (х))  = sgnx  (l  — sgn2 х)  = 0,  sledi  da 
je  funkcija  go  f neprekidna  u svom  domenu. 

c)  Pošto  se  proizvoljno  х može  predstaviti  u obliku  х = n+q,  0 < q < 1, 
7i  G to  je 

(f°g)(x)  = f(g(x))  = s9n(i+x-[x\) 

= sgn(l  + n + q-n)  = sgn(l  + q)  = 1, 

tj.  funkcija  / o g je  neprekidna.  Kako  je 

(g  o /)  (х)  = g(f  (z))  = 1 + sgnx  - [s^nzj  = 1, 

to  je  i funkcija  g o f neprekidna.  > 

346.  Ispitati  neprekidnost  složene  funkcije  у = f (u) , gde  je  u = <p  (х) , 
ako  je 

f(u)  = 


f u,  0 < u < 1; 

( 2 — u,  1 <u  <2 
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<p(x)  = 


х,  xe% 

2 — х,  х € I,  (0  < х < 1) . 


< Formalnim  izračunavanjem  f (<р  {х)) , nalazimo 


/(¥>(*))  = 


Г Ч>  (a)  , 0 < ip  [х)  < 1; 

\ 2 — ip  (х) , 1 < tp  (х)  < 2; 

{z,  х € Q,  0 < ж < 1; 

2 — х,  x€l,  1 < х < 2; 

2 — ж,  ж € Q.  1 < a:  < 2; 

2 — (2  — х) , х 6 1,  0<х<1. 


S obzirom  da  je  za  0 < х < 1,  / (ip  (х))  = 1 to  je  za  te  vrednosti  funkcija  у 
neprekidna.  > 

347.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / neprekidna,  to  je  i funkcija  F data 
sa  F ( х ) :=  |/  (x)|  takođe  neprekidna. 

◄ Neka  je  e > 0 proizvoljno.  Tada  3<5  = б ( e , xq)  > 0 tako  da  je 
|/  (х)  — / (xq)|  < e kad  god  je  |ж  — жо|  < б.  Tada  je  (primer  14) 


F(x)-F(®0)|  = ||/(s)|  - |/(*o)||  < |/(x)  -/(xo)|  <£, 


ako  je  \x  — xq\  < б tj.  funlccija  F je  neprekidna.  > 

348.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / neprekidna  na  segmentu  [a,6],  tada 
su  i funkcije  m i M definisane  sa 

m(x)  = inf  {/  (0}  i M (х)  = sup  {/  (0} 
talrađe  neprelddne  na  [а,б]. 

< Iz  uslova  neprelddnosti  funlvcije  / na  [а,  b]  sledi  da  za  Ve,  хо  (e  > 0) 
Зб  = б (e,xo)  talco  da  je  za  |Л|  < б 

\f(x0  + h)-f(xQ)\  < 
odakle  je  očigledna  relacija 


sup  |/  (xQ  + h)  — f (ж0)|  < e. 
\ћ\<б 


Za  |7гЈ  < б imamo 

- sup  \f  (x0  + h)  - f (x0)\  + m(x0)  <m(xQ  + h) 

0<\h\<6 


(1) 
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< m (a?o)  + sup  f(xQ  + h)-f  (xq) 

0<\h\<S 


Iz  (1)  i (2)  dobijamo 

| m (xq  + h)  — m (xq)|  < e,  ako  je  \h\  < б. 


(2) 


Analogno 

- sup  |/  (xq  + h)  — f (xq)  | + M (xq)  < M (x0  + h) 

0<\h\<6 

<M(x o)+  sup  |/  (xq  + h)  — f (xq)  | i 
0<\h\<6 

\M  (xq  + h)  — M (xq)\  < e,  (|/i|<5).  > 

349.  Dokazati,  da  ako  su  funkcije  / i g neprekidne,  to  su  i funkcije  ip  i 
ф date  sa 

cp  (х)  = min  (/  (ж)  ,g(x))  iip(x)  = max  (/  (ж) , g (х)) 
talcođe  neprekidne. 

<3  Neka  je  e > 0 proizvoljno  i б\  = бг  (e,x0)  ,б2  = б2  (e,x0)  brojevi 
koji  učestvuju  u definiciji  neprekidnosti  funkcija  / i g respektivno.  Tada,  za 
|7г|  < б = min{Si,52}  sleduje 

|/  (х0  +h)  — f (m0)|  < £ i \g  (xq  + h)  - g (ж0)|  < e, 


odakle  je 

\д>(х0  + h)  - </a(m0)| 

< maxi  max  \f  (х0  + h)  — f (x0)\ ; max  \g  (х0  + h)  — g (ж0)|  } < e; 

~ 1о<|ћ|<5  o<\h\<6  J 

Џ (х0  + ћ)-ф(х 0)| 

< max  i max  \f  (xq  + h)  — f (х0)\;  max  \g  (x0  + h)  — g (x0)\>  < s; 

~ io<|/i|<<5  0<|ft|<<5  J 

tj.  funkcije  p i 'ф  su  neprekidne.  > 

350.  Neka  je  funkcija  / definisana  i ograničena  na  segmentu  [a,  b\. 
Dokazati  da  su  funkcije  m i M definisane  sa 

m(x)  = inf  {/  (£)}  i M(x)=  sup  {/  (0} 
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neprekidne  sleva  na  [a,6], 

< Pošto  je  funkcija  / ograničena,  to  su  i funkcije  m i M ograničene;  pri 
tom  m opada,  a M raste  na  [a,6J.  Neka  xq  б]а,  b\.  Tada  je  m{x)  > m{x o) 
za  х < xq. 

Sledi,  postoji  konačan  limes  lim  m (х) , pri  čemu  je 

ЗЈ  “0 

m,(xo-0)=  lim  m(x)  = inf  {/  (0}  = m (^o) , 

ж—>жо— 0 а<£<ссо 

što  znači  neprekidnost  sleva  funkcije  m u tačld  xq. 

Ako  хо  €]а,  6],  to  je  M (х)  < M (xq)  za  х < a;0;  Zato  postoji  konačan 
limes  lim  M (х) , pri  čemu  je 

X~ »Жо 


M (xq  — 0)  = lim  M (х)  = sup  {/  (£)}  = M (xQ) , 
x 2:0  u a<£<xo 

tj.  M je  neprekidna  sleva  u tački  xq.  > 

351.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / neprekidna  na  razmaku  a < х < +oo 
i postoji  konačan  limes  lim  / (х) , onda  je  funkcija  / na  tom  razmaku 

cc— »-fco 

ogi*aničena. 

< Neka  je  ^ / (х)  = A.  Tada  za  Ve  > 03 E > 0 tako  da  je  za 
Ух  > E : \f  (х)  — A\  < e,  odakle  sledi,  da  je  za  Ух  > E : |/  (ж)|  < |Л|  + e. 

Označimo  M = max  < \A\  + e,  sup  {/  (z)}  l , to  je  |/  (ж)|  < M za  Vz  > 

а<х<£?  J 

a.  > 

352.  Neka  je  funkcija  / neprekidna  i ograničena  na  intervalu  ]ж0,  +oo[. 
Dokazati,  da  za  svaki  broj  T.  postoji  niz  xn  — > +oo,  takav  da  je 

(/  (Xn  + т)  ~ f (xn))  = 0- 

< Neka  je  T > 0 proizvoljno.  Razmotrimo  razliku  / (х  + T)  — / (х) . Dva 
slučaja  su  moguća: 

1)  postoji  konačan  broj  х'  > ж0  takav,  da  razlika  f(x  + T)-f  (х)  ima 
stalan  znak  za  sve  x>x'\ 

2)  za  proizvoljno  E > xq  postoji  х*  > E tako  da  je  / (ж*  + T)  - 
f (ж*)  = 0.  U prvom  slučaju  niz  / (х'  + nT)  je  monoton,  a zbog  ograničenosti 
postoji  konačan  limes  lim  / (х'  + nT)  = l,i  ispunjeno  je 

n— >co 

ti^(f  (*'  + (n+l)T)  - f (х'  + nT))  = 1-1  = 0, 
pri  čemu  je  xn  = х'  + nT  ->  +oo  kad  n -»  oo. 
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U drugom  slučaju  postoji  beskonačan  niz  xn  vrednosti  х (x>  xq)  , takav 
da  xn  -*  +oo  kad  n — > oo  i / (xn  + T)  - / ( xn ) = 0,  tj. 

lim  (/  (xn  + T)  - / (xn))  = 0. 

п — >oo 

Slučaj,  kada  je  T < 0,  smenom  х + Т = t svodi  se  na  već  razmatrani.  ► 
353.  Neka  su  <p  i ф neprekidne  periodične  funkcije  sa  periodima  redom  T 
i t (T  > 0,  t > 0)  definisane  za  — oo  < х < +oo,  i lim  (<p  (х)  — ф (х))  = 0. 

4 7 CC-++00 

Dokazati,  da  je  <p(x)  = ф (х) . 

■4  Iz  uslova:  lim  (<p  (х)  — ф (х))  = 0 sledi: 

х— >+oo 

Ve  > 0 3 M >0  Va;  G M (х  > M +>  \<p  (х)  - ф (ж)|  < | ј . 

Dokažimo  da  је  Т period  i funkcije  ф.  Stvarno,  Vx  G M 3 k€.Z  x + kt>  M 
i onda  je 

L = Џ (х + T)  — -ф  (x)\  — \ip  (х + kt  + T)  — гр(х  + fct)| 

= \ip  (х  + kt)  — ip  (х  + kt)  + ф (х  + kt  + T)  — <p  (х  + kt  + T)  | 

< \<p(x  + kt)  -ф(к  + kt) | + | <p(x  + kt  + T)  -ф(х  + Н + Т)\ 


Znači,  (Ve  > 0)  | ф(х  + Т)-ф  (x)|  < e tj.  ф (х  + T)  - ф (х)  = 0 za  Мх  G Ж, 
odnosno,  Т је  period  funkcije  ф.  Како  је  ispunjeno  i Vx  G М 3 m G Z : 
х + тпТ  > M to  je 

| <p  (х)  - ф (x)|  = \<p  (х  + mT)  -ф(х  + mT)\  < |, 
tj.  za  svako  realno  х važi: 

\<р(х)-ф(х)\  < |, 

odakle  sleduje  da  je  <p  (х)  — ф (х)  = 0,  odnosno  <p  (х)  = ф (х)  za  sve  х G M. 

► 

354.  Dokazati,  da  su  sve  tačke  prekida  ograničene  monotone  funkcije  / 
prekidi  prve  vrste. 

< . Neka  je  xq  tačka  prekida  rastuće  ograničene  funkcije  /.  Tada,  za 
х < хо,  postoji 

lim  f(x)  = f(x0-  0) . 

x—>xq—G 


I 
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Analogno,  ako  je  х > x0,  to  postoji 


lim  / (х) 

x~ *жо+0 


/ (хо  + 0) . 


gde  su  zbog  ograničenosti  funkcije,  oba  limesa  konačna.  Kako  je  zatim 
/ (xo  - 0)  ф f (x0  + 0)  (x0  je  prekid),  to  je  x0  prekid  prve  vrste.  > 

355.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / defmisana  i monotona  na  segmentu 
[a,6]  i ако  postiže  (uzima)  sve  brojne  vrednosti  između  f (a)  i f (b) , to  je 
funkcija  / neprekidna. 

< Pretpostavimo  suprotno,  tj.  da  postoji  tačka  prekida  x0  e [a,6] 
funkcije  /.  Na  osnovu  prethodnog  primera  x0  je  prekid  prve  vrste,  pa  funkcija 
/ ne  može  uzimati  vrednosti  između  f(xo-0)if  (x0  + 0) , što  protivureči 
uslovu  zadatka.  To  je  i dokaz  tvrđenja.  > 

356.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / neprekidna  na  intervalu  ]a,  b[  i ако 
su  xi,X2,  ...,xn  proizvoljne  tačke  tog  intervala,  to  među  njima  postoji  takav 
broj  /,  da  bude 


/ (£)  = I (/  (Xl)  + / (X2)  + ...  + / (Xn)) . 

< Neka  je  тп  ^пт^  {/  «} , M = max  {/  (ж)}  . Tada  je 

m < \ (f  (^i)  + / (^)  + •••  + / (xn))  < M. 

Prema  Košijevoj  teoremi  (3°)  , €]а,б[  tako  da  je 

= (/  Od)  + / ( x2 ) + •••  + / (xn)) . > 

357.  Neka  je  / neprekidna  funkcija  na  }a,b[  i l =lim  f (х) , L =hm 

/ (х) . Dokazati  da  za  proizvoljni  broj  Л € [l,L],  postoji  niz  xn  koji  teži  ka 
а,  kad  n — > oo,  tako  da  je  lim  / (xn)  = Л. 

◄ Ako  je  Л = l ili  Л = L,  to  je  tvrđenje  očigledno.  Ako  Л E]l,L[,  to 
postoje  nizovi  x'n  i xn  koji  konvergiraju  ka  а i takvi  da  je  lim  / (x'n)  = l i 

f (xn)  = L-  Izaberimo  N tako  da  je  za  sve  n > N ispunjeno:  / (x'n)  < 

^ < f (xn)  • Sada  prema  Košijevoj  teoremi  (3°)  za  svako  n>  N postoji  xn 
koji  je  između  < i < i takvo  da  je  / (xn)  = Л;  sledi  Ит  / (xn)  = Л,  i pri 

п — KX> 

tom  xn  — > а,  јег  x'n  —>  a i а,  kad  n — > oo.  Џ 
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1.7  Inverzna  funkcija 


Funkcije  zadate  parametarski 


1°  Egzistencija  i neprekidnost  inverzne  funkcije.  Ako  je  funkcija 
у = / (ж)  definisana  i neprekidna  na  intervalu  ]a,  6[  i monotona  u strogom 
smislu  na  tom  intervalu,  onda  postoji  inverzna  funkcija  х = /_1  (у) , defin- 
isana,  neprekidna  i monotona  u strogom  smislu  (isti  tip  monotonosti  kao  / 
) na  intervaiu \A,B[,  gde  je  A = lim  / (х)  i B = lim  / (х) . 

J 5c~>a+0  х — >o-—0 

Pod  neprekidnom  granom  inverzne  funkcije  date  neprekidne  funkcije 
у = f (х)  podrazumeva  se  proizvoljna  neprekidna  funkcija  х = g(y) , defin- 
isana  u maksimainoj  oblasti  svog  postojanja  i која  u toj  oblasti  zadovoljava 
jednačinu  f(g(y))=y- 

2°  Neprekidnost  funkcije  zadate  parametarski.  Ako  su  funkcije 
ip  i ф definisane  i neprekidne  na  intervalu  ]a,f. 3[i  ako  je  funkcija  ip  strogo 
monotona  na  tom  intervalu,  to  sistem  jednačina 

x = <p(t),  y = ip(t) 


definiše  у kao  neprekidnu  funkciju  od  х : 

У = Ф (^1  (^)) 

na  intervalu  )a,  b[,  gde  je  a = lim  ip(t)  ib  = lim  ip  (t) . 

t— »a-fO  t— ф— 0 

3°  Rešeni  zadaci. 

358.  Naći  inverznu  funkciju  razlomljene  linearne  funkcije 


y — (ad  -bc^  0) . 

cx  + d 

U kom  slučaju  je  inverzna  jednaka  polaznoj  funkciji? 
< Ako  funkciju  predstavimo  u obliku 


a 

— [_ 
c 


b ad 

c ? 

* + i ’ 


с-ф  0, 


to  se  lako  uveravamo,  da  у strogo  raste  i da  je  neprekidna  funkcija  za  — oo  < 
х < — - i — - < х < +oo.  Sledi,  postoji  inverzna  funkcija,  takođe  monotona 

C C r 

i neprekidna.  Neka  je  ~oo  < х < pošto  je 


ax  + b 

lim  

х^—оо  сх  + d 


a . 

- i 

c 


ax  + b 

lmi  : 

o crc  + a 


— oo,  — ad  + c2b  > 0; 
+oo.  — ad  + c2b  < 0. 
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to  inverzna  funkcija  postoji  na  intervalu  ] - oo,  f]  ili  na  intervalu  ]f , +oo[. 
Ako  je  — f < х < +oo,  to,  zbog 


ax  + b 

nm  

a;^_d+0  сх  + d 


+oo,  — ad  + c?b  > 0; 
— oo,  — ad  + c2b  < 0, 


ax  + b a 

lim  = — . 

х— >+oo  сх  + d c' 

inverzna  funkcija  postoji  na  jednom  od  intervala  ]f , +oo[  ili  ] - oo,  f [.  Sledi, 
inverzna  funkcija  postoji,  ako  je  -oo  <y<fif<y<  +oo.  Rešavanjem 

jednačine  у = nalazimo  da  je  х = , pri  čemu,  za  -d  = a,  inverzna 

funkcija  se  poklapa  sa  datom.  ► 

359.  Naći  inverznu  funkciju  х = х (у)  funkcije  у = х + [х]. 

< Funkcija  је  neprekidna  i strogo  monotona  za  n < x < n + 1,  n € Z, 
zato  postoji  inverzna  funkcija,  monotona  i neprekidna  na  intervalu  [An,B[, 
gde  je 

An  = у (n)  = 2n,  B = lim  (х  + [ж])  = 2n  + 1. 

х— >n4-l—0 

Neka  je  n < х < n + 1.  Tada,  smenom  х = n + t,  0 < t < 1,  dobijamo 
у = x+[x]  = n + t + n.  Odavde  nalazimo,  da  je  n + t = у — n,  tj.  х = y — n, 
gde  je  2n  < у < 2n  + 1,  n G Z.  ► 

360.  Pokazati,  da  postoji  jedinstvena  neprekidna  funkcija  у =-y(x) 
( oo  < X < +oo) , koja  zadovoljava  Keplerovu  jednačinu  у — esmy  = х 
(0  < e < 1) . 

< Neka  je  yi  < у2- Tada  je 


X2  — Xi 


= У2-У1-6  (sin У2  - sin yi) 

п[У2-У1  _ У2+У1  . У2-У1\  ^ „ 

2(— r~ j >0, 


jer  je 


.1<есо8Уф1<пУ=Ш 


sin’++->0,  tj. 


x(y)  je  strogo  rastuća  funkcija.  A pošto  je  x(y)  neprekidna,  onda  pos- 
toji  'jedinstvena  neprekidna  funkcija  у — y(x) , koja  zadovoljava  Keplerovu 
jednačinu.  Iz  toga  što  je 


lim  (у  £ sin у)  = oo,  lim  (у  — esiny)  = +oo, 

X — > — СХ)  х — >+oo 


sledi,  funkcija  у = у (х)  je  definisana  za  — oo  < х < +oo.  ► 
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361.  Pokazati,  da  jednačina  cot  х — кх  za  svako  realno  k,  ima  u intervalu 
0 < х < 7Г  jedinstveno  neprekidno  rešenje  x — x{k). 

4 Pokažimo,  da  je  funkcija  k = strogo  opadajuća  na  0 < х < тт. 
Za  0 < х < § to  je  očigledno.  Neka  je^<x<7ri/i>0  takvo,  da  je 
х + h < 7г;  tada  se  lako  pokazuje  da  je 


L = 


cot  ( х + h)  cot  х 

x + h х 

f + cos  х sin  (х  + h)  \ < 0. 

(х2  + hx)  sin  х sin  (х  + h)  \ h J 


Zaista, 


(х2  + hx)  sin  х sin  (х  + h) 


< 0,  a 


lim  +cosxsin(x  + h))  = х + cos х sin х = ^ (2x + sin2x)  > 0. 

h-^+o  \ h J z 

Nataj  način,  naintervalu  — oo  < k < +oo  postoji  jedinstvenaneprekidna 

funkcija  х = х (k)  : interval  za  k određen  je  jednalcostima: 


cota;  cotx 

lim  = +oo,  lnn  

х— >+0  X ж— >7Г— 0 X 


-CO.  > 


362.  Može  li  monotona  funkcija  у = / (ж)  (— oo  <x  < +oo)  da  ima 
inverznu  funkciju?  Anaiizirati  primer: 


f xi  a 
\ -х, 


х G Q; 
xEl. 


< Može,  ako  jednačina  у — f (х)  za  svako  fiksirano  у e]  — oo,+oo[ 
ima  jedinstveno  rešenje.  Navedeni  primer  ima  to  svojstvo;  inverzna  funkcija 
glasi 

/ у,  у e Q; 

х = < > 

\ -у,  уЕ  I 

363.  U kom  slučaju  funkcija  у = f (х)  i njena  inverzna  funkcija  х = 
/_1  (у)  određuju  istu  funkciju? 

Očigledno,  data  i inverzna  funkcija  su  iste,  ako  je 

/ (^)  = Г1  (x)  ■ 

Ali,  pošto  je  / (/“1  (х))  = х,  to  poslednji  uslov  dobija  oblik: 

f(f(x))  = x.  > 
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364.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / definisana  i strogo  monotona  na 
segmentu  [a,  b]  i lim  f (xn)  = f (a)  (a  < xn  < b) , to  je  lim  xn  = a. 

п — >oo  n — >co 

< Jasno,  funkcija  / je  ograničena.'  Neka  je  na  primer,  у = / (ж)  strogo 
rastuća  na  [a,  6].  Tada  postoji  inverzna  funkcija  х — f~ 1 (у)  takođe  ograničena 
i strogo  rastuća.  Sleduje,  postoji  konačan  limes 


lim  х = 

f(xn)-*f(a) 


lim 

f(zn)-*f(a) 


f 1 (/(*))  = “ 0- 


Očigledno,  ao  = a.  jer  ako  je  ao  > a,  to  je  уо  = / (&o)  > / (&) , što 
protivureči  tome  da  je  lim  / (жп)  — / (a) . > 

71 — >00 

Za  sledeće  funkcije,  odrediti  neprekidne  grane  inverzne  funkcije: 

365.  у = a;2. 

^ Funkcija  je  neprekidna  na  —oo  < х < +oo.  strogo  opada  na  ] — oo.  0] 
i strogo  raste  na  [0, +oo[.  Zato,  na  svakom  od  intervala  postoji  inverzna 
funkcija.  Pošto  je 

lim  х2  = +oo,  lim  х2  = 0;  lim  х2  = 0;  lim  х2  = +co, 

х — OO  X — Г — 0 х — >+0  cc — >+oo 


to  je  х = —у/у  (0  < у < +oo)  i х = +^/y  (0  < у < +oo) . > 

366.  у = sinrr. 

< S obzirom  da  je  funkcija  neprekidna  i monotona  na  svakom  od  raz- 
maka  —f  + ктг  < х < j + /с7г3  k G Z,  to  na  svakom  od  njih  postoji 
neprekidna  inverzna  funkcija  /““1  (у)  , a pošto  je  lim  sin х = (— l)k+1 

ж— ~+/гтг+0 

i lim  sina;  = (— l)k  , to  /“1  (у)  postoji  na  segmentu  [— 1, 1].  Rešavan- 

x—>% +ктг-0 

jem  jednačine  у = sina;,  sledi  х = (— l)fc  arcsin у + /стг,  k € Z,  — 1 < у < 1. 


367.  Dokazati,  da  je  skup  vrednosti  neprekidne  funkcije  у = 1 + sinrr, 
definisane  za  0 < х < 2тг,  segment. 

O Data  funkcija  je  monotona  i neprekidna  na  segmentu  [f,  i lim 

3?  ^ "2 

(1  + sinz)  = 2;  lim  (1  + sin х)  = 0;  zato  postoji  neprekidna  inverzna 
1—^-0 

funkcija  х = /-1  (у) , definisana  na  segmentu  [0, 2].  > 

368.  Dokazati  jednakost 


arcsin  х + arccos  х = 


7Г 

2' 


7l 

2 


< arcsin  х + arccos  ж < 


37Г 

T’ 


Imamo, 
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s druge  strane, 

sin  (arcsina;  + arccos  х)  = х2  + y/l  — ж2  \/l  — ж2  = 1. 

Odavde  sleduje,  da  je 

7Г 

arcsm  a;  + arccos  х — — + z/c7r, 

a kako  je  nejednakost  -f  < f + 2fc?r  < Џ moguća  samo  za  k = 0,  to  je 
jednakost  dokazana.  > 

369.  Dokazati  jednakost 

1 7Г  / / n\ 

arctana;  + arctan  — = —sgnx  [х  + UJ . 
х z 


•<a  Očigledno,  da  je 


-7Г  < arctan  х + arctan  — < тг,  i 

х 


(1) 


A 


sin  ( arctan  х + arctan  — 

V ж 

sin  (arctan'z)  • cos  ^arctan  ^ + cos  (arctan  х)  sin  ^arctan  — 

х 1 1 ж 


VT 


xn 


X 


1*1 


+ 


уТ+х1  уГ+Ј 

1,  х > 0; 

—1,  х < 0. 


1 + X2  (1  + X2)  X 

Na  taj  način  je 

arctanx  + arctan  — = (— l)k  —sgnx  + кж,  (х  ф 0) . 
х z 

Uzimajući  u obzir  (1),  zaključujemo  da  je  k = 0,  čime  je  data  jednakost  u 
potpunosti  dokazana.  џ- 

370.  Dokazati  teoremu  sabiranja  arkustangensa 

х + у 

arctan  х + arctan  у = arctan  b £7Г, 

1-ху 

gde  je  e = e (х,  у ) funkcija,  koja  uzrma  jednu  od  tri  vrednost:  —1, 0, 1. 
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Za  koje  vrednosti  у pri  datoj  vrednosti  х je  funkcija  e prekidna?  Nacrtati 
u ravni  хОу  oblasti  neprelddnosti  funkcije  e i odrediti  vrednost  te  funkcije 
u dobijenim  oblastima. 

< Imamo,  tan  (arctanrr  + arctanj/)  = i tan  ^arctan 
zato  je 

arctan  х + arctanu  = arctan  JL—M. -p  £Ћ  (1) 

1 — ху  w 


gde  je  £г  ceo  broj.  Pošto  je 

i i x + у 

arctan  х + arctan  y\  = arctan  b еж  < тс, 

1-ху 

a arctan  < f , to  e može  uzimati  samo  tri  vrednosti  —1, 0, 1.  Uziman- 
jem  kosinusa  leve  i desne  strane  jednakosti  (1),  dobijamo 


COS  £7Г, 


gde  je 


COS  £7Г 


1-ху 


'(1  + Ж2)(1  + У2)  _ Г 1,  ху  < 1; 


\l-xy\ 


-1,  ху  > 1. 


Sledi,  funkcija  e = e (x,y)  ima  prekid,  ako  je  у = А,  gde  je  х fiksiran  broj. 
Primetimo,  da  ako  je  ху  < 1,  to  je  e = 0,  a za  ху  > 1 je  e = ±1  (jer  e može 
uzimati  samo  tri  vrednosti:  —1, 0, 1).  Neka  je  ху  > 1 i х > 0.  Tada  у > 0 
i arctan  х > 0,  arctan  у > 0,  a arctan^^  < 0,  U jednakosti  (1)  sleva  stoji 
neprekidna  pozitivna  funkcija,  sledi,  i zdesna  stoji  pozitivna  funkcija,  i zato 
je  £7Г  > 0,  tj.  £ = +1. 

Analogno,  ako  je  ху  > 1 i х < 0 (у  < 0) , to  je  e = —1  (sl.74).  ► 


sl.  74 
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371.  Naći  funkciju  у = y(x).  datu  parametarski  х = arctant,  у = 
arccot  t (— oo  < t < +oo) . U kojoj  oblasti  je  definisana  ta  funkcija. 

•4  Funkcije  t arctan  t i t arccott  su  neprekidne  na  celoj  osi  i 

t >— > arctant  je  strogo  monotona,  zato  sistem  definiše  у kao  rieprekidnu 
funkciju  od  х.  pri  čemu  je 


у = arccot  (tana;)  = arccot  ^cot  — хјј  = 


7Г 

2 


х , 


za  |ж|  < f , jer  je 


lim  arctant  = — — , lim  arctant  = +— . > 

t->- co  2 t-H-oo  2 


372.  Neka  je  х = cosht,  у = sinht  (— oo  < t < +oo) . 

U kojim  se  oblastima  parametra  t promenljiva  у može  razmatrati  kao 
funkcija  od  х ? Za  dobijene  oblasti,  odrediti  izraz  za  у. 

■4  Obe  funkcije  su  neprekidne  za  sve  vrednosti  parametra  t.  Druga  funkcija 
strogo  opada  za  —oo  < t < 0 a strogo  raste  ako  je  0 < t < +oo.  zato  je  u tim 
oblastima  у funkcija  od  х.  A pošto  je  cosh2 1 — sinh2 1 = 1,  to  je  ж2  — у2  = 1 
i у = \/x2  — 1,  у = — \/а;2  — 1,  pri  čemu  je  u oba  slučaja  1 < х < +oo,  jer 
cosht  — > 1 kad  t — » 0 i cosht  — > +oo  kad  t — > ±oo.  > 

373.  Odrediti  potreban  i dovoljan  uslov  da  sistem  jednačina  х = ip  (t) . 
у =/ф  (t)  (a  <t  < /3)  određuje  у kao  jednoznačnu  funkciju  od  х? 

■ 4 Neka  sistem  određuje  у kao  funkciju  od  х,  i neka  sul'ih  respektivno 
skupovi  vrednosti  х i у,  ako  je  a < t < /3. 

Neka  je  xq  E X proizvoljno  i уо  6 Y njemu  odgovarajuće.  Zato  za 
sve  vrednosti  t,  koje  zadovoljavaju  jednačinu _xq  = ip  (t) , funkcija  ф (t)  uz- 
ima  konstantnu  vrednost,  jednaku  уа-  Lako  se  uveravamo  da  je  taj  uslov  i 
dovoljan. 

Neka  je  za  proizvoljno  fiksirano  xq  i za  sva  rešenja  t б]а,  (3{  funkcija  Џ (t) 
konstantna  i jednaka  уо-  To  znači  da  se  svakom  xq  € X dodeljuje  jedinstveno 
уо  £ Y,  tj.  sistem  određuje  у kao  funkciju  od  х.  > 

374.  Pod  kojim  uslovom  dva  sistema  jednačina 

х = (p  (t) , у = ф (t)  (a  <t  <b) 
х = ц>(х(т)),  у = ip(x(t))  (a  <т  < (3) 

određuju  jednu  istu  funkciju  у = у (х)? 

◄ Sistem  određuje  jednu  istu  funkciju  у = y(x) , ako  jednakim  vrednos- 
tima  х odgovaraju  jednake  vrednosti  у.  Ali,  jednakost  vrednosti  х u sistemu, 
obezbeđuje  jednakost  argumenata  t i % (f)  i poklapanje  (jednakost)  oblasti 
njihovih  promena,  jer  ako  je  t = х(т) , pri  čemu  je  a < t = %(т)  < b za 
a < т < f3,  to  sistem  određuje  jednu  istu  funkciju.  > 
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1.8  Ravnomerna  neprekidnost 

1°  Deflnicija  ravnomerne  neprekidnosti.  Funkcija  / naziva  se 
ravnomerno  neprekidnom  na  datom  skupu  (intervalu,  segmentu,...)  X = 
{ж},  ako  je  / definisana  na  X i ako  za  svako  e > 0 postoji  takvo  б = б (e)  > 0, 
da  za  bilo  koje  dve  vrednosti  x',x"  6 X iz  nejednakosti  \х'  — x"\  < б sleduje 
nejednakost  |/  (x!)  — f (x")\  < e. 

2°  Kantorova  teorema.  Funkcija  / definisana  i neprekidna  na  seg- 
mentu  [a,6],  ravnomerno  je  neprekidna  na  tom  segmentu. 

3°  Rešeni  zadaci. 

375.  Pokazati,  da  je  funkcija  / (х)  = ± neprekidna  na  intervalu  ]0, 1[, 
ali  nije  na  njemu  ravnomerno  neprekidna. 

< Data  funkcija  je  elementarna,  zato  je  neprekidna  u oblasti  defin- 

isanosti.  Pokažimo  da  ona  nije  ravnomerno  neprekidna  na  intervalu  ]0,1[. 
Neka  je  x'n  = x'f  = П_^2Е’  n > 1-  Tada  je  \xn  — xn\  — n(n^_2 ey  0 

n — * oo,  a istovremeno  je 

|/  (x'n)  - f (xn)  | = |n  - n - 2e|  = 2e  > e,  Ve  > 0, 

sleduje,  funkcija  nije  ravnomerno  neprekidna  na  ]0,1[.  > 

376.  Pokazati,  da  je  funkcija  / (х)  = sinf  neprekidna  i ograničena  u 
intervalu  ]0, 1[,  ali  nije  na  njemu  ravnomerno  neprekidna. 

< Ograničenost  je  očigledna,  a neprekidnost  sleduje  iz  toga,  što  su 
funkcije  х * i у siny  neprekidne  u oblasti  definisanosti. 

Neka  je  < = < = а^Г,  n > 1.  Tada  je  \x'n  -<|  = 0 

kad  n — > oo,  a u isto  vreme  je  |/  (rnn)  — / (rcn)|  = 1 > e za  Ve  €]0, 1[.  Znači, 
funkcija  / nije  ravnomerno  neprekidna.  > 

377.  Pokazati,  da  je  funkcija  ./  (х)  = sinx2  neprekidna  i ograničena  na 
beskonačnom  intervalu  — oo  < х < +oo,  ali  nije  ravnomerno  neprekidna  na 
tom  intervalu. 

< Ograničenost  i neprekidnost  su  očigledni,  a ravnomerna  neprekidnost 
izostaje,  jer  je 

|/  (xn)  ~ f (xn)  | = 1 > e (Ve  XD 

gde  je  xn  = V rm , x"n  = ^Јптх  + f , i |rcn  — xn\  = —j=^j==  — * 0 kad 
n — » oo.  ► 

378.  Dokazati,  da  ako  je  gunkcija  / definisana  i neprekidna  u oblasti 
a < х < +oo  i ako  postoji  lim  / (х) , to  je  / ravnomerno  neprekidna  u 

х— >+oo 

toj  oblasti. 
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■4  Iz  postojanja  limesa  sleduje,  da  za  svako  e > 0 postoji  E = E(e) 
takvo  da  je  |/  ( х ')  — f {x")\  < e kad  god  je  x',x"  > E. 

Fiksirajmo  takav  broj  E.  Iz  neprekidnosti  funkcije  na  segmentu  [a,  E]  sle- 
duje  пјепа  ravnomerna  neprekidnost  (Kantorova  teorema)  tj.  za  proizvoljno 
e > 0 postoji  б = б (e)  tako  da  je 

|/  (х')  - / (х")  | < e,  Vrr',  х"  6 [a,  E], 

ako  je  \х'  — x"\  < б.  S obzirom  da  je  nejednakost  |/  {х')  — / (ж")|  < e tačna 
za  Ух',х"  > E,  to  je  ona  tačna  i za  Ух',х"  > a,  koji  ispunjavaju  nejed- 
nakost  \х'  — x"\  < б,  što  znači  ravnomernu  neprekidnost  funlccije  / na  skupu 
[a, +oo[.  E> 

379.  Pokazati,  da  je  neograničena  funkcija  / (ж)  = ж+sina;  ravnomerno 
neprekidna  na  celoj  brojnoj  osi. 

-4  Za  proizvoljno  e > 0,  imamo 

R = |/  ( х ')  — / (х")  | = \х'  — х"  — (sin х'  — sinx")  | 

rp!  rp!  _l_  rr>H 

I*  •/  I _ . Ju  «Х/  _ I # //  I 

ж - (Г  | + 2 sm  — - — * cos  — “ — < 2 \x  — х | < £ 

za  sve  ж',  ж",  koji  zadovoljavaju  nejednakost  \х'  — x"\  < 5 = f . ► 

380.  Da  li  je  ravnomerno  neprekidna  funkcija  / (х)  — х2  : 
a)  na  intervalu  ]—/,/[,  gde  je  / proizvoljni  realan  broj; 
b)  na  intervalu  ]— oo,  +oo[? 

■4  a)  Na  intervalu]— Z,/[funkcijajeravnomernoneprekidna,  jer  zasvako 
e > 0 imamo 

|/  (х')  - f (х")  | = |ж'2  - ж"2|  = \х'  + х"\  • \х'  - х"\  < 21  \х'  -х"\<е 
za  \х'  — х"\  < = 5(е) . 

b)  Ftmkcija  nije  ravnomerno  neprekidna,  jer  za  х'  = n + ^ i х"  = n 
imamo  \х'  — m"|  = ^ — > 0,  kad  n — > oo,  a |/  (х1)  — / (х") \ = |n2  + 2 + 4*  — n2 
2 + ^.>2>ezaVe<2.  ► 

Ispitati  ravnomernu  neprekidnost  u zadatim  oblastima  sledećih 
funkcija: 

381.  / (х)  = (-1  < ж < 1) . 

< Funkcija  je  ravnomerno  neprekidna  po  Kantorovoj  teoremi  2°.  ► 

382.  / (х)  = 1пж  (0  < ж < 1) . 

<1  Funkcija  nije  ravnomerno  neprekidna,  jer  za  x'n  = e~n,  ж"  = e_n_1, 
K - x'h\  = -»  o kad  n -*  oo,  a |/«)  -/«)|  = |-n  + n + 1]  = 1 > 

e za  Ve  € ]0, 1[.  ► 
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383.  f (х)  = (o  < х < тг) . 

■4  Uzmimo  funkciju:  F (х)  — f (х)  za.  0 < х < тг-,  F (0)  = 1;  F (i т ) = 0. 
Pošto  je  funkcija  F neprekidna  na  segmentu  [0, 7r] , to  je  po  Kantorovoj 
teoremi,  ona  ravnomerno  neprekidna  na  tom  segmentu,  dakle  i na  intervalu 
]0,7г[.  > 

384.  / (ж)  = ex  cos  L (0  < х < 7r) . 

◄ Uzmimo  nizove  x'n  = ^ i х"  = (2+y^;  tada  je  |<  -<|  = 

2n(2ii+I)P  0 kad  ra  ->  oo,  a |/  (жЈЈ  - / «)|  = +e(2"+1>*  > 2.  Sleduje, 

funkcija  nije  ravnomerno  neprekidna.  > 

385.  / (х)  = arctana:  (— oo  < х < +oo) . 

◄ Funkcija  je  ravnomerno  neprekidna,  jer  je  (primer  370) 


I arctan  х'  — arctana/'l  = 


arctan 


х'  - х" 
1 + x'x" 


< 


X 


X 


1 + x'x" 


< \x'-x"\  <e 


ako  je  la;'  — x”\  < б = e,  х' ,x"  > 0.  ► 

386.  /( x)  = Jx  (1  < a;  < +oo) . 

< Ravnomerna  neprekidnost  sleduje  iz  toga  što  je 


/ (х')  - f (х") 


\ć_  - ж;/| 
Vx'  + у/х" 


< \x'-x"\ 


<£, 


ako  je  |х'  — x"|  < б = e.  > 

387.  / (х)  = xsinx  (0  < х < +oo) . 

< Neka  je  x'n  = птг  i x'f  = тпг  + tada  je  |a4  — ж"|  = ^ — > 0 kad 
ra  — * oo,  a 


/ K)  - / K)  I 


|sin  j П7Г  H — 
n 


птг  + 


n 


( — i)71  sin 


n 


ПЋ  + - 


П 


sm- 

~ Г 

71 


7Г 


kad  ra  — > oo.  Sleduje,  |/  (a;(J  - / (x")|  > 7Г  - e (0  < e < 7г)  za  Vra  > N (e)  i 
funkcija  nije  ravnomerno  neprekidna.  E> 

388.  Dokazati,  da  je  funkcija  / (ж)  = ravnomerno  neprekidna  na 
svakom  od  intervala  Ii  = ] — 1, 0[  i h = ]0, 1[  a nije  ravnomerno  neprekidna 
na  njihovoj  sumi  /i  + h = {%  ■ 0 < |x|  <1} . 

< Očigledno,  ako  je  / (х)  = х E I\  to  je  funkcija 


F(x)  = 


1,  х = 0; 
f(x),  0 < х < 1; 
sin  1,  х = 1 
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neprekidna  na  segmentu  [0, 1] ; zato  je  prema  Kantorovoj  teoremi  ona  na 
njemu  ravnomerno  neprekidna,  a sleduje  takva  je  i na  I\.  Ravnomerna 
neprekidnost  na  I2  pokazuje  se  slično. 

Funkcija  nije  ravnomerno  neprekidna  na  zbiru  intervala,  jer  za  bilo  koja 
dva  niza  x'n  -+  -0  i х"  ->  +0  imamo  da  \x'n  - ж"|  -»•  0,  a / (x'n)  — > / (-0)  = 
-1,  f (xn)  -»  / (+0)  = +1  kad  n ->  00.  Zato  je  |/  (xn)  - f (s")|  > 2 - a 
(0  < a < 2)  za  sve  n > N (a) , tj.  |/  (x'n)  - f (s")|  ne  može  biti  manje  od 
proizvoljnog  e(0<£<2  — a)  . > 

389.  Za e > 0 naći  б = б(е)  (bilo koje) , da zadovoljava uslov ravnomerne 
neprekidnosti  za  funkciju  / na  datom  razmaku,  ako  je: 

a)  / (х)  = 5s— 3 (-00  < х < +00) ; b)  / (х)  = x2-2x-l  (-2  < х < 5) ; 

c)  / (х)  = i (0, 1 < х < 1) ; d)  / (х)  = (0  < х < +00) , n 6 N 

e)  / (х)  = 2sinx  - coss  (-00  < х < +00) ; f)  / (х)  = ssin^  (х  ф 0)  i 
/ (0)  = 0 (0  < х < 7г) . 

< a)  |/  (х')  - f (x")\  = 5 \х'  - x"\  < e,  ako  je  \х'  - x"\  < f = б (e) . 

b)  Imamo 


I /М-/И1 


< 


\x'2  - 2х'  - 1 + х"2  + 2x"  + l| 

(х'  — х")2  + (х'  — х")  • 2 (х"  — l) 
\х'  -х"\2  + 8\х'  -х"\<£, 


ако  је  samo 


\х  — х 


с) 


I /м- /(**)!  = 


т v ~г 1 

c — 

4+ч/16 

i 

1 

\х'  - x"\ 

xf 

xn 

\xfxlf\ 

<i  = *W 


< 100  • \х'  — х" I < е, 


ако  је  |х'  - х"\  < ^ = б (е) . 

d)  Neka  је  е > 0 proizvoljno.  Ако  su  brojevi  х i у takvi  da  је 

0 < х < en,  0 < у < en,  (1) 

to  је  0 < tfx  < e,  0 < < e i onda  je  |s  — y\  < e”  = 5 (e) . Odavde  sledi, 

\f(x)-f(y)\  = |v^-  -^l  <e 

ako  je  |s  - y|  < en  = б (e) . Ako  (1)  nije  ispunjeno,  tj.  bar  jedan  od  brojeva 
х i у nije  manji  od  en,  to  je 

vV1”1  + \/ xn~2y  + ■ • • + \7yn— 1 > en  1 . 
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<^+<e 


Tada  je 

R(x,y)  = \f(x)-f  (y)\  = \\fc-  tfj\ 

\x-y  1 ^ 

v/a:n~1  + ^ У + ■ • • + \Јуп~г  ^ 

za  |ж  — y|  < en  = б (e) . 
e)  Imarno 

R — | / (х')  — / (х")  | = |2  (sma/  — sina;")  — (cosa:'  — cosx")  | 

a:'  — a:"  х'  + х"  . х'  — a:"  . a;'  + ж" 

4sin  — - — cos  — h 2 sm  — - — sm  — - — 


< 6 


sm  ■ 


х'  - х" 


< 3 |а/  — a:"|  < e.  za  \х'  — x"\  < | = <5  (e) 


f)  Neka  je  e > 0 (0  < e < 7г)  proizvoljno.  Na  segmentu  [0,  f ] iz  nejed- 
nakosti  \х'  - x"\  < § sleduje,  da  je  |/  (х1)  - f (ж")|  < § < e.  Na  segmentu 


L2> 


7Г 


•]  imamo 


R 


l/M -/(*")!  = 


, . i „ . i 

х sm  --  — х sm  — 
x!  xf! 


, 1 „ . 1 „ . 1 „ . 1 
х sm  — - х sm  — + х sm—  — x sm 


xf 


x! 


x! 


x!i 


< |x/  — rc//|* 

. 1 
sm  — 

+ х" 

X 

. х'  — х"  х1  + xn 
2 sm  г ; — cos 


2x!x!/ 


2x!xn 


< \xl  — ХП\  ч 7 \xf  — ХП\  < \x!  — X!!\  (l  + — ^ 


X' 


ako  je  \xf  - x!!\  < = б (e) . Na  taj  način  je 

5<£>  = min{f'3Ti 

390.  Na  lcoliko  međusobno  jednaldh  odsečaka  je  dovoljno  podeliti  seg- 
ment  [1, 10] , da  bi  oscilacija  funkcije  / (х)  = х2  na  svakom  od  tih  odsečaka 
bila  manja  od  0, 0001? 

< Za  proizvoljno  e > 0,  imamo 


1/М-/И1  = 


.»М  - llH-x"2|  = 

/ //  i 2 


(х'  - х")2  + 2x"  (х'  - х") 


< \х'  — х"\  +20  х'  — х"  < е, 
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ako  je 


I / // 

X — X 


< — 10  4”  л/10СГ+< 


10  + лДШТе  < 20  “ ‘ 


Podelimo  segment  [0, 10]  tačkama  xq  = l;®i;®2j  = 10  na  n jednakih 

delova.  Tada  je  njihova  dužina: 

9 

Д Xi  = Xi  — Xi- 1 = — (г  = 1, 2, n) . 

n 

Ako  na  svakom  od  odsečaka  [х»_1,  xi\  tačke  х\  i х"  izaberemo  tako,  da  bude 
Mi  = / (x'f)  = sup  {/  (х)}  , ТПг  = f {x'D  = inf  {/  (®)}  , 

a:€[ij-i,!Ei]  х€[ц-1,х4] 

onda  oscilacija  funkcije  / na  [ж,_1,Хј]  zadovoljava  nejednakost 


u>i  = Mi  — mi  < e. 

Tada  broj  n nalazimo  iz  uslova  Д ж,  = ^ = б,  odakle  se  dobija 

n > 180T1  = 18  • 105.  > 

391.  Dokazati  da  su  zbir  i proizvod  konačnog  broja  ograničenih  ravnomerno 
neprekidnih  funkcija  na  intervalu  }a,b[  ravnomerno  neprekidne  funkcije  na 
tom  intervalu. 

< Dovoljno  je  razmotriti  slučaj  dve  ravnomerne  neprekidne  funkcije  / 
i g.  U slučaju  zbira  nije  potrebna  pretpostavka  da  su  funkcije  ograničene. 
Saglasno  uslovu  imamo  da  za  svako  e > 0 postoji  <5i  (e) , takvo  da  je 

|/(x')-/(x")|<|Vx'.x”e]a,i,[  (1) 


za  koje  je  \х'  — x"\  < 

Zatim  Зб2  (e)  takvo  da  za  Vx',x"  6 ]a,6[  za  koje  je  \х'  -x"\  < б2,  bude 

\g  (x>)  ~9  (У')|  < (2) 

Ako  je  sada  \х'  — x"\  < б = min  (5i,  б2) , to  su  ispunjena  oba  uslova  (1)  i (2). 
Tada  ravnomerna  neprekidnost  zbira  sleduje  iz  nejednakosti 

R = | / (x‘)  + 9 (x’)  ~ f (XD  - 9 (x")  | 

< |/М-/И1  + кМ-И^)1<|+|  = е> 

koja  je  ispunjena  za  svako  х' , х"  6 ]a,  b[ , za  koje  je  \х'  — x"\  < б. 
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Ravnomerna  neprekidnost  proizvoda  proističe  iz  toga  što  je 

R = \f  (x')  9 (x')  ~ f (x")  9 (x")\ 

= |/  (x)  9 (xj  ~ f (x>)  9 (x")  + f (x>)  9 (x")  - / (x")  9 (x”)  | 

< | / (x>)  | • \g  (x>)  ~ 9 (x") | + 1 9 (x")  | • |/  (x>)  - / (*") | < + м|, 

za  \x!  — xll\  < б]  Ух',  xtl  E ]a,  б[  i L , M su  supremumi  funkcija  / i g na  ]a,  b{ . 

> 

392.  Dokazati,  da  ako  je  ograničena  monotona  funkcija  / neprekidna  na 
konačnom  ili  beskonačnom  intervalu  ]a5  6[  5 to  je  опа  ravnomerno  neprekidna 
na  tom  intervalu. 

< Iz  uslova  primera  sleduje,  da  postoje  konačni  limesi 

/ (a  + 0)  = lim  / (х)  i /(6-0)  = Um  /(ж). 

X— N2+0  Ж— >6™ 0 

Ako  su  a i b konačni,  to,  stavljajući  / (a)  = / (a  + 0)  i / (6)  = / (б  — 0) , 
dobijamo  neprekidnu  funkciju  / na  segmentu  [a56],  која  je  па  njemu  i 
ravnomerno  neprekidna  (2°)  a samim  tim  i na  intervalu  ]a,6[ . 

Ako  je  jedan  od  brojeva  a,6  ili  oba  ta  broja  jednak  ±oo,  onda  rasuđi- 
vanjem  kao  pri  rešavanju  primera  378,  imamo  da  je  funkcija  / ravnomerno 
neprekidna.  > 

393.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / ravnomerno  neprekidna  na  kon- 
ačnom  intervalu  ]a,  6[ , tada  postoje  limesi  A = lim  / (х)  i B = lim  / (х) . 

x~^a+ 0 х— >6—0 

Da  li  važi  isto  tvrđenje  za  beskonačni  interval  ]a,  b[? 

< Ako  je  / ravnomerno  neprekidna  na  ]a,6[,  to  za  Ve  > 0,3б  = б (e) 
talm  da  je 

|/  « ~ f (x")  I < e Vx/> x" e ]®i  bi » (i) 

za  koje  je  \xl  ~ xll\  < б.  Za  sve  х'  i xn  koji  zadovoljavaju  nejednakosti 

_ | / I б . гл  i //  I <5 

0<  — a|  < ™ i0<  \x  — а|  < “, 


imamo 

|a/  — x"\  = |ж  — а + а — xw|  < \х'  — а|  + \х"  — а|  < ^ ^ = <S;  (2) 

i pri  tom  važi  nejednakost  (1).  Sledi,  ispunjen  je  Košijev  uslov  postojanja 
limesa  kad  х — » а,  tj.  postoji  konačna  granična  vrednost  A =lim  / (х) . 

x—>a 

SUčno,  se  dokazuje  da  postoji  konačan  Umes  B =Um  / (х) . 

x~->b 
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Za  beslconačan  interval,  kao  što  pokazuje  primer  379,  navedena  teorema 
nije  tačna.  > 

394.  Dokazati,  da  bi  se  funkcija  /,  defirđsana  i neprekidna  na  konačnom 
intervalu  ]a,  b[ , mogla  neprekidno  produžiti  na  [a,  b] , potrebno  je  i dovoljno, 
da  funkcija  / bude  ravnomerno  neprelddna  na  intervalu  ]a,6[. 

< Neophodnost  sleduje  iz  prethodnog  zadatka.  Dovoljnost  proističe  iz 
toga  što  ako  postoje  konačni  limesi  A =^Kmo  f (х)  i B Um q f (х) , onda 

uzimajući  njih  za  vrednosti  frmkcije  / redom  u tačkama  a i b.  dobijamo  da 
je  funkcija  / neprekidna  na  [a,6] , tj.  da  je  / ravnomerno  neprekidna  na 
[a,  6]  (2°)  а samim  tim  i na  ]a,  6[  као  podskupu  od  [a,  6] . t> 

395.  Modulom  neprekidnosti  funkcije  / па  ]a,6[  naziva  se  funkcija 
(б)  = sup  |/  (mi)  - / (ж2)| , gde  su  xi,  x2  proizvoljne  tačke  iz  ]a,  6[ , povezane 

uslovom  \x2  — mi|  < б. 

Dokazati,  funkcija  / je  ravnomerno  neprekidna  na  ]a,  b[ , ako  i samo  ako 
je  uf  (б)  = 0. 

Neka  je  lim  t Of  ( б ) = 0.  Tada  za  svako  e > 0 36i  = б\  (e)  tako 

da  je  za  svaJko  б < б\  : tuf  ( б ) = sup  |/  (xi)  — / (хг)|  < Vxi,X2  6 ]a,6[  i 
jrci  - X2\  < б < бг,  a tada  je  tim  pre  |/  (zi)  - / (m2)|  < e Vx\,x2  £ ]a,b[  1 
\x\  — x2\  < б\,  tj.  / je  ravnomerno  neprekidna  na  ]a,  6[ . 

Obrnuto,  пека  je  / ravnomerno  neprekidna  na  ]a,  6[ , tj.  za  Ve  > 0 36  = 

б (e)  tako  da je  |/  (xi)  — f (m2)|  < £ Vxi,z2  6 ]a,6[,  akojesamo  \хг  - x2\  < 
б.  Zatim,  pri  tim  istim uslovima  za хг,х2  imamo us  (б)  = sup  |/  (®i)  - / (z2)|  < 

Д+о  ^ = °-  ^ 

396.  Odrediti  ocenu  modula  neprekidnosti  (prethodni  primer)  obhka 
cof  (б)  < сба , gde  sucia  konstante,  ako  je 

a)  / (х)  = ж3  (0  < х < 1) ; b)  / (х)  = (0  < х < а)  i (а  < х < +оо) 

с)  / (х)  — sin  х + cos  х (0  < х < 2ж) . 

< а) 

✓ 

bJf  (б)  = sup  |/  (xi)  - f (х2)\  = sup  |ж!  - х\  | 

= sup  (|xi  — Х2\  (х\  + Х\Х2  + ж2)) 

< 3sup  |xi  — ж2|  < 36, 

jer  је  |si  -х2|  < 6. 

b)  Neka  је  0 < х < а.  Slično  primeru  389,  d)  imamo  \y/x{-  V^|  < e 
za  Vx\,x2  € [0, a]  i |жх  — x2|  < £2  = 6 = 6 (e) , sledi, 

u)f  (б)  = sup  \y/x\  — л/хо\  < e = уГб. 
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Ako  je  a < х < +oo,  onda  za  |x’!  — х%\  < б imamo 

\хг  -X2\ 


= supiv^- v^|  = sup 


л/Х1  + у/Х2 


c)  Neka  je  za  \/х±,Х2  E [0,  2ћ\  i \xi  — ж2|  < б.  Tada 
Uf  (б)  = sup  jcos  Х\  +sinxi  — cosx2  ~~  sin  3?2 1 

~ sup 

|2sin 


Xi  - X2  Xi  + X2  0 . X\  X2  . Х1+Х2 

2 sm cos 2 sm sm 


= sup 


2 

Х1-Х2 


2 


2 2 

7Г  Xi  + X2 


< 2\/2  sup 


. Xi  — X2 

sm — - — 


< 2л/2  ■ — sup  \x\  — х^\  < у/2  ■ б.  > 

/ј 


1.9  Funkcionalne  jednačine 

397.  Dokazati,  da  je  linearna  homogena  funkcija  / ( х ) = ах.  gde  je 
a = / (1) , jedinstvena  neprekidna  funkcija  defmisana  na  celoj  brojnoj  osi 
koja  zadovoljava 

f(x  + y)  = f(x)  + f (у)  (1) 

za  sve  realne  brojeve  х i у. 

< Funkcija 

/ (х)  = ах  (2) 

zadovoljava  jednačinu  (1);  ostaje  da  pokažemo  jedinstvenost,  tj.  da  svaka 
druga  funkcija  / која  zadovoljava  (1)  ima  oblik  (2). 

Stavljajući  u (1)  у = х , dobijamo  / (2x)  = / (х)  + f (х)  = 2/  (х) ; dalje, 
indukcijom  ustanovljavamo,  da  je 

/ (пх)  = nf  (х) 

za  svaki  prirodan  broj  n.  Zamenjujući  u (3)  х sa  /,  imamo 

'GH'm- 


(3) 
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Neka  je  r proizvolj an  pozitivan  racionalan  broj,  tj.  r = 2,  gde  su  p i q 
prirodni  brojevi;  tada  je 

f (rx)  = f (^х)  = pf  (^х)  =Zf(x)  = rf  ( х ) . 

Stavimo  u (1)  у = х = 0,  dobijamo  / (0)  = 2/  (0) , dalde  / (0)  = 0.  Ako 
uzmemo  у = -ж.  iz  (1)  sledi,  da  je  / (0)  = / (ж)  +/  (— a?)  i / ( — sc)  = — / (ж) . 
Na  taj  načiiij  za  racionalne  negativne  brojeve  — r (r  > 0)  imamo  / (— гж)  = 
— / (rx)  = — rf  (х) . Sledi,  za  proizvoljan  racionalan  r broj  je  ispunjeno: 

/ (ra)  = rf  (: х ) . (4) 

Neka  je  na  kraju,  a proizvoljan  realan  broj.  Tada  postoji  niz  racionalnih 
brojeva  {rn}  takav,  da  je  lim  rn  = a:;  pri  tom  zbog  neprekidnosti  funkcije 

71— >00 

/ iz  jednakosti  / (rnx)  = rnf  (х) , posle  prelaska  na  limes  kad  n — » oo, 
dobijamo 

/ (ах)  = af  (х)  . (5) 

Pošto  za  х = 1 iz  (5)  nalazimo,  da  je  / (a)  = af  (1)  za  svako  a € M,  tj. 
/ (a;)  = xf  (1)  za  svako  х E M,  odakle  označavajući  / (1)  sa  a,  dobijamo  da 
je  / (ж)  = ах.  > 

398.  Dokazati,  da  je  monotona  funkcija  /,  koja  zadovoljava  jednačinu 
(1),  linearna  homogena  funkcija. 

< Očigleđno,  u uslovu  zadatka  se  pretpostavlja,  da  je  funkcija  / defin- 
isana  za  — oo  < х < +oo.  Neka  / raste.  Isto,  kao  u prethodnom  primeru, 
pokazujemo  da  je  / (0)  = 0 kao  i da  je  / homogena  funkcija  na  slcupu 
racionalnih  brojeva,  tj.  / (rx)  = rf  (х)  . 

Zbog  monotonosti  jeza— 

odakle  je  |/  (x)|  < ^/  (1) . Pretpostavimo  da  je  / (1)  > 0 i e > 0 proizvoljno; 
tada  3 N = N (e)  tako  da  je  za  Vn  > N 

za  V |x|  < - < -ff=  — б (e) ; odatle  je  lim  f (х)  = 0 = / (0) . Sledi,  funkcija 

71  J\*)  a;— >0 

/ je  neprekidna  u tački  х = 0.  Ako  je  / (1)  = 0,  to  je  / (х)  = 0 za  V \x\  < 
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a odatle  sledi,  da  je  / (х)  = 0 za  — oo  < х < +oo,  tj.  fimkcija  je  linearna 
homogena,  gde  je  a = 0.  A tada  je 


Hm  / (у)  = Ит  (f(x  + y)-f  (х))  = 0; 
2/-*0  2/ — >0 


na  taj  način  je  funkcija  / neprekidna  za  svalco  rc,  a to  prema  prethodnom 
primeru  znači  da  je  ona  linearna  homogena. 

399.  Dokazatij  da  je  funkcija  /,  koja  zadovoljava  jednačinu  (1)  i koja  je 
ograničena  u dovoljno  malom  intervalu  linearna  homogena. 

< Iz  jednalcosti  (1)  sledi  da  je  / (0)  = 0 i / ( rx ) = rf  ( х ) za  racionalne 
r i za  svako  х.  Nelca  je  xn  takav  proizvoljan  niz,  da  je  Ит  xn  = 0,  a rn  niz 

n— >oo 


racionalnih  brojeva,  koji  teži  ka  +oo  i takav  da  je  lim  {rnxn)  = 0,  xn  / 0, 

n — »oo 

rn  ф 0.  Za  nalaženje  niza  rn  dovoljno  je  na  primer  svakom  prirodnom  broju 

<rn  < 

tom  je  |/  (rnxn) | < M za  \/n.  Tada  je 


dodeliti  racionalan  broj  rn,  za  koji  je  ispunjeno: 


\f(Xn)\ 


\f(rnXn)\  < 


kad  n — > oo.  Sledi,  lim  / (xn)  = 0 = / (0) . Dakle,  / je  neprekidna  u tački 

n— нзо 

х = 0.  a tada  iz  relacije 

Нт  (f(x  + y)-f  (х))  = lim  / (у)  = 0 

У ^0  2/— *0 

sledi  neprekidnost  u proizvoljnoj  tačld,  što  povlači  za  sobom  (primer  397) 
hnearnost  i homogenost  funkcije  /.  ► 

400.  Dokazati,  da  je  eksponencijalna  funkcija  / (ж)  = аж,  gde  je  a = 
/ (1)  pozitivna  konstanta,  а ф 1.  jedinstvena  razhčita  od  nule  neprekidna 
funkcija  koja  za  sve  realne  х i у zadovoljava  jednačinu 


f(x  + y)=f(x)f  (у) . (6) 

■4  Stavimo  u (6)  х = | i у = tada  je  / (t)  = /2  Q)  > 0;  ako  je 
f (t)  = 0 za  neko  t = х,  onda  iz  (6)  sledi  da  je  / (х  + у)  = 0 gde  je  у 
proizA^oljno,  tj.  / (t)  = 0.  Znači,  / (t)  > 0.  Neka  je  а = / (1)  > 0.  Stavimo 
zatim  f (t)  = av^\  gde  je  <p(t)  = log af(t).  Sledi,  jednačina  (6)  dobija 
oblik:  av(x+y)  = ■ a^y\  tj.  ip(x  + y)  = <p(x)  + <p(y) . Dobib  smo 

jednačinu  tipa  (1),  pa  je  prema  primeru  397  <p  (х)  = тх  ili  f (х)  = amx; 
kako  je  / (1)  = а,  to  je  konačno  f (х)  = ax.  > 

401.  Dokazati,  da  različita  od  nule  i ograničena  funkcija  / na  intervalu 
]0,er[  koja  zadovoljava  (6),  je  eksponencijalna  funkcija. 
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■4  Kao  i u prethodnom  primeru,  pokazujemo  da  je  / (ж)  > 0 i da  ako 
za  / (1)  = a,  stavimo  = f (t) , onda  je  <p  (х  + у)  = <p  (х)  + ip  ( у ) . 

Dalje,  iz  ograničenosti  funkcije  / na  intervalu  ]0,e[  sledi  ograničenost 
fmikcije  na  tom  istom  intervalu,  odnosno  (primer  399)  linearna  homogenost 
funkcije  ip,  odakle  na  kraju  proizilazi  jednakost  / (х)  = ax.  > 

402.  Dokazati,  da  je  logaritamska  funkcija  / (х)  = loga  х jedinstvena 
različita  od  nule  neprekidna  funkcija,  koja  zadovoljava  jednačinu  / (ху)  = 
f (х)  + f (у)  za  sve  pozitivne  vrednosti  х i у,  gde  je  a pozitivna  konstanta 
različita  od  1. 

■4  Neka  je  / proizvoljna  neprekidna  funkcija  definisana  za  х > 0,  i neka 
zadovoljava  jednačinu  / (ху)  = / (х)  + f (у) . Ako  u toj  jednačini  stavimo 
х = е/  gde  je  = lnrr,  onda  je  / (х)  = / (e^)  = ip  (£) , gde  neprekidna 
funkcija  zadovoljava  jednačinu 

Ч>  (£  + Л)  = <P  (6  + Ч>  (v)  (-00  < rj  < +oo) . 

Zato  (primer  397)  funkcija  ip  je  hnearna  homogena,  tj.  <p  (£)  = cf  ili  / (х)  = 
c\a.x.  Pošto  je  c ф 0 (za  c = 0 je  f (х)  = 0),  to  je  clna:  = clna  • logaa;  = 
loga  х,  ako  jeclna  = lilia  = eč.  Tako  konačno  dobijamo  / (х)  = loga  х.  > 

403.  Dokazati,  da  je  stepena  funkcija  / (х)  = xa,  a je  konstanta,  jedin- 
stvena  različita  od  nule  neprekidna  funkcija  koja  za  sve  pozitivne  vrednosti 
х i у zadovoljava  jednačinu 


/ (ху)  = f(x)f  ( У ) • (7) 

< Neka  neprekidna  funkcija  / zadovoljava  uslov  (7)  za  svako  х,  у > 0. 
Uzimajući  istu  smenu  kao  u primeru  402,  dobija  se  jednačina  tipa  (6): 

ч>  (£ + v)  = f (e?+J?)  = / (eC)  • / ( eV ) = ч>(0ч>  (v)  ■ 

Pretpostavljajući  da  je  <p(£)  ф 0,  dobijamo  <p(f)  = a^  (a>  0)  ili  f (х)  = 

alnx  _ xa  g^g  je  a = Јд  G_  џ. 


1.10  Zadaci  za  samostalni  rad 

Primenom  metoda  matematičke  indukcije,  dokazati  sledeće  ne- 

jednakosti  i jednakosti: 

1.  n!  > nt  (n  > 2) . 2.  (2n  — 1)!  < n2n_1  (n  > 1) . 

3.  kp  < — , gde  sunip  prirodni  brojevi. 
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4.  Dokazati,  da  za  proizvoljan  konveksan  n— tougao  važi:  Dn  = , 

gde  je  Dn  broj  dijagonala. 

5.  Dokazati,  da  za  proizvoljan  konveksan  poliedar  važi  relacija:  n+Bn  — 
Pn  = 2,  gde  je  n broj  strana,  Bn  broj  temena  i Pn  broj  ivica. 

Dokazati  nejednakosti: 

6.  \x\  + X2  + • ‘ • + xn\  < у n (ж|  + X£  + • • • + Xn ) . 

7.  ( x\  + X2  + • • • + xn ) i + ■ • • + D-'j  > n2,  ( х^  > 0;  i = 1, 2,  ...,n). 

у fc=l  у fc=l  у fc=l 

Naći  sledeće  sume: 

9.  1 • 1!  + 2 • 2!  + • ■ • + n • n\.  10.  I4  + 24  + • ■ • + n4. 

11.  I5  + 25  + • • • + n5.  12.  Dokazati:  k (k  + 1)  • • • (k  + m — 1)  = 

fc=i 

-n  (n  + 1)  • • • (n  + m)  gde  je  m prirodan  broj. 

Koristeći  formulu  iz  prethodnog  zadatka,  naći  sledeće  sume: 

a)  1- 2 + 2 -3-1 hn (n  + 1) ; b)  1 • 2-3  + 2- 3 -4H hn (n  + 1)  (n  + 2) ; 

c)  1 • 2 '•  3 ■ 4 + 2 • 3 • 4 + • • • + n (n  + 1)  (n  + 2)  (n  + 3) . 

13.  Dokazati,  daje^^  fc(fc+l)(fc+2)—(fc+m)  m (m!  (n+l)(n+2)--(n+m))  1 

gde  je  m prirodan  broj. 

Polazeći  od  te  formule  naći  sledeće  sume: 

a)  +5  ' * ■ + n*(n+l)  > ^)  1-2-3  2-3-4  + ' ' ■ + n(n+l)(n+2)  > 

C)  1-2-3-4  + 2-3-4-5  + ' *■  n(n+l)(n+2)(n+3)  * 

14.  Rešiti  jednačine: 

a)  \x  + 1|  + |ж|  + \x  — 1|  = 6;  b)  х \x  + 2|  — \x  + 1|  + (х  + 1)  \x\  + l = 0. 

15.  Pokazati,  da  ako  brojevi  0, 3;  0, 33;  0, 333;  ...pripadaju  skupu  A don- 
jih  brojeva  sečenja,  a brojevi  0,4;  0,34;  0, 334; ...  skupu  A'  gornjih  brojeva, 
to  sečenje  A/A'  definiše  racionalan  broj  |. 

Ako  je  a iracionalan  broj,  onda  simbol  e (na)  označava  razlomljeni  deo 
broja  na,  a simbol  {(na)}  skup  razlomljenih  delova  broja  na,  gde  je  n = 
1,2,... 

16.  Dokazati,  da  je 

a)  inf  {e  (na)}  = 0;  b)  sup  {e  (na)}  = 1. 

17.  Naći: 

a)  inf  je  (nV 2)  - (e  (плД)  - |)2  j ; b)  sup  je  (пу/ 2)  - (e  (пл/ 3)  - |)  j • 

18.  Naći: 


a)  inf 


f е(пл/2)-1 
{ 3— е(пл/з) 


; b)  sup 


е(пл/2)— 1 1 
3— е(пл/3)  J ‘ 
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19.  Dokazati,  daje 

a)  inf  {e  (n sin2  na) } = 0;  b)  sup  {e  (nsin2na)}  = 1. 

20.  Dokazati,  daje 

a)  inf  {sinn  + 2sin  (v^n)  +3  (\/3n)}  = —6; 

b)  sup  {sin  n + 2 sin  (л/2п)  + 3 (л/Зп) } = 6. 
Dokazati  sledeće  jednakosti: 

21.  lim  j 

п — >oo  (п4-Х)! 


У!  — 1) 

22.  тг(п+1)(п+2)-(п+ш) 


j—pj,  gde  je  m prirodan  broj. 


— , gde  je  p prirodan  broj. 


23*  (vifT  + V^T2  4 *"  VrP+s)  “ L 

24,  = ?+Т>  Sde  Је  P Prirodaj;i  broj. 

п 

2s-  š fc(fc+i)X(fc+m)  = i+b  ede  ie  m prirodan  broj. 

У~!  /с(А:+1)(/г+2) •■•(/u+ттг — 1) 

26.  lim  н = 1. 

П— >CO  хр 

Љ=1 


27.  Neka  je  x0  > 0 proizvoljno,  i xn+1  = | (2жп  + V)  , гг  € N0. 
Dokazati  da  je  lim  xn  = I/a. 

п — >oo  51 

28.  Niz  xn  je  definisan  relacijom:  xn+x  = ржп  + q (n  G N,  p ф 0,  x\ 
proizvoljno)  pod  kojim  uslovom  niz  xn  konvergira  i u slučaju  konvergencije 
naći  lim  xn. 

п — >co 

29.  Dokazati  nejednakost  (l  + T-)n+2  > e. 

30.  Dokazati  nejednakosti: 


rnn  + к 


< ln  1 


' + (&“!) 


31.  Dokazati  nejednakosti: 


(n  + l)a+1  - 
a + 1 


< ^ ^ ( rn  + < 


га+1  - (m  - l)c 

a + 1 


gde  je  0 > a > — 1. 

Koristeći  teoremu  o limesu  monotonih  i ograničenih  nizova, 
dokazati  konvergenciju  sledećih  nizova: 


32.  xn  — l2d_i  + о5Хт  + * * • + 
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34.  Polazeći  od  Košijevog  kriterijuma  konvergencije  nizova,  dokazati 
divergenciju  niza 


.11111  1 1 1 
х”-1  + 2~3+4  + 5~6  + '''+3^+&ГГТ~Љ 

35.  Neka  je  a\  > > ...  > an  > 0.  Dokazati,  da  nizovi 


, n € N 


<Јп 


a\  + п2  + * * * + an  i 
CL\  + 2п2  + * * • + 2n  П2^ 


ili  oba  konvergiraju,  ili  oba  divergiraju. 
36.  Dokazati,  da  niz 


Stl  — 


1 1 

* ■'!  1 71  11  I I 


21np2  31np3 


n]np  n 


konvergira  za  p > 1 a divergira  za  p < 1. 

37.  Dokazati,  da  za  proizvoljan  niz  an  ( an  > 0;  n G N)  važe  nejednakosti: 

a) 


lim  - < lim  л/а/] 


n— >00  un  n— »oo 


b) 


lim  т/а/  < lim 


■&П+ 1 


n—* oo  ar 


Za  niz  xn  (n  € N)  naći  l = Ит  xn  i L = lim  xn  : 

П-4СО 

38.  xn  = sin  n.  39.  xn  = cos2  {п^/тт) . 40.  xn  = sin2  (пл/ 2)  + 3 cos2  n. 

41.  xn  = л/2бш  (пл/ 2)  + л/Збт  (пл/ 3)  + л/5  sin  (пл/б)  . 

42.  xn  = sin2  (-7Г\/ n2  + ?г ј + sinn  (primer  133) . 43.  xn  = sin(nsinn) . 


44  r — smn 
П 7r+COSn 


. 45.  xn  = sin  (n  (2  + cos  п\/ 2)) . 


46.  a:n  = sin^  Гтгл/ n2  + n j • sinn  + 2sinn. 

47.  Dokazati,  da  je  u primerima  38-45  svaki  broj  između  limesa  inferiora 
i limesa  superiora  datog  niza,  delimična  granična  vrednost  tog  niza. 

48.  Dokazati,  da  za  svaki  ograničeni  niz  xn  i bilo  koji  broj  a > 0,  važi 
jednakost:  lim  axn  = a lim  xn. 

П— 400  71—400 

49.  Naći: 

,.  + 2k+1* 
fc=i 

Odrediti  skup  dopustivih  realnih  vrednosti  u izrazima: 
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50.  У = 1пД (z-/c).51. 

52.  у = ln  (sin  (^  + arctana;))  . 

Naći  limese:  ______ 

гл  l-  \/1+Зж4-  у^1+д—  v^l+Д—  \ДТх  Г.Л  1™  V g2+g  з:+з4—  у/ а2  — аж+ж2 

53.  1Ш1  ^1+55+*-^+*  ' 54‘  Ит-  ^ ^ 

55.  lim  56.  lim 


21— >0 


arcsin 


>0 


х— >0 

тл/соз  ах—  Vcos  (Зх 
. 


/а+х— wa~x 


57.  lim 

ж— >0 


59.  lim 

71— >00 


fcP 

71Р+1 


/с=1 

1 ) (р  € N). 


+58.  Jta  £ ( УГТ^  - 1)  • 

im  ±U 

fc=l  V v 


60.  lim  X)  sin^&  (P  e N)-  61-  lim  П (!  + Ј+т)  > P e N- 

п — >oo  71  7i  >oo  4 ,L 

Naći  l = |im  f (х)  i L = lim  f (х) , ako  je: 

X— >co  ^ >OQ 

62.  / (ж)  = sinx  + cos  (x\/2)  . 63.  / (а;)  = а2  sin2  a;\/5  + b2  cos2  ж\/3. 
64.  / (а;)  = sin2  а;\/2  - (l  + sin2  х)2 . 65.  / (х)  = (l  + ^)1  sin2  х. 

66.  / (*)  = (1  + i)*  + sin2  х.  6Г.  / (i)  = 1+i/. 

Nacrtati  graflke  sledećih  funkcija: 

68.  У = 1 — 5=1  + 5=2-  69.  у = (3_a.2)2(5_a.2) • 70.  у = ^\/x2  + a;  + 1 + 
^\/а;2  — a;  + 1. 

71.  у = \/а;2  + ж + 1 - \Љ2  - х + 1.  72.  ж4  +у4  = 2ал/.  73.  ж4  + у4  = 
8жу2. 

74.  (х2  + у2)3  = 27х2у2.  75.  ж4  — у4 + жу  = 0.  76.  /?  = 2 + cos 4<р.  77. 
= (Р  - П2  • 

78.  <р  = 79.  /9  = cos5y).  80.  хА  — уА  = х2  — 2у. 

Ispitati  intervale  konveksnosti  i konkavnosti  sledećih  funkcija: 
81.  / (х)  = i.  82.  / (х)  = ж2.  83.  / (х)  = \/ж.  84.  / (ж)  = 

85.  / (х)  = ех.  86.  f (ж)  = 1пж.  87.  / (х)  = ж3.  88.  / (х)  = smx. 

89.  / (х)  = |ж| . 90.  Dokazati,  da  ako  је  funkcija  / konveksna  na  [а,  b] . 
onda  se  grafik  funkcije  /,  za  х G ]а,  b[  ne  nalazi  iznad  tetive  koja  spaja  tačke 
sa  apscisama  а i b. 

91.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / konveksna  na  ]а,  6[ , onda  za  proizvoljne 

71 

tačkea;i,a;2,...,3;n  iz]a,  5[ i proizvoljne brojeve  Лј  E [0,1]  zakojeje  А/  = 1 


važi  nejednakost: 


< J2  Xif  (Xi)  • 

i=l 
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92.  Dolcazati,  da  je  funkcija  / konveksna  na  [a5  b]  tada  i samo  tada,  ako 

je  za  х > хо  > a uspon  tetive  p (жо,  х)  = - neopadajuća  funkcija  od 

х za  svako  fiksirano  rro- 

93.  Pokazati,  da  je  ograničena  funkcija  / na  ]a,  b[  konveksna,  ako  i samo 
ako  za  proizvoljan  par  brojeva  xoi  x\  iz  ]a,fe[  (xq  < x\)  i bilo  koji  broj  џ 
funkcija  / (ж)  + џх  postiže  svoj  supremum  na  [жо,  ^i]  u jednoj  od  tačaka  rro 
ili  x\. 

94.  Pokazati,  da  konveksna  funkcija  / na  [a,5]  različita  od  konstante, 
ne  može  postizati  svoj  supremum  u unutrašnjim  tačkama  intervala  ]a,  b[ . 

95.  Pokazati.  da  konveksna  funkcija  / na  ]—oo, +co[  različita  od  kon- 
stante,  nije  ograničena. 

96.  Neka  je  funkcija  / konveksna  na  ]a,+oo[.  Dokazati,  da  ako  postoji 
tačka  c,  tako  da  / strogo  raste  na  ]c3  +oo[ , to  je  lim  / (х)  = +oo. 

97.  Neka  je  funkcija  / konveksna  na  ]a,  +oo[ , pokazati  da  ima  limes 
(konačan  ili  +oo),  Imd  х — > +oo. 

98.  Neka  je  funkcija  у = f (х)  konveksna  i strogo  opadajuća  na  [a,  b] . 
Pokazati,  da  je  inverzna  funkcija  х = Z”1  (у)  konveksna  na  [/  (a) , / (6)] . 

99.  Neka  je  interval  I sadržan  u ]0,+oo[.  Pokazati,  da  ako  je  funkcija 

х f (^)  konveksna  na  /,  tada  je  i funkcija  х xf  ( х ) konveksna  na  / i 

obrnuto. 

100.  Neka  su  pozitivne  funkcije  / i g konveksne  na  [a,  &] . Pretpostavimo 
da  postoji  tačka  c iz  [a,  b]  takva  da  obe  funkcije  / i g na  svakom  od  segmenata 
[a,  c]  i [c,  b]  imaji  isti  tip  konveksnosti.  Pokazati,  da  je  tada  funkcija  х 

/ (х)  g (х)  konveksna  funkcija. 

101.  Dokazati  nejednakosti: 


Tl 

E 

k= 1 


< 


п 

k= 1 


х 


љ=1 


gde  je  Жј  > 0,  0 < Ai  < 1,  (г  = 1, 2, n) , А»  = 1. 

i=l 

102.  Neka  je  1)  0 < \nk  < 1;  2)  f)  Afcn  = 1;  3)  lim  Afcn  = 0 za 

Jfe=l  ^ ^00 

svako  fiksirano  /с;  4)  xn  > 0 za  svako  n = 1, 2, 5)  lim  xn  = L Tada  je 


lim  П xlk  = l- 

/c=i 

Dokazati  da  je: 

103.  e_1  (1  + z-1)*  = 1 - Ах-1  + O (x~2)  (х  > 1) 
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104.  (х  + 1 + O (z-1))*  = exx  + 0 (xx  г)  [х  — > oo) . 

105.  (xe2x-2n)n  = O (ex2+x)  (x>0). 

106.  a)  e°W  = l+o  (ж) , х ->  0;  b)  o (/  (х)  ■ g (х))  = o(f  (x))-0  (g  (х)) , 

c)  o (/  (х)  ■ g (х))  = f (х)  ■ o(g  (х))  (х  ->  0) . 

Ispitati  neprekidnost  sledećih  funkcija: 

107.  / (х)  = | * " I ^ ^X€Q;  gde  je  [x]  celobrojni  deo  od  z. 

108.  / (z)  = H (х  - [х]) . 109.  / (ж)  = [x]  • sin ћх.  110.  / (ж)  = 
za  х < 0,  / (х)  = za  х > 0 i / (0)  = 1. 

111.  / (х)  = (х2  - 1)  arctan  (*  Ф +1)  1 / (±:L)  = 

112.  Dokazati,  da  ако  је  fnnkcija  / konveksna  na ]а,  6[  to  је  ona  neprekidna 


na  ]а,  b[. 

Odrediti  tačke  prekida  funkcije  i ispitati  njihov  karakter: 

113.  f(x)  = arctan^rp.  114.  f (х)  = tan4a._2tan"i45*  115‘  f ^ = 
arcsin  (sin  х)  ■ arctan  . 

116.  /(x)  = lnarccoti.  H7.  /(®)  = tani  fx+y, 

118.  Neka  je  funkcija  / definisana  na  mtervalu  I,  i neka  je  / (— j S 
i (/  (ж)  + / (у))  za  proizvoljne  x,y  iz  I.  Pokazati,  da  ako  je  / ograničena 
odozgo  na  nekom  intervalu  ]а,  fe[  C I,  to  je  / konveksna  na  I. 

119.  Neka  je  funkcija  / konveksna  na  intervalu  I,  a funkcija  д konveksna 
i rastuća  na  / (I) . Dokazati,  da  je  funkcija  gof  konveksna  na  intervalu  Д 

Ispitati  ravnomernu  neprekidnost  na  zadatim  skupovima,  sledećih 
funkcija: 

120.  / (х)  = х2  + 1 ( oo  < х < +oo) . 

121.  / (х)  = \J xlnx , ako  je  a)  1 < х < +oo;  b)  0 < х < 1. 

122.  / (х)  = xa,  ako  je  a)  1 < х < +oo;  b)  0 < х < 1;  c)  0 < х < +oo. 

123.  / (х)  = ako  je:'  a)  0 < х < +oo  b)  -1  < х < 0. 


1.11  Rezultati 

9.  (n  + 1)!— 1. 10.  ^n (n  + 1)  (6n3  + 9n2  - 1)  . 11.  n ( Д—  (2n2  + 2n  + !)  • 
12.  a)  |n  (n  + 1)  (n  + 2) ; b)|  (n  + 1)  (n  + 2)  (n  + 3) ; c)  | Д (n  + k).  13. 

a)  1 — t>)  5(1  — (n+l)(n+2))!  C)  з(б  (n+l)(n+2)(n+S) ) ' 11-  a)  ’ 

b)  0 < X < +00.  17.  a)  -i;  b)  1.  18.  a)  -|;b)  0.  28.  |p|  < 1; 
JL..38.  I = -1;L  = 1.  39.  I = 0]L  = 1.  40.  I = 0\L  = 4.  41. 
ž Ј-л/2-ч/3-л/5;£  = ч/2+ч/3+%/5.42.  Z = 0;  L = 2.  43.  Z = -1;L  = 1. 
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44.  I = 0;  L = ^г-  45.  I = -1;  L = 1.  46.  I = —3;  L = 3.  49.  2.  50. 
ako  je  n = 2k,  to  je  ж < 1, 2 j < х < 2 j + l(j  = 1, 2,  ...A:  — 1),  х > n ; ako  je 
n = 2k  — l (k  > 1) , to  je  2j  — 1 < х < 2 j(j  = 1,2,  ...k  — 1),  х > n.  51.  х < 1, 
2k<x<2k  + l(k  = l,2,...,n-l),x>2n.  52.  1 < х < +oo.  53.  54. 

55.  56.  57.  V“ia2.-am.  58.  59.  60. 

61.  ep+i  . 62.  I = -2;  L = 2.  63.  Z = 0;  L = a2  + b2.  64.  I = —2;  L = l.  65. 
Z = 0;  L = e.  66.  ž = e;L  = e + 1.67.  Z = f ; L = f . 81.  za  -oo  < ж < 0 
funkcija  je  konkavna,  a za  0 < ж < +oo  funkcija  je  konveksna.  82.  kon- 

veksna.  83.  za  0 < х < +oo  konveksna.  84.  za  — oo  < х < i za 


у | < х < +oo;  funkcija  je  konveksna,  a za  |rc|  < у | funkcija  je  konkavna. 
85.  konveksna.  86.  konkavna.  87.  konveksna  za  х > 0,  konkavna  za  х < 0. 
88.  konkavna  za  2ктг  < х < 2/с7Г+7г;  konveksna  za  2ктг+тг  < х < (2 k + 2)  тг5 
к eZ.  89.  konveksna.  107.  neprekidna  sleva  za  х — п.  108.  х — ±1,  ±2, ... 
tačke  prekida  prve  vrste.  109,  110,  lll.neprekidna.  113,  114,  115,  116, 
117  nema  tačaka  prekida.  120, 121. a)  i b)  ravnomerno  neprekidna.  122. a) 
za  a < 1 ravnomerno  neprekidna;  b)  za  0 < a ravnomerno  neprekidna.  c) 
ravnomerno' neprekidna  za  0 < a < 1.  123.  a)  ravnomerno  neprekidna;  b) 
nije  ravnomerno  neprekidna. 


Glava  2 


Diferencijalni  račun 


2.1  Izvod  funkcije 

1°  Osnovne  definicije.  Neka  je  funkcija  у — f(x)  defmisana  na  inter- 

valu  ]a,  b{.  Razlika  A х = х - x0  se  naziva  prirastajem  argumenta  х u tački 
x0  €]a,6[.  Razlika  Д f(x0)  = f(x0+  Д х)  - f(x0)  se  zove  priraštaj  funkcije 
/ u tački  x0. 

Ako  postoji  granična  vrednost  (konačna  ili  beskonačna) 


v A /(* o)  \ 

ћт  — = / (x0) 

Ах— >0  Д X 


to  se  ona  naziva  izvodom  (konačnim  ili  beskonačnim)  funkcije  / u tački 
Granične  vrednosti  (konačne  ili  beskonačne) 


f-(xo)  = lim  A f+(xo) 

Дж — > — 0 Д X 


lim 

/\х-*+0  Д X 


zovu  se  redom  levi  i desni  izvod  funkcije  / (konačni  ili  beskonačni)  u tački 
x0.  U svim  tim  defmicijama  beskonačna  granična  vrednost  se  shvata  kao 
jedan  od  simbola  +oo  ili  — oo. 

Ako  funkcija  / ima  prekid  prve  vrste  u tački  Зд)  to  se  izrazi 


!'Л*  o) 


lim 

Дх — > — 0 


f+(xo)  — lim 

J + K J Лх— »+0 


/(ж0+  Д х)  - f(x o - 0) 
Ах 

/(ж0+  Д ж)  -/(ж0  +0) 
Д х 


redom  zovu  levi  i desni  uopšteni  izvod  funkcije  / u tački  x0. 
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Neophodno  je  razumeti  da  u svim  ovim  definicijama  priraštaj  Л х teži 
nuli  proizvoljno.  Priraštaji  Л х i Д у mogu  biti  proizvoljno  veliki  a i 
proizvoljno  mali. 

2°  Ako  funkcije  / i g imaju  konačne  izvode  za  х e]a,  б[  to  je: 

1)  (af(x)  + (Зд(х))'  — af'(x)  + (Зд'(х),  a,(3  su  konstante; 

2)  (f(x)  ■ д(х)У  = f'(x)g(x)  + f(x)g'(x); 

3)  (rgy  = ГШ yi,  s(x)  ф 0. 

3°  Izvod  složene  funkcije.  Ako  funkcije  у — f(u)  i u — p(x),  imaju 
konačne  izvode,  onda  je 

Ух  = /и-  4>X- 

4°  Tablični  izvodi.  • Ako  je  х nezavisno  promenljiva,  onda  važe  formule: 

I)  (O7  = axa~\  2)  (ax)'  = ax  Ina  (a  > 0),  (ex)'  = e*; 

3)  (sina;)'  = cosa:;  4)  (cosa;)'  = -sina;;  5)  (tana;)7  = 

6)  (cota;)'  = -mjm;  7)  (arcsin х)'  = ^i=;  8)  (arccos“),X=  -^=^5 
9)  (arctan a;)'  = 10)  (log^a;)'  = ^ (a  > 0;  a ф 1);  (lna;)/  = ±; 

II)  (sinhx)'  = cosha:;  12)  (003^3;)'  = sinha;;  13)  (tanha;)7  = ;:0;sl|s  ~ ; 

14)  (coth  х)'  = 15)  (arshx)'  = у/|=;  16)  (arthx)'  = 

(|a:|  < 1). 

5°  Izvod  eksponencijalno-stepene  funkcije.  Ako  funkcije  u i v 
imaju  konačne  izvode,  onda  je 


u'(x)v(x) 

u(x) 

6°  Rešeni  zadaci. 

1.  Odrediti  maksimalni  priraštaj  Д х argumenta  х i odgovarajući  pri- 
raštaj  Л у funkcije  у = loga:  u tački  xQ  = 1,  ako  se  х menja  od  1 do  1000. 

< Očigledno, 


'j  , u(x)  > 0. 


(u(x)vW у = u(x)v&  fv'(x)\nu(x) 


Ax  = 1000  - 1 = 999,  At/  = log  1000  - log  1 = 3.  > 


2.  Odrediti  maksimalni  po  apsolutnoj  vrednosti  priraštaj  Д 1 i odgo- 
varajući  priraštaj  Л у funkcije  у = Дј-  u tački  xq  = 0, 01,  ako  se  х menja  od 
0,01  do  0,001. 

< Imamo 


Ла;  = 0,001  -0,01  = -0,009, 


1 

Ау~  (0,001)2 


1 

(0,01)2 


= 99  • 104. 
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3.  Ako  je  Д х priraštaj  promenljive  х,  ođrediti  priraštaj  Д у =Д  f{x), 
ako  je 

a)  у = ах  + 6;  b)  у — ах 2 + bx  + c;  c)  у — ах . 

< Lalco  nalazimo  da  je  : 

a) 

Д у — Д х)  4"  ć mc  c — O’  Д х, 


b) 


д у = а(ж+  Д ж)2  + 6(х+  Д ж)  + с - аж2  - 6х  - с 
= (2аж  + 6)  Д ж + а(Д  х)2; 


с) 


Д у = а1+Д!В  -ах  = ах  (аАх  -l).  > 

4)  Naći  /'(1),  /42)  i f(3),  je 

m = (x-  l)(x-2)2(x-3f. 

Po  definiciji  izvoda,  imamo 

/(1) 

/С 2) 

/'(3) 

5.  Naći  f(l),  ako  je 

/(ж)  = ж + (ж  - 1)  arcsin 
< Po  definiciji  izvoda  imamo 


(1+  Д х - 1)(1+  Д х - 2)2(1+  Д х - 

-3  )3 

= lim 

Ax-+0 

Л х 

(2+  Д х - 1)(2+  А х — 2)2(2+  Д х - 

-З)3 

= lim 

Дх— >>0 

Д х 

(3+  Д X - 1)(3+  Д ж - 2)2(3+  Д X - 

-З)3 

= lim 

Ах— >0 

Л х 

ж + 1 


/'(1)  = lim 

J K J Да;->0 


1+  Д x+  Д ж ■ arcsin  - 1 


Д ж 


и 7Г 
1 + — . ^ 
4 


Sledeći  primer  pokazuje  važnost  napomene  date  pre  tačke  2^. 

6.  Dokazati  da  ako  / ima  konačan  izvod  i ako  je  n prirodan  broj,  to  je 


lim  n 

71— > OO 


f (х  + L)  - f(x)\  = /'(ж) 


(1) 


200 


GLAVA2.  DIFERENCIJALNI  RAČZJN 


Obrnuto,  ako  za  neku  funkciju  / postoji  konačna  granična  vrednost  (1)  da 
li  se  može  tvrditi  da  ona  ima  izvod  u tački  xl 

< Po  definiciji  izvoda,  postoji  granična  vrednost 

lim  / (ж+  A х)  - f(x) 

Ax~±G  Д х 5 


jednaka  izvodu  f'{x)  kad  Д х proizvoljno  teži  nuli.  Neka  je  Д х = L.  Onda 
je  jednakost  (1)  dokazana. 

Obrnuto  je  u opštem  slučaju  netačno,  jer  podniz 

Jn{x)  = n (f  ^х  + - f(x)^J 


niza 


fn(x) 


f 


f(x) ) (L  ' 


n 


oo) 


može  konvergirati  a da  niz  nema  graničnu  vrednost.  Razmotrimo  Dirihleovu 
funkciju 


x(x) 


f 1»  xeQ; 

X ' 0,  х € I . 


Kako  je  ^ racionalan  za  sve  prirodne  brojeve  n,  to  je 


n\x{x  + 


n 


za  proizvoljno  х i za  bilo  koje  n.  Onda  je 


(2) 


lim 

Ti — >со 


= 0. 


Međutim  funkcija  х nema  izvod  u tački  х.  Stvarno,  neka  je  niz  iracionalnih 

brojeva,  koji  teži  +oo,  kad  n — > oo.  Neka  je  zatim  х racionalan  broj.  Tada 
je  ж + iracionalan  broj  i po  definiciji  Dirihleove  fimkcije  imamo 


lim 

n— >oo 


Upoređujući  dobijeno  u (2)  i (3) 
netačno.  ► 


i)-xW  = -l,a 

X + ~ = -°° 

dolazimo  do  zaključka  da  je  obrnuto  tvrđenje 
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Karakteristični  primeri  funkcija  datih  eksplicitno: 

7.  у = (1  + ж)\/2  + ж2  \/3  + ж3. 

-4  Zapisujući  funkciju  u obliku 

у — (1  + ж)(2  + a;2) 2 (3  + х 3)  з 

i primenjujući  pravilo  nalaženja  izvoda  proizvoda  i složene  funkcije,  dobi- 
jamo  za  х ф Џ—3 

у'  = (1  + х)'{2  + х2)5  (3  + х3)з  + (1  + х)  ^(2  + х2)%У  (3  + ж3)5 

+(1  + m)(2  + m2)i  ((З  + а;3)!)' 

= (2  + x2)i(3  + x3)5  +x(l  + x)(2  + x2)-i(3  + x3)i 

+Џ(1  + х)(2  + х2)1(3  + х3)~1 

= (6  + За;  + 8a:2  + 4ж3  + 2ж4  + Зж5)  ^л/2  + х2  ■ ^(ЗТаЈ3)2)  . > 

8.  у = sin  (cos2(tan3  а))  . 

< Uzimajući  da  је  у = sin(u(u(a;))),  gde  је  и = cos2v,  v(x)  = tan3  х, 
dobijamo 

у'  = cos u(v(x))  -u'v-v'x;  tj. 

у'  = —3  cos(cos2(tan3  х))  • sin(2  tan3  х)  ■ tan2  х • sec2  х, 

, . 3 tan2  х 

ier  je  u„  = — sm2u,  vx  = ^ — . Џ- 

J J v ’ x cos2  X 


< Primenom  pravila  nalaženja  izvoda  složene  funkcije,  imamo 


1 


2\J  1 + уг+  т + Ж4 

1 


• | (l  + \/l  + х4)  3 • (l+  v/l  + a;4)/ 


1 

^(l  + ^УГ+Т)*  {/(1+a;4)3 


202 


GLAVA2.  DIFERENCIJALNI RAČUN 


10.  у = ln2  ^sec  2 . 

◄ Postupajući  slično  kao  u prethodnom  primeru,  imamo 


/ = jj  ln  (sec  2 


sm 


2^ 


sec  2 cos2  2 
• ln  (sec2^)  tan2^  • 

3 V J ^2 


•2^-аГ§  -1п2 


11.  у = х + xx  + xx<c  (х  > 0). 

«3  Predstavimo  funkciju  u obliku 


a;  ln  х I _зсх  ln  х 


у = ж + елшЧе' 


ж + е^^  + е' 


c-lna: 


Onda  je 


У 


1 + exlnx  (ln®  + 1)  + ee*'lnx  (^-  + e*111*  (1  + lnrr)  1пж 
1 + xx(l  + 1пж)  + (xx~l  +xx(l  + lna;)  1пж)  . > 


-*  n / arcsin(sin2  х)  \ arcfcan  x 

У ^ arccos(cos2  х)  J 

< Kao  i u prethodnom  primeru,  imamo 


y = e 


arctan2  a:  ln 


(cos2  х)  ^ teje 


' 2 arctan  х , arcsinfsin2  ж) 
у I -7- — — ln 


1 + х2 


arccos(cos2  х) 


9 arcsin(sin2  х)  sin  2x  • arccos(cos2  rc) 
-arctan  х- 


- arctam  х 


arccos(cos2  х)  л/l  — sin4  х arccos2  (cos2  х) 
2 arccos(cos2  х)  arcsin(sin2  х)  • sin  2x 


arcsin(sin2  х)  л/1  — cos4  х arccos2  (cos2  х) 


n ( arctan  х _ arcsin(sin2  х) 
2y  | — • o~*  In  / 9 r 

\ 1 + хг  arccos(cos^  х) 

9 sinx  • snn(cosx) 
+ arctan  х 


cos  х • sgn( sin  х) 


arcsin(sin  ж)  л/l  + sin2  х arccos(cos2  х)  VT+rošTc 


13.  Naći  izvod  i nacrtati  grafike  funkcija  i njenog  izvoda,  ako  je: 
a ) y = H;  b)  y = x |ж|;  c)  y = ln|z|. 
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< a)  Imamo  da  je  |ж|  = xsgnx . Kako  funkcija  х ima  izvod  za  sve 
х , a funkcija  sgm;  ima  izvod  za  2:  / 0,  to  je  po  pravilu  nalaženja  izvoda 
proizvoda  za  х ф 0,  yf  = sgnx.  Za  х = 0,  po  definiciji  je 


у'(  0) 


lim 

Дж— +0 


Д X 
Д ж 


(ne  postoji)  zato  konačno  imamo  yf  = sgnx  {хф  0). 

b)  Predstavljajući  funkciju  u obliku  у = x2sgnx  i koristeći  pravilo  izraču- 
navanja  izvoda  proizvoda,  za  х ф 0,  imamo  yf  = 2xsgnx  = 2\x\  (х  ф 0). 


Pošto  je 


y\ п)  = lim 

Дж— >0 


(Д  x)2sgn(t\  х) 


i kako  je  funkcija  2|ж|  jednaka  nuli  za  х = 0,  to  je  konačno  yf  = 2\x\  za  sve 


х. 

c)  Zbog  у = ln  \x\  = ln (xsgnx),  to  za  х ф 0 dobijamo  yf  = U 

nuli  funkcija  nije  definisana  pa  samim  tim  i nema  izvod.  Grafici  za  sva  tri 
slučaja  dati  su  redom  na  (sl.75).  > 


sl.  75 


14.  Naći  izvode  sledećih  funkcija: 

a)  у = | (х  - 1)2{х  + 1)3|  b)  у = arccos  Д ; 

c)  у — | sin2  ж|;  d)  у = [x]  sin2  жх. 

< a)  Funkcije  [х  — l)2  i {х  + l)3  imaju  izvod  za  svako  х.  Funkcija 
sgn{x  + 1)  ima  izvod  za  х ф —1.  Polazeći  od  у = {х  — 1)2{х  + Vfsgn{x  + 1) 
i koristeći  pravilo  za  nalaženje  izvoda  proizvoda  imamo 

у'  — {х2  — 1)(ж  + 1)(5ж  - 1),  х ф -1. 


U tački  х = — 1 razmatramo  odvojeno  levi  i desni  izvod.  Po  definiciji, 
imamo 


fU- 1)  = 


..  |(— 2+  Л x)2(— 1+  Д ж + 1)3|  n 

lim  = U 

Дж-^-0  Д X 


Д(-1) 


цт  1(~2+Ах)2(-1+Да:  + 1)3|  _Q 
Ах — >-f-0  Д X 
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Znači, 

/Ц-1)  = А(-1)  = у'(-1)  = о. 

Zato  konačno  imamo 

yf  — ( х 2 — 1)(5ж  — 1) \x  + 1|  za  sve  х. 


Slično  dobijamo 

b) 


V = — 


1 1 


sgnx\  sgnx 


\x 


) \x\\/x?  — 1 X\/x'1  — 1 ^ ^ 


C) 


d) 


3 . 


у'  — 3 sin2 х ■ cos х ■ sgn{smx)  = -sin2x  • | sin ж|; 


у'  = 2ti{x\  sin  ћх  ■ cos  ћх  = ћ\х\  sin  2ћх. 
gde  je  х / k,  k € Z.  Razmotrimo  posebno  yL{k)  i y'+{k).  Imamo 


y'+{k)  = lim 

1 Дг— »±0 

Pošto  je 
to  je 

za  sve  х.  > 

15. 


[fc+  A ж]  sin2  7г(А:+  Л х) 


Д х 


lim 

Дж— >±0 


[&+  А ж]7Г2(А  хУ 
Д х 


= 0. 


у'{к)  = 7r[&]  sin27rA:  = 0, 
у'  = 7r[:c]  sin  2ћх 


1 — х,  — оо  <х  <1] 

(1  — x){2  — х),  1<х<2; 

—(2  — х),  2 < х < +оо. 

< Funlccije  1-х,  {1-х){2-х),  -2  + х imaju  izvode  u odgovarajućim 
oblastima;  zato  je 

{—1,  — oo  < х < 1; 

2x  — 3,  1 < х < 2; 

1,  2 < х < +oo. 

Nađimo  sada  levi  i desni  izvod  u tačkama  х = 1 i х = 2.  Po  definiciji,  imamo 
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/4(1)  = lim  ^ = -1; 
Аж^+О  Д X 

f'  (2)  = lim  (1-2-Az)(2-2-A*) 

Дж—>-~0  ДЖ 

/4(2)  = lim  _ 1. 

Na  taj  način  je 

f-(  1)  = /4(1)  = /(1)  i /-(2)  = /4(2)  = /(2) 

Sada  izvod  možemo  da  zapišemo  u obliku 

—1.  — oo  < х < 1; 

2x  — 3,  1<х<2;  ► 

1,  2 х <C  +oo. 


16. 


(х  — a)2(x  — 5)2,  a < х <b] 
0,  х £ [o,6]. 


•4  Kao  u prethodnom  primeru  imamo 

( 2(x  — a)(x  — b)2 + 2(x  — b)(x  — a)2 
у'  = < = 2(x  — a)(x  — b)(2x  — a — b),  a < х < b 
[ п,  х <£  [a,6], 

U tačkama  х = a i х = b nalazimo  levi  i desni  izvod: 

(a+  Д х — a)2(a+  Д х — 6)2 


у'-(а)  = 0;  y4(a)  = AMian 

Дж — >+0 


Д а; 


0; 


Slično  nalazimo 

yL(b)=  y'+(b)  = 0. 

Zato  izvod  zapisujemo  u konačnom  obliku 

, __  Г 2(a;  — a){x  — 6)(2ж  — а — б),  а < х < b\ 

У ~ \ 0,  X <£  [<*,&]. 


► 


17. 


У = 


arctana;,  |х|  < 1; 
jsgnx  + ^ 1,  |х|  > 1. 
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■4  Svaka  od  funkcija  arctan х i jsgnx  + ima  izvod  u odgovarajućoj 
oblasti  \x\  < 1 i |ж|  > 1.  Zato  je 


у'  — / l+a:2  > W 

у l b M > 1- 

Za  nalaženje  izvoda  u tačkama  х = ±1  razmotrićemo  odvojeno  levi  i desni 
iavod.  Imamo 


У+М1) 
У'Л- 1) 
У+(  1) 
У-(  1) 


lim 

Ах— >-f-0 


arctan(*-l+  Д х)  + J 


Д х 


, . 1 — 1+  Д х + 1 

iim  а arctan  7 — — 

Дж^+О  Д X 1 — (—1+  Д r) 


7Г 

lim  ± 

Дх— >— 0 


5ffn(-l+  Д rr)  + |(-1+  Д ж - 1)  + f 


Д rc 


+00; 


lim 

Дж— >-{-0 

lim 
Дж— >— 0 


f «Sp7l(l+  Д х)  + ^(1+  Д Ж — 1)  — f 1 


Д Ж 

arctan(l+  Д х)  — f 1 
А х 2’ 


2’ 


Konačno  imamo 


— 1 < х < 1; 
5,  М > 1; 


у'  ne  postoji,  za  х = —1.  Grafici  funkcija  у i у'  dati  su  redom  na  (sl.76).f> 


18. 


У = 


x2e~x 


|x!  < 1; 


h 1*1  > !• 


Svaka  od  funlccija  x2e  x i 1 ima  izvod  u odgovarajućoj  oblasti  |x|  < 1 
i |x|  > 1.  Zato  je 
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Nađimo  jednostrane  izvode  u tačld  х — —1.  Imamo 


у'Л~1) 

у'Л- 1) 


i _ i 
lim  e e 


Аж— 0 Д X 


■ 0; 


= lim 


(—1+  Д ж)2е  ( 1+Да;)2  — e 1 
-TU  Д Ж 

(1  - 2 A x+_  (Д  ж)2)(1  + 2 

» _ . i n Л 


Д ж 


(Д  х)2  + о(Д  ж))  — 1 


Slično  nalazimo  da  је 
Konačno  imamo  da  je 


уЦ1)  = 4(i)  = o. 


f 2x(l  — x2)e  x2 , \x\  < 1; 

l o,  и > i. 


19.  Neka  funkcije  </?  i tp  imaju  izvode  u tački  х.  Naći  izvod  funlccije  у 
ako  je 

У = log^*)  ^(x)\  (V>ix)  > 0]ф(х)  > 0). 

◄ Najpre  je 

lnt/>(x) 


У 


(Лх)  Ф !)• 


1п9с(ж) 

Tada  uzimajući  izvod  količnika,  dobijamo 

'г/Л/>-1  lny?  — Лч>~~Х  ln^  ipip'  ln  — ip'ip  In  ч/ј 
ln2  ip  <рф  ln2  <p 


У = 


20.  Naći  у' , ako  je 

a)  У = f(x2)]  b)  У = /(/№)))• 

< Smatrajući  da  funkcija  / ima  konačan  izvod,  koristeći  pravilo  za 
nalaženje  izvoda  složene  funkcije,  imamo 

a)  у'  = f(x2)  ■ 2x ; b)  у'  = f(f(f(x)))  ■ f(f(x))  ■ f(x),  gde  crta  uzeta 
iznad  slova  / znači  izvod  po  svom  argumentu.  > 

21.  Naći  f(0),  ako  je 


f(x)  = x(x  — 1)(ж  — 2)...(x  — 1000). 


< Po  definiciji  izvoda  u tački  х = 0,  imamo 

Л х (Л  х — 1)  (Л  х — 2)...(Д  х — 1000)  __ 


т 


lim 

Дж— *0 


Д х 


— 1000! 
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22.  Dokazati  sledeće  pravilo  nalaženja  izvoda  od  determinante  n— tog 
reda: 


fll(x)  ... 

•••  fln(x) 

/ 

fll(x)  ... 

- fln(x) 

f2l(x)  ... 

■■  f2n(x) 

п 

f2l(x)  - 

••  f2n(x) 

fki(x)  ... 

- fkn(x) 

= E 

A:=l 

f*i*)  - 

- ДпИ 

fnl(x)  ... 

•••  fnn(x) 

fnl(x)  ... 

•••  fnn(x) 

< Jednalcost  je  posledica  definicije  determinante  i pravila  nalaženja 
izvoda  proizvoda.  > 

23.  Pokazati  da  funlccija 


f х2  sin  j , х ф 0; 
\ 0,  х = 0 


ima  prekidan  izvod. 

< Za  х ф 0,  imamo 

w,  X o . 1 2 1 1 Q . 1 1 

j ix)  — 2x  • sm х • — • cos  — = 2x  sm cos  — . 

/у*  Jd  rr%  ry* 

оу  %Х/  Л/ 

U tački  х = 0?  po  definiciji  izvoda,  dobijamo 


/(„)=  lim  (Д  x)2sinA  _ Иш  ax.sinJ_ 

Да:— »0  Д X Ах— »0  Д X 


0. 


f'(x)  = <р(х) 


Dakle, 

2х  sin  j - cos  — , ж ^ 0; 

0,  х = 0. 

Ispitajmo  sada  neprekidnost  funkcije  <p.  Za  х ф 0,  <p  je  elementarna  funkcija 
i kao  takva  je  neprekidna  u svojoj  oblasti  definisanosti.  Zato,  ostaje  da  se 
odvojeno  ispita  njena  neprekidnost  u nuli.  Iz  definicije  neprekidnosti  u tački 
sledi  da  mora  biti: 

¥>(-П)  = ¥>(+0)  = Ч>(  0), 

gde  je 

ф(±0)  = lim  ( 2 Д х sin cos 

Да:— з-diO  \ A X Д X 

Pošto  jednostrane  granične  vrednosti  ne  postoje  (lim  cos  | ne  postoji)  to 
znači  da  funlccija  <p  ima  u nuli  prekid.  Џ- 


2.1.  IZVOD  FUNKCIJE 


209 


24.  Pod  kojim  uslovima  je  funkcija 


/(*)  = 


xn  sin  4,  х ф 0; 
0,  х = 0. 


a)  neprekidna  u tački  х = 0; 

b)  ima  konačan  izvod  u 0; 

c)  ima  neprekidan  izvod  u 0? 

a)  Iz  definicije  neprekidnosti  funkcije  sledi  da  moraju  postojati  jed- 
nostrane  granične  vrednosti  /(- 0)  i /(+0)  i jednakost  tri  broja 


/(- 0)  = /(+0)  = /( 0). 


Imamo 

/(±0)  = lim  (Aa;)nsin . 

J K ' Да:->±(Г  ' Д X 

Očigledno,  dati  limes  postoji  i jednak  je  nuli  samo  za  n > 0.  Dakle,  funkcija 
je  neprekidna  u nuli  za  n > 0. 

b)  Za  postojanje  konačnog  izvoda  funkcije  / u nuli  mora  biti  //(0)  = 
f+{ 0).  Po  definiciji  jednostranih  izvoda,  imamo 


/4(0) 


lim 

Дж— »±0 


(Д  х)т 


sm 


Дж 


Д х 


lim  (Дж)"  ^sin . 

дх— >±0  Д х 


Poslednja  granična  vrednost,  očigledno  postoji  samo  ako  je  n > 1 i tada  je 
jednaka  nuli.  Znači,  data  funkcija  ima  konačan  izvod  u nuli  za  n > 1. 

c)  Ako  je  х ф 0.  onda  je 

f(x)  = пхп~г  sin  — — xn~2  cos  — . 

4 J X X 

Funkcija  <p(x)  = f{x)  je  neprekidna  u nuli  ako  i samo  ako  je  ■ 


v»(-o)  = V>(+0)  = У»(0). 


Očigledno,  da  za  i т>  ±0  broj  <p(±0)  postoji  ako  je  jedino  n — 2 > 0 i 
tada  je  <p(±0)  = 0.  S druge  strane  je  <p( 0)  = 0 za  n > 2.  Zato  je  funkcija 
ip{x)  = f{x)  neprekidna  u nuli,  ako  je  n > 2,  tj.  tada  data  funkcija  / ima 
neprekidan  izvod  u nuli.  ► 

25.  Pod  kojim  uslovima  funkcija 

f Izpsinrasr,  х ф 0 (m  > 0); 

/w  = { o.x  = o 
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ima: 

a)  ograničen  izvod  u okolini  koordinatnog  početka; 

b)  neograničen  izvod  u toj  okolini? 

-4  a)  U okolini  koordinatnog  početka  za  izvod  funkcije  imamo: 


f(x)  = ФГ  Tsgnx  ■ sin 


тп\х\ 


1 sgnx  ■ cos 


(*  Ф 0)- 


/;(0)  = lim 


Д а:|п®п 
Д х 


lAa;!71 


= lim 

Ах— >0 


Д Х\ 


sm  • 


Д х\ 


sgn(A  х) 


postoji  samo  ако  је  п > 1 i tada  је  /7(0)  — 0.  Znači,  f' (х)  postoji  u okolini 
koordinatnog  početka,  kada  je  n > 1.  On  je  tada  očigledno  ograničen,  ako 
je  n - m - 1 > 0,  tj.  za  n > тп  + 1. 

b)  Izvod  f'(x)  je  neograničen  u okolini  nule,  ako  je  n-1  < 0 ili  n-m-1  < 
0,  odakle  sledi  n < 1 ili  n < m 4- 1,  tj.  dovoljno  je  da  bude  n < m + 1.  S 
druge  strane  f'( 0)  postoji  ako  je  n > 1.  Dakle,  konačan  uslov  za  n je 


1<71<1  + 7П.  Џ 


26.  Naći  f(a),  ako  je 


f(x)  = (х  -a)ip(x), 

gde  je  funkcija  <p  neprekidna  u tački  х = a. 

< Polazeći  od  defincije  izvoda,  imamo 


f(a) 


j.  (а+  Д х — a)ip(a+  Д х) 
Ax-+0  Д х 


lim  cp(a+  Д х). 

Ах—>0 


Poslednja  granična  vrednost  postoji  zbog  neprelddnosti  funkcije  ip  i jednaka 
je  ip(a).  Znači,  f(a)  = cp(a).  џ- 

27.  Pokazati  da  funkcija 


f(x)  - \x  -a|<p(x), 

gde  je  <p  neprekidna  funkcija  i <p(a)  ф 0,  nema  izvod  u tački  a.  Naći  ff(a)  i 

f+(a)- 

< Izračunajmo  ff(a)  i f+(a)  : 

f±(a)  = Jim0  ~ (|a+  Д х - a\cp(a+  Д х))  = ±<p(a). 
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Pošto  je  Ip(a)  ф 0.  to  funkcija  /,  nema  izvod  u tački  a,  jer  su  tada  jednostrani 
izvodi  u tački  a različiti.  > 

28.  Navesti  primer  neprekidne  funlccije  koja  nema  izvod  u datim  tačkama: 

0>1  ? a2  J * * * 5 аП  * 

■4  Uzmimo  funkciju 


f(x ) — \x  — o-i  | |m  — a2|...|x  — an\. 


Ona  je  očigledno  neprekidna.  Međutim  ona  nema  izvod  u tačkama  a\ , a% , 
Stvarno, 


/±0+)  = 


|ai+  Д х — ai||aj+  Д х — аг|...|ај+  Д х — ап\ 

lim  — — — 

Да;— >±0  А X 


ап * 


Д Х\ 


iim 

Ах — >±0  Д X 


] [ |ai  - ajkl 


izfik—l 


± П lai““afcl 

Гфк= 1 


I tako  је  fL(ai)  ф f+(ai),  što  је  i trebalo  pokazati.  > 
29.  Pokazati  da  funkcija 


f(x) 


a:2|cosf  |,  х ф 0; 

0,  ж = 0 


ima  izvod  u nuli,  ali  u proizvoljnoj  okolini  nule  postoji  tačka  u kojoj  / nema 
izvod.  Nacrtati  grafflc  te  fufflrcije. 

< Funkcija  х >->  х2  ima  izvod  u svakoj  tački.  Funkcija  х н->  |cosf  | 
ima  izvod  u svakoj  tački  izuzev  u х = 0 i х = хк  = k € %■  Zato 

izvod  date  funkcije  u tačkama  različitim  od  0 i tražimo  po  formuli  za 
izvod  proizvoda.  U tačkama  х = 0,  х^  — ‘Ј+\  izvoci  dobijamo  po  definiciji: 

m.  Цш  t^JsŽl-o. 

J K 1 Да:->0 


Д х 


tj.  / ima  izvod  u nuli.  Dalje  je 

2 


/± 


2/s  + l 


lim 

Дх — *±0 


( 2/c+l  ± A X ) 


TT(2fc+l) 

C0S  2+(2fc+l )Да 


Д X 


lim 


(2 к + l)2  Ах— »±o  Д х 

4 ш J_ 

(2k  + 1)^  дж-^±0  Д х 


cos 


sm 


тг(2  fe  + 1) 


+ 


7г(2/с  + 1)  7г(2/с  + 1) 


2 \^2  + ( 2k  + 1)  Д х 

тг(2  k + 1)  n{2k  + 1) 


2 + (2k  + 1)  Д х 


±7Г. 


212 


GLAVA2.  DIFERENCIJALNI RAČUN 


Pošto  za  svako  e > 0 postoji  takav  broj  k da  je 

2 


2&  + 1 


< e, 


to  se  tačke  gde  prvi  izvod  ne  postoji  nalaze  u proizvoljnoj  e— okolini  koor- 
dmatnog  početka.  Grafik  funkcije  nacrtan  je  na  (sl.77).  ► 


30.  Pokazati  da  funkcija 

f(x) 


х , х 6 (! 
0,  х e I 


ima  izvod  samo  u tački  х = 0. 

< Pokažimo  najpre  da  / ima  izvod  u х = 0.  Iz  definicije  izvoda  sledi 
(alco  on  postoji),  da  je 

/'(0)  = Иш  en  ф 0, 

^00  & г 

gde  je  £n  proizvoljni  brojni  niz,  koji  teži  0.  kad  n — > oo.  Ocenimo  najpre 
modul  količnika 

I M 1*2  | 

l£n|* 


№n) 

< 

e2 

S n 

Šn 

Zbog  lim  |£n|  = 0,  to  je  lim  = 0.  Sledi,  /'(0)  = 0.  Pokažimo  sada 
da  funkcija  / nema  izvod  ni  u jednoj  tački  х/0.  Neka  je  х = r racionalna 
tačka  i £n^ , £n2^  redom  nizovi  racionalnih  i iracionalnih  brojeva  koji  teže  nuli, 
kad  7i  — > oo.  Razmotrimo  granične  vrednosti  ai  i a^  : 


a\  = lim 

n—*oo 


a 2 


/ (r  + Cn  - r~ 

sn 

f(r  + 42))  - f1 

ж 

S71 


= lim 

n— >oo 


lim  — — - 
n— >oo  г(2) 
Sn 


тУ 


AD 

Sn 


ф2т 


2 r. 
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(izvod  ne  postoji). 

Neka  je  х = s iracionalna  tačka.  Razmotrimo  granične  vrednosti  fii  i 

/(fi  + Čn^)  _ /(s  + d2)) 

lim  ^ П — lim  i— 


Pi  = lim 


0,  /?2  = Hm 

п—>оо 


Л 2) 


Izaberimo  niz  racionalnih  brojeva  rjn,  koji  teži  ka  s;  sada  uzimajući  umesto 
niz  7jn  — s,  dobijamo 

/?2  = Hm  = Hm  -v|r  ф Pi, 

п — >oo  n— >oo 

S7l  S71 

izvod  ne  postoji.  Dakle,  f'  (0)  = 0 i f'  ( х ) ne  postoji  za  х ф 0.  ► 

Napomena.  Očigledno,  funkcija  je  / prekidna  za  r / 0,  pa  ne  može 
imati  izvod.  Međutim  mi  smo  to  ovde  neposredno  dokazali. 

31.  Ispitati  da  li  sledeće  funkcije  imaju  konačan  izvod: 
a)  у = |7Г2— ж2|  sin2  x\  b)  у = arcsin(cosa;);  c)  у = 

-4  a)  Po  pravilu  nalaženja  izvoda: 

у'  — — 2xsgn(ir 2 — ж2)  sin2  a:  + jzr2  — x2|  sin  2x  (|ж|  Џ 7г). 
Postojanje  izvoda  u tačkama  ±7г  ispitujemo  odvojeno: 

y'±{— 7г)  = lim  — (|7г2  — (— 7Г+ Л a;)2|sin2(— 7Г+ Д rc)|)  = 0; 

у'±(7г)  = Hm  -i—  (|7Г2  — (7Г+  Д x)2|sin2(7r+  Д а;)|)  = 0. 

Дж — >±0  А 


+(z  + i)2,  И<1 


№ 


1,  |а;|  > 1. 


Dakle, 


У 


-2xsgn(7r2  — х2)  • sin2  х + \ћ2  — х2\ sin  2a; 


za  sve  х. 

b)  Isto  kao  pod  a)  sledi:  • 


•sma; 


У 


VT 


cosz 


■smx 


sma: 


-sgn( sinx)  ( х ф кк). 


U tačkama  х — ки  imamo 


у±{кЋ)  = lim  (arcsin(cos(&7T+  Д х))  — arcsin(cos  кп)) 

Дж — >±o  A X 

= lim  -i—  farcsin  ((— l)fe  cos  Д a;)  — arcsin(— l)fe) 
дж— »±0  Д х V V J J J 
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arcsm  sm  Д x\ 


Hm  (-l)fc+1- 

Ах— »±0  Д X 

, arcsin|sinAa;|  |sinAa:| 

( — 1)љ+1  hm  — — 1 ; — 1 • lim  1 

дж-~>±о  sm  Л x\  Ax~+±0  Л х 


(-i) 


k+ 1 lim  | sm  Д x\  _ lNfc+i 


Ах— >±0  Д X 


±(-i)A 


Znači  u tačkama  х = ктг  funkcija  nema  izvod. 

c)  Funkcija  očigledno  ima  izvod  u svim  tačkama  х za  koje  je  |ж|  < 1 i 
|rc|  > 1.  Ispitajmo  postojanje  izvoda  u tačkama  х = 1 i х = —1.  Imamo 


у'Л  i) 

У-(  1) 


Hm  \l±AAzl  = i, 

Ах — »+0  Д X 


lim 

Дх— ++0 


j(l+  Д х — 1)(1+  Дж  + 1)2 
Д х 


= 1; 


a takođe  i 
У+(“!)  = 

V-(-i)  = 


|(-1+  Дж-1)(-1+  Дж  + 1)2 

hm  — U, 

Де— *+0  Д X 

hm  -Д  (|  — 1+  Д x\  — 1)  = _ lim  n (1—  Д х — 1)  = —1. 


да:— *— 0 Д X 


Дг— *— 0 Д X 


Sledi,  u tački  х = 1 funkcija  ima  izvod,  a u tački  х = — 1 nema.  > 

Za  funkciju  f{x)  naći  levi  fL(x)  i desni  f'+(x)  izvod,  ako  je  : 

32  f(x)  = јж]  sin  7гж. 

< Funkcija  sin7ro;  ima  konačan  izvod  svuda.  Funkcija  [x]  nema  izvod  u 
tačkama  х = к,ке%.  Zato  za  х ^ k,  po  pravilu  nalaženja  izvoda  proizvoda 
imamo: 

f'(x)  = f'_(x)  = f+(x)  = 7Г[Ж]  COS 7ГХ. 

U tačkama  х = k,  po  definiciji  izvoda,  imamo 


f±(k) 


[A;+  Д x]  sin  7г(А:+  Д х)  — [A;]  sin  nk 
Д х 


hm 

Дж~+±0 


[A;+  Д x](— l)fcsin7T  Д х _ f (—1)к7гк, 

-{  (~l)k-K(k-l). 


Д х 


33. 


,f  х / X cosf  , X Ф 0; 

= { 0,  х = 0. 

< Izvod  funkcije  očigledno  može  da  ne  postoji  jedino  u tačkama  gde  je 
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cosj  = 0 i u nuli.  Za  х ф 0 i х f koristeći  pravilo  nalaženja  izvoda 
proizvoda  imamo 


f{x)  = f+(x)  = f'_(x)  = 


Izračunajmo  f+  i f-  (гш)  • Nalazimo 

C) 


7Г 

.+ 

7Г 

7Г 

. 7Г 

COS  — 

-sgn 

cos  — 

sm  — 

X 

X 

X 

X 

\ / 

7Г\ 

) sgn 

cos 

“ • 

X/ 

f± 


n,  „ , = lim 
2k  + 1 J Дж— >dbO 


( 


2А:+1 


A X 


7r(2fc+l) 

C0S  2-f(2fc+l)Ax 


Д X 


Иш 

Ах— >±0 


(2*4-1+  л ж) 
Л х 

1 / 2 


Иш  . 
дж->±0  А х \Zk  + 1 

r 1/2 

lirii 

2 7Г 


cos 


Ai 


7г(2А:  + 1) 

2 -f*  (2 k + 1)  A х 2 

7г(2 k + l)2  A х 


7г(2  k + 1)  ^ 7г(2&  + 1) 

г\ 


sm 


. Д х • lim 

Ах— >±o  Д х V 2fc  + 1 ) Ах— >±o 


2(2  + (2 k + 1)  A х)  | 

7г(27с  + l)2  A х 


sm 


2(2  + (2 k + 1)  A х) 


2A:  + 14 
U tački  х = 0 imamo 


(2A;  + l)2  • (±1)  — ±*~  (2A:  + 1) . 

z 


Д х cos ~ 

lim  * — = lim 

Дд— >±0  A X Ах— >±0 


COS  • 


7Г 

A ж 


ne  postoji. 

34.  /(ж)  = Vsin  ж2. 

■4  Funkcija  fu  ima  konačan  izvod  za  u > 0:  a funkcija  u = sinx2  ima 
izvod  za  sve  х.  Sledi,  ako  je  sinx2  > 0,  onda  po  pravilu  nalaženja  izvoda 
proizvoda,  imamo 


-f(x)  = f_(x)  .=  f+(x) 


X COS  X 


V sin  х2 

Pošto  je  funkcija  / definisana  za 

fVk’K  < |ж|  < y/JŽk  + 1)7Г,  k ЕЋ 
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to  se  može  razmatrati  samo  levi  izvod  u tačkama  х = т/(2&  + 1)тг  i samo 
desni  izvod  u tačkama  х = у/2кк  (u  nuli  postoji  i levi  i desni  izvod).  Imamo 


4 (\/(2A:  + 1)тг)  = д Шп  o — \j sin  [уДЊ  + 1)тг+  Л х) 


= lim  — — 
Дге— »— 0 Д х 


— sin  (2у/{2к  + 1)7Г+  Д х + (Д  ж)2  ј = — оо; 


lim  sin  ( л/2ктт+  Д z) 

Дх — >4-0  Д X V к / 

1 


lim  sin  Г 2л/2&7Г  Д х + (Д  х)2>)  = +оо. 

Ах — >4*0  Д X \ / 


U tački  ж = 0 је 


Л х\ 


/4-(0)  = lim  \/sin(A  х)2  = lim  ■■  - — = ±1»  ^ 

±V  У Аж->±0  А X V Аас— >±0  А X 


35. 


f(x) 


г,  ж/0; 


l+ea: 

0,  х = 0. 


◄ Za  х / 0 imamo 

f'(x)  = fL(x)  = /+(ж)  = (l  + e.*)  + e*x_1  (l  + e*) 

Izračunajmo  /4(0)  : 


(l7S”/(0))  = -L+«(1+e*)'l=0; 


/i(0)=  lim  — ( *-%-  - /(0)  ) = lim 

',+V  ’ Д1-Н-0  Д I \Д_|_еГ^  ) Дх-*+0 


/1(0)=  lim  — ( — у -/(0)1=  Hmn(l  + e^)  1 = 1. 

■ v;  дх-*+0  Д X Vl  + e^  / Д®^-0\  / 


36.  / (х)  = ч/l-e-*2. 

◄ Funkcija  /(u)  = v^  ima  konačan  izvod  za  u > 0.  Funkcija  u = 
1 — e~x'ž  ima  izvod  za  sve  х.  Zato,  ako  je  х / 0,  funkcija  yl  — e~x~  ima 
izvod  i njega  možemo  naći  kao  izvod  složene  funkcije.  I tako  za  х ф 0 imamo 


f(x)  = /1(х)  = 4(x) 


хе 


ч/Г 
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U tačM  х = 0 nalazimo  Д.( 0)  i f_( 0)  odvojeno. 

1 Vl_e-(A-)»=  ШП  |Л2:| 


/4(0) 


Нш 

Дх— >-±0  Д ж 


Дх~~>±0  Д Ж 


(Д  Ж)5 


, /1  - е_(Да:)2 

± lim  W — ; -5 — = ±1.  ► 

Да:— >±0  У (Д  ж)2 


37.  /(х)  = | In  |г||  (х  ф 0). 

◄ Koristeći  pravilo  nalaženja  izvoda  složene  funkcije,  dobijamo 
f'(x)  = f_(x)  = f+(x)  = sgn  (ln  |ж|)  • = ^sgn (ln  |rr|)  (|ж|  ф 1). 


U tačkama  х = 1 i х 


-1  nalazimo 


/±(1)  = lim  — H |ln  |1+  д rcll  = ■ lim  - — — • , lim  . 

Дх— >±0  Д X Дж— »±0  Д X Дх— >±0 


ln(l+  Д ж) 


lim  — k |ln|  — 1+  Д m| j = lim  • lim 

Дх— >±0  Д X Дх— >±0  Д Ж Дх— >±0 


/4(-Ц 

38 . Pokazati  da  ј е funkcij  а 
}(х)  = 


А х 
ln(l — Д ж) 


Д х 


xsini,  х ф 0; 

0,  х ' = 0, 


nepreMdna  u tačM  х = 0.  ali  u toj  tačM  nema  ni  levi  ni  desni  izvod. 

Zbog 

lim  ( Д xsin-^— ) = 0 = /(0) 
да— ->0  у АхЈ  J 

funkcija  je  po  definiciji  nepreMdnosti  u tačM,  neprekidna  u nuli.  Koristeći 
definiciju  jednostranifi  izvoda  imamo: 

г/ /п%  ,.  /(Д  х)  - /(0)  1 ( ..  1 \ .1 

/4(0)  = lim  — = lim  - — ^ ( Д arsrn ) = lim  sm- — . 

Дг-4±0  Д X Дх-»±0  Д X \ Д X Ј Дг— »±0  Д X 

S obzirom  da  poslednja  granična  vrednost  ne  postoji,  to  funkcija  ui  = 0 
nema  jednostrane  izvode.  Џ 

39.  Naći  uopštene  izvode  f_(x 0)  i f+(x 0)  u tačkama  prekida 
funkcije  /,  ako  je: 

a)  f(x)  = b)  f(x)  = arctan^f;  c)  f(x)  = 
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-4  Nađimo  najpre  /(±0).  Imamo 

/(±0) 


У(д  ж)2  + Д ж)3  Д ж 

lim  — — = lim  —а 

Ах— >±0  Д X Да:-»±0  Д X 


•±1. 


Ро  definiciji  uopštenog  izvoda  dobijamo 


/i(0)  = lim  V(A  W + (»fft  A X ^ 


У(Д  ж)2  + (Д  х)3  — | Д жј 


Дж— »±0 


(Д  ж)2 


Ах— >±0 


lim 

Дж-~>±0 


у/Т+  А~х  — 1 


lim 

Ах— >±0 


у/Т+  Д х — 1 


lim 


(Д  х)2 
Д ж 


Д ж|  Да:-»±0  Д X Дг— »±0  | Д Х| 

b)  х = 1 је  tačka  prekida  funkcije.  Nađimo  /(1  ± 0) 

1 + 1+  Д х ■ 2 7Г 

f(l  ± 0)  = lim  arctan  -=  ћт,  arctan — — = ±77. 

J к ’ Дж— »±o  1 — 1—  Д х Дг— *±o  — Д х 2 


Po  definiciji  uopštenog  izvoda,  dobijamo: 


/4(1) 


lim  - 

Дз-*±0  (ах  \ 

lim  — — 

Ах— >±0  Л X 


f 2+  Д X 7Г 

arctan ± — 

- Д х 2 


lim  - 

Де-»±0  A х \ 


( 2 , 7Г 

tan  arctan ± — 

\ - Д х 2 


lim  — — 

Дх— >±0  Д X 


f arctan  ■ 
Д х 


Д х 
1 
2' 


c)  Slično  prethodnom  primeru,  imamo 

/(+0)  = 0;  /(— 0)  = 1; 


4(0)  = 
4(o)  = 


lim  — — 

Дж— >±0  л X 


lim  

Ах— 0 Л X 


1 

1 + едг 

( — L__ 

\1  ± ед* 


Ovde  smo  koristili  graničnu  vrednost  firn^  уе  = 0.  > 

40.  Može  li  se  tvrditi  da  zbir  F(x)  = f{x)+g(x)  nema  izvod  u tački  xQ, 
ako  : 

a)  f(x 0)  postoji  a g'(xQ)  ne  postoji; 

b)  f(xQ)  i g'(xQ)  ne  postoje. 

◄ a)  F'(x0)  ne  postoji,  jer  bi  u suprotnom  bilo  g'(xQ)  = F'(x0)  -f(xQ), 
tj-  g'(xQ)  postoji. 


to|  Ц 
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b)  U opštem  slučaju  ne  može  se  tvrditi  da  f(x) +g(x)  nema  izvod  u tački 
x = xq,  ako  oba  sabirka  nemaju  izvod.  Dovoljno  je  uzeti  g(x)  = —f(x).  ► 

41.  Može  li  se  tvrditi  da  proizvod  F(x ) = f(x)  -g(x)  nema  izvod  u tački 
х = xq,  ako: 

a)  f'(x o)  postoji  a д'(хо)  пе  postoji; 

b)  f'(x o)  i g'(x o)  ne  postoji. 

< a)  U opštem  slučaju  ne.  Uzmimo  f(x)  = х,  g(x)  = |x|,  хо  = 0. 

b)  Takođe  ne.  Neka  j e f(x)  = g(x)  = |ж|,  xq  = 0.  ► 

42.  Šta  se  može  reći  o izvodu  funkcije  F(x)  = f (g(x))  u tački  жо,  ako: 

a)  / ima  izvod  u tački  g(x o),  a funkcija  g nema  izvod  u tački  xq] 

b)  / nema  izvod  u д(х o),  a p ima  izvod  u xq] 

c)  f nema  izvod  u g(x o)  a g nema  izvod  u xq? 

< a)  Može  daima;  ako  je  f(x)  = х1  2,  g(x)  = |ж|,  xq  = 0,  to  je  F'(x o)  = 0. 

b)  Ako  je  f(x)  = |x|,  g(x)  = х2,  хо  = 0,  F'(0)  = 0. 

c)  Za  f (x)  '=  2x  + \x\,  g(x)  = |x  — ||x|,  жо  = 0 dobijamo  F'(0)  = 1.  ► 

43.  Može  li  funkcija  u tački  prekida  imati  konačan,  tj.  beskonačan 
izvod? 

< Konačan  izvod  nema  jer  nije  neprekidna.  Uzimajući,  f(x)  = sgnx 
imamo 


/1(0) 

/+(о) 


= ■ lim  ' 

Дх— 0 

= lim 

Да:— *+0 


sgn(A  х ) 
A х 

sgn(A  х) 
. Д х 


= ■*-  lim  = +oo; 

Дг-Ј-0  Д X 

1 

= lim  = +oo. 

Дж->+0  Д х 


Dobijamo  da  funkcija  u tački  prekida  može  imati  beskonačan  izvod.  ► 

44;  Ako  fimkcija  / ima  konačan  izvod  u ograničenom  intervalu  ]a,  b[  i 
lim  f(x)  = oo.  da  li  je  tada: 

х — * а, 

1)  lim  f'(x)  = oo;  2)  lim  |/'(ж)|  = +oo? 

х — >a  х — , 

< Razmotrimo  najpre  đrugi  slučaj.  Imamo, 


lim  |/'(x)| 


lim 

х— m 

lim 

x—*a 


/'(*) 


f(x) 


f(x) 


>lim 

x—*a 


f(x) 


lim  |/(x)| 

х — *a 


f(x) 


+oo 


( prema  zadatku  72,  gl.  I).  Pretpostavimo  da  je 


lim 

x~~*a 


f(x) 
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Tada je 
odakle  sledi  da  je 


lim 

ж— > a 


fix) 

= lim 

m 

fix) 

х — >a 

f(x) 

lim  |ln  |/(ж)|Г  = 0, 


lim  |ln  \f{x)\\'  = 0; 


znači  u okolini  tačke  х = a funkcija  1п|/(ж)|  je  ograničena,  tj.  |/(ж)|  je 
ograničena,  što  je  suprotno  pretpostavci  u zadatku.  Dakle, 


Итж 


m 


№ 


>o, 


odakle  sleduje 


lim  |//(a:)|  = +oo.  . 

х — >a  11 

Sledeći  primer  pokazuje  da  prvi  slučaj  ne  mora  biti  ispunjen,  tj.  ako  je 

/(ж) 

onda  je 


1 1 

— h cos  — , 

X X 


f'(X)  = ^2  (Sin  \ - 1 ) (a  = °)  1 iiinn 


а:— »0  X L 


ne  postoji.  ► 

45.  Ako  funkcija  / ima  konačan  izvod  u ograničenom  intervalu  ]a,  6[  i 
ако  je  Ит  f'{x)  = oo,  da  И je  lim  f{x)  = oo? 

х — >a  х — >a 

-4  Uzimajući  f{x)  = -Јх^  х — 0,  vidi  se  da  je  u opštem  slučaju  odgovor 
negativan.  ► 

46.  Neka  funkcija  / ima  konačan  izvod  u intervalu  }xq.  +оо[  i neka 
postoji  lim  f{x).  Da  li  odavde  sledi  da  postoji  Ит  f'{x)l 

х — >+oo  2C — >+схз 

< Ako  je  f{x)  = 2^,  x0  = 1,  to  je 


f'{x)  = 2 cos  х2 


sinar 


X* 


odakle  imamo  da  je  lim  f{x)  — 0 a lim  f'{x)  ne  postoji.  ► 

х- — >+oo  х >+oo 

47.  Neka  ograničena  funkcija  / ima  konačan  izvod  u intervalu  ]zo,+oo[ 
i neka  postoji  Ит  /7(ж);  sledi  li  odatle  da  postoji  Ит  f{x)  konačan  ili 

х — > ~ f~oo  X > [ oo 

beskonačan? 
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◄ Uzimajući  f(x)  = sm-у/х,  xq  = 1,  imamo  da  f(x)  ne  postoji 

iakoje  lim  f(x)  = 0.  ► 

х— >+oo 

48.  Izvesti  formule  za  sume: 

Pn(x)  = 1 + 2x  + Зх1 2  + • • ■ + nxn  i i 

Qn(x)  = l2  + 22x  + 32ж2  -4 + п2хп~г. 


< Vidimo  da  je  Pn(x)  izvod  funkcije 


ж)(ж-1)  \ X ф 1; 


zato  je 


ux)=it*k={  fl=1x 

k= 1 1 


( жп+1-жУ  _ пап+1-(п+1)а:п+1  / i . 

Л— 1 J . ~ (Г— Tp  ’ ' ’ 


-Рп(ж)  = 

I fl(i)  = 

Дсс — *0 

Dalje  je,  Qn(x)  = (xPn(x))'  - Sledi 


Д(1)  = Hm  14-^Mi^)^  = пЕјШ,  х = х. 


Qn(x) 


) v . 1 /п(1+Да:)п+?-(п+1)(1+Да!)п,+1+1+Да:  n(n+l)^ 

[ дћт  ^ ^ ЦГР  2 J ’ ж - 11 

odakle  je 

Qn(x)  - 


n2a:n+2— (2n2+2n— l)xn+1+(n+l)2a:n— s— 1 i . 

(x-T)'s  > T ч ^ 

n(n+l)(2n+l):  _ i 

fi  , J.  — ±. 


49.  Izvesti  formule  za  sume: 

a)  Sn(x)  = sin  ж + sin.2a;  + h sin  nx\ 

b)  Tn(x)  = cos  ж + cos  2x  H h cos  пх. 

< Množeći  prvu  jednakost  sa  sin  §,  dobijamo 


Sn  • sin 


х 


х Зх\  ( Зх  5a;' 

cos  — - cos  — J + ( cos  — — cos  — I + 


2n  — 1 2n  + 1 

+ [ cos  — - — х — cos  — - — х 


1 ( х 2n  + l 

= - cos  — — cos  — X 

2 V 2 2 
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Odavde  je 


Sn  — 


cos  § — cos  2rt2  1 х 
2sinf 


, (л|#о) 


Uzimajući  izvod  od  Sn{x ) po  х,  dobijamo 
Tn(x)  = S'n(x)  - 


n sin  I sin  ^Ф-х  - sin 


2 пх 
2 


2sin2§ 

ako  je  х = 2ктг,  to  je  očigledno  Sn  = 0,Tn  = n(?ž— • ► 

50.  Izvesti  formulu  za  sumu: 

Sn(x)  = cosh  ж + 2 cosh  2®  H 1-  n cosh  пх. 

<4  Razmotrimo  sumu 

Cn(x)  = sinh  х + sinh  2®  + • • • + sinh  пх. 

Množeći  oba  dela  poslednje  jednakosti  sa  sinh  §,  imamo 


Cn(x)  sinh 


х 


i ^ ^cosh  ^ - cosh  + ^cosh  ^ - cosh  ^ 

, 2n+ 1 , 2n — 1 

н н cosh  — - — х — cosh  — - — -х 


) 


)) 


Odavde  je 


1/  2n  + l ,x 

2 ( cosh  — — х - cosh  - j , 


cosh  ^Џ^х  — cosh  § . • , 

C»W= — fesf — "-(s:#0)' 


S„(i)  = C„(x)  = (nsinh | sinh(n  + |)i - sinh2 (žsinh2 |)  , 0. 

51.  Polazeći  od  jednakosti 


х х 

cos  — cos  -- 
2 4 


izvesti  formulu  za  zbir 


cos 


х sm  х 
2n  ~~  2n  sin  ?рг 


, 2п/с7г,  k eZ, 


1 д:  1 х 1 х 

Sn(x)  = 2 tan  2 + 4 tan  4 + ' ' ’ + 2"  tan  2" ' 
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< Primetimo  da  je 


Sn{x)  = 
Sn(x)  = 


1 х 

— cot  — cot  X.  > 

2n  2n 


52.  Dokazati  da  je  izvod  nepaine  (parne)  funkcije  parna  (neparna) 
funkcija  pretpostavljajući  postojanje  izvoda  te  funlccije.  Dati  geometrijsku 
interpretaciju  te  činjenice. 

< Neka  je  / parna  funkcija,  koja  ima  konačan  izvod,  tj.  f(x)  = f(~x), 
Po  definiciji  izvoda,  imamo 


f(x+  Д х)  - f(x) 
lim  1 — 

Дгс-^О  Д х 


/(— x~  A х)  /(  х)  _ 


Neka  je  sada  / neparaa  funkcija  koja  ima  konačan  izvod,  tj.  f(x)  — 
-f(-x)  . Tada  je 

№)  = = лх>  + /(~х)> 

= lim  — - — (f(—x—Ax)  — f(~x))  = f'(—x). 

Дх— >0  — Д X 

Geometrijska  interpretacija.  Kod  parne  funkcije  je  koeficijent  pravca 
tangente  uzete  u tačlci  (x0J(xQ))  na  giafik  funkcije  jednak  рр  apsolut- 
noj  viednosti  i suprotan  po  znaku  koeficijentu  pravca  tangente  u tačlci 
(-xQ,f(x o))  (sl.78).  > 


st.  78 
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53.  Dokazati  da  je  izvod  periodične  funkcije  ako  postoji,  takođe  peri- 
odična  funkcija. 

< Neka  je  f(x)  = f(x  + T)  Tada  je  f'( х)  = f'(x  + T).  Znači,  ako  je 
f(x)  = (p(x),  to  je  ip(x)  = ip(x  + T),  što  je  i trebalo  pokazati.  ► 


2.2  Diferencijal  funkcije 

Defmicija  1.  Funiccija  у = f(x),  definisana  na  infcervalu  ja,6(,  naziva 
se  diferencijabiinom  u fcački  rro  €]a,6[  ako  se  njen  priraštaj  Д f(x o),  koji 
odgovaia  priraštaju  Д х argumenfca  х,  može  predstavifci  u obliku 

Д f(x  o)  = AAx  + aAx, 

gde  je  A neki  broj  koji  ne  zavisi  od  Д х,  a a je  funkcija  promenljive  Д х, 
koja  je  beskonačno  mala  kad  Д х — > 0.  Funkcija  у = f(x)  je  diferencijabilna 
u datoj  tački  xq,  ako  i samo  ako  u toj  tački  ima  konačan  izvod. 

Formula  malih  priraštaja.  Za  približno  izračunavanje  vrednosti  difer- 
encijabilne  funkcije  u tačkama  koje  su  bliske  tački  го,  ako  je  f(x o)  poznato, 
koristi  se  formula: 

f(x0+  Дј)и  f(x0)  + f'(x o)  Д х,  f'(x o)  ф 0. 

Definicija  2.  Linearno  homogeni  u odnosu  na  Д х deo  priraštaja 
funkcije  у = f(x),  uzet  u tačld  x0  e]a,b[,  naziva  se  diferencijalom  date 
funkcije  u toj  tačld  i označava  se  simbolom  d.  Dakle, 

dy(x o)  = A A х = f'(x o)  Д x„ 

Ako  je  A ф 0,  onda  on  predstavlja  glavni  linearni  deo  priraštaja  funkcije  u 
tačld  xq.  Ako  je  х nezavisno  promenljiva,  to  je  Д х = dx.  Tada  imamo 

dy(x0)  = f'(x0)dx. 

Ako  je  х = <p(t)  diferencijabilna  funkcija  od  t,  to  je  dx(t0)  = <p'(t0)dt.  Sledi, 
dy(x o)  = f' (х0)<р' (t0)dt  = f't  (vj(to))  dt , 

tj.  prvi  diferencijal  ima  svojstvo  invarijantnosfci  u odnosu  na smenu  promenljive. 
Rešeni  zadaci. 

54.  Za  funkciju 


f(x)  = х3  — 2x  + 1 
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odiediti: 

1)  Д /(1);  2)  d/(l).  Upoiediti  ih  ako  je:  Д х — 1;  Д х — 0, 1;  Д х = 0,01 
< 1)  Ро  definiciji  piiiaštaja  funkcije  u tački,  imamo 

Д /(1)  = /(1+  Д х)  - /(1)  = (1+  Д xf  - 2(1+  Д х)  + 1 

= Д х + 3(Д  х-)2  + (Д  л:)3. 

2)  Ро  definiciji  diferencijala  funkcije  u tačlci,  imamo 

df(  1)  = /'(1)Д1=Дг 

Upoređivanje. 


Д /(1)  = 5 (Д  х = 1);  df{  1)  = 1 ( Д х = 1); 
д/(1)  = 0,131  (Дж  = 0,1);  df{l)  = 0,1  (Д®  = 0,1); 

Д/(1)  = 0,010301  (Дх  = 0,01);  df{l)  = 0,01  (Д  х = 0,01).  ► 


Da  li  је  diferencijabilna  funkcija  у = f{x)  ако  је: 

55. Д /(0)  = 2sin(A  х)  + (š/l+  Д х2  - lj  ln  | Д х\. 

< Pošto  postoji  konačan  limes 


и »iffl 

Дар— 0 Д X 


lim 

Лж— »o 


r2sin(A  х)  + ^ v^l+  A ? — l^)  in  j Д x\ 


Д х 


= 2 + iim  ^1+  ДЖ" In  | Д x\  = 2, 

Д1-.0  Д X’ 


to  je  funkcija  / diferencijabilna  u tački  х = 0,  i df{ 0)  = 2dx  > 

56.  Д /(1)  = (Д  х)з  + (Д  x)i 
< Zbog 

lim  = lim  ((Д  x)S  + (Д  х)“з)  = oo, 

ДТ-О  Д X Дж— >0  V4  / 

to  funkcija  / nije  diferencijabilna  u tački  х = 1.  ► 

57.  Naći: 

a)  е/хе1);  b)  d (aiccos  pj 
-4  Saglasno  definiciji  difeiencijala,  imamo 
a) 


d{xex)  = еж(1  + x)dx; 
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b) 


d 


sgnxdx  _ sgnx  dx  _ dx 
x2\/l  - x~2  jx-|  -Јх2  — 1 х \/x-  — 1 


Koiistili  smo  svojstvo  invarijantnosti  diferencijala.To  svojstvo  primenićemo 
i u zadacima  58-61.  > 

Naći  diferencijal  funkcije  у ( u,v,w  su  diferencijabilne  funkcije 
od  х),  ako  je: 

58.  у = uvw. 

■4  Po  pravilu  diferenciranja  proizvoda,  nalazimo 


dy  — d(uvw)  = ud(vw ) + vwdu  = u(vdw  + wdv)  + viudtt 
= uvdw  + uwdv  + vwdu  > 


-2 


59.  у = uv 

< Po  pravilu  diferenciranja  razlomka,  sledi 

v*du  — ud(v~)  du  2 udu 

dy  = 1 = — з - ► 

ir  v-  vd 


60.  у = (гг  + v 2)  2 . 

< Prema  piavilu  diferenciranja  stepene  funkcije,  imamo 


dy 


d((u~+v2)  1(гг+и2)  2 d(u2  + v2) 

1,0.  24-2/  ,/  , ,/  0S4  udu+vdv 

-Š+-  + V2)  »№  ) + ■*(-  » = ~јЏЏЏ f 


61.  у = aictan^. 

< Koiisteći  invarijantnosfc  diferencijala,  nalazimo 


dy  = с/  ^aictan  — ^ 


1 vdu  ~~  udv 

i + (?)2  ”з 


vdu  — udv 
u2  + v 2 


62.  Naći: 

a)  +ј(-г'3  - 2г-6  - г'9); b) 

^0,ап х‘)  t ч đ(arcsinx) 

' cf(cot  ж)  ’ / <I(arccosa:)  ' 


fi  /sins 
d(x“ ) V х 


) ; <0 


d(sin  х)  t 
d(cosx) } 
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<l  a)  Difeienciranjem  po  promenljivoj  х3,  aledi 

„з  _ о..б  _ ± _ 2 


dy  = 


— (х3-2х6-т9)  = ^-2^-^ 
d(x3y  - ' ' d(x3)  d(.x3)  d(x3) 


1 


d((x3)2)  d((x3)2) 

d(x3)  d(x3) 

Možemo  postupiti  i na  sleđeći  način: 


1 - 4.тЈ  - З.т“ 


dy 


d (х3  - 2.т6  - .т9)  = -{xđ  2x6  ^ 


d(: х3) 


d(x3) 


(Зт“  12тб  Qx6)dx  . з n j 

ЗхЧх 1_4X  3:C 


Analogno  postupamo  u svim  ostalim  slučajevima: 

b) 

d ( sin х \ d(^)  ~ cos ^7-'-- dx  х cos  х - sin х 

d(  т2)  ~ 2.т  dx  2т3 


d(x2) 


c) 


d) 


e) 


d(sinx)  costc/t 

_i L — — = — cot,x; 

d(cosx)  — sin  xdx 


d(cOtx)  -г4(- 

4 ' sur  X 


c/(arcsinx)  __ 
d(  arccosx) 

\/l— X" 


63.  Dat  je  laužni  isečak  polupiečnika  i?  = lOOcm  i centialnog  ugla 
cv  = 60°.  Za  koliko  se  promeni  povižina  tog  isečka  ako: 

a)  Poluprečnik  R se  poveća  za  lcm; 

b)  Ugao  O'  se  srnanji  za  30'? 

Dati  tačno  i piibližno  rešenje 

<5  a)  Neka  je  S površina  kružnog  isečka.  Tada  je 


Цј(2Д  a+(i  R?)  = 33.5ТГ (cm‘) 
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piomena  površine  isečka  kada  se  menja  poluprečnik. 

b)  Načlimo  promenu  povišine  isečka  kada  se  menja  ugao: 

Д Sa  — -5— pr/ž2  Д a.  (Д  a = —30').. 


Tada  je 


Približno  rešenje  se  razlikuje  od  tačnog  samo  u prvom  slučaju: 


Д = dS  = 2 RclR  = ЗзЈтг(ст2)..  > 

OOU  o 

Zamenom  priraštaja  diferencijalom,  naći  približno  sledeće  vi  ed- 
nosti: 

64.  ^ЛТШ. 

■4  Razmotrimo  funkciju  у = ј/х  i nađimo  njen  izvod  u tački  х ---  1 : 
y'{  1)  = 3 . Piema  formuii  malih  piiiaštaja,  imamo  (Д  х = 0. 02)  \/1+  Д х ss 
УГ  + | Д1  = 1, 0066 > 

65.  sin  29° . 

< Uzmirno  funkciju  у = sinx  Njen  izvod  u tački  х = f!  jednak  je 
Onda,  po  formuli  konačnih  piiraštaja,  imamo  (д  х = — -jfg) ; 


sin  29 


7Г 

6 


7Г  \ . ЈГ  у/Г  7Г 

180/  ~sm--—  — 


0, 484 > 


66.  Dokazati  piibližnu  foimulu 

\/ a2  + х « a +-  — , (a  > 0), 

2a 

gde  je  |.гј  « a2. 

< Piema  formuli  malih  priraštaja,  imamo 

Д X 

VV+  Д У - VV  « +Гд 

Neka  je  у = a2 . Tada  za  Д х rnožemo  uzeti  х,  jer  je  po  uslovu  zadatka 
|.г’ј  <<  a2  i formula  je  dokazana  > 

67.  Dokazati  formulu 

\/а2+.г-ка  + ^ — r (а  > 0,  х > 0), 
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gde  je  0 <r  < fj.  ....... 

«i  Dokaz  se  sastoji  u tome,  da  pokažemo  ispunjenje  nejednakosti  za  r 

Imamo, 


a + Ta~  ^ +‘T  “ Х' 


х- 


'Ја1  + х — a 


2a  у/аТ+х  + а 

0 
X 


2a  (^л/а.2  + х + 2 n ^л/а3  + х + a^ 

Odavde  dobijamo  nejednakost 


0 < r 


х 

2a  (^л/а2  + х + а^ 


a 8а3 


68.  Dokazati  približnu  formulu 

ј/вНГ  « а + — (а  > °), 
v пап  1 

gde  је  |ж|  <<  ап.  Pomoću  te  formule  približno  izračunati  VlOOO 
< Primetimo  najpre  da  je 

Uzmimo  funkciju  f{y)  = t/У  i iziaćunajmo  njen  izvod  u tački  у = 1 : 
Korišćenjem  formule  malih  piiiaštaja,  dobljamo 

„ Л х 

v^l+  Л х ~ 1 H • 

71 

Uzimajući  zatim  Л х = i množeći  obe  strane  sa  а,  dobijamo  trazenu 
približnu  formuiu.  Da  bismo  iziačunali  'УТООО  po  navedenoj  formuli,  pred- 
stavimo  broj  л/1000  u obliku: 

Viooo"  = V210  - 24 


i stavimo  ж = -24,  а = 2,  n = 10  Tada  imamo 

!S*2-^g  = 1,9955 ► 

Napomena.  Ako  je  а (а  ф 0)  tačna  viednost  izmerene  veličine,  a 
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х približna  viednost  te  veličine,  to  se  j Д n|  = \x  — a\  naziva  apsolutnom 
greškom,  a ба  — relativnom  greškom  izmeiene  veličine. 

69  Sa  kolikom  relativnom  greškom  je  izmeien  polupiečnik  sfeie,  ako  je 
zapiemina  sfeie  dobijena  sa  tačnošću  do  0,01 

< Zapiemina  sf'ere  je  V — |7гЛу  Neka  je  | Д i?.|  apsolutna  greška 
izmerenog  polupiečnika  Tada  je 

Д V = ~тг  ({R+  д Rf  - i?3)  = ^7г(ЗЛ2  Д R + 3 Д(д  R.)2  + (Д  /?}3); 

о о 

Zbog  |^|  < 0,01,  za  | Д i?j  dobijamo  nejednakost 


ЗДЛ  ,,(дЛ)2  (д  i?)3 
R + 6 R?  + i?3 


< о,  01 


Uvodeći  oznaku  |^|  = 6r,  dobijamo  nejednakost 

36R  + 3(5д  + б%  < 0, 01 


odakle,  izostavljajući  članove  б\  i б\,  sledi  бц  < 0,0033,  tj.  бц  < 0,33 
piocenata.  > 

70.  Odrediti  apsolutnu  giešku  dekadnog  logaritma  broja  х,  (х  > 0)  ako 
je  relativna  gieška  tog  bioja  jednaka  б 
< Po  foiniuii  malih  piiiaštaja,  imarno 


|Д  log  з;|  = jlog(.x+  Д х ) - log.rj  ss 


1 

lnlO 


Д х 

X 


б 

lnlO 


0,435.  ► 


71.  Dokazati  da  se  ugao  iz  tablice  za  tangense  odieđuje  tačnije,  nego 
ugao  iz  tabiice  za  sinuse,  uzimajući  u oba  slučaja  isti  bioj  tačnih  cifara. 

< Neka  je  cv  traženi  ugao,  z — tana  i (3  — sinct  Tada  je  a = arctans  i 
a = arcsin  ј. 3 . Zamenjujući  u oba  slučaja  gianicu  greške  | Д a|  diferencijalom, 
dobijamo 


|с/а|  = 


l + z2 


= cos2  ajc/z|  i |c?aj  = 


m = m 

У1  - /?2  I cosaj 


Po  uslovu  je  \dz\  = \da\  (isti  bioj  tačnili  cif'ara),  Zato  je  \da\  (po  tablici  za 
tangense)<  \da\  (po  tablici  za  sinuse),  što  je  i tiebalo  dolcazati.  > 
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2.3  Izvod  inverzne,  pararnetarske  i implicitne  funkcije 


1°  Difeiencijabilna  funkcija  у = f(x)  sa  izvodom  koji  nerna  nuia  u 
intervalu  ]a,  b[  ima  jednoznačnu  neprekidnu  inverznu  funkciju  x(y)  koja  je 
diferencijabiina  sa  izvodom 

<-г 

2°  U slučaju  parametarskog  zadavanja  funkcije  у = y(x) 
х = y>(t),  у = if(t)\  a<t<p 


gde  su  ур  i ф dovoljan  bioj  puta 

foimulama: 

dy 

dx 


diferencijabilne  funkcije, 


(p'  ф 0); 


izvocli  se  nalaze  po 


di 2y 


dx 2 


£Ш.1Ш 

dx  <p'dt 


ф"џ>'  — <р"ф' 

(^) з — 


itd. 

3°  Ako  je  funkcija  у = f(x)  difeiencijabilna,  i zadata  implicitno 


F(x,f(x))  = 0, 


onda  se  njen  izvod  nalazi  po  formuli 

(*./(»)))-  0. 


4°  Rešeni  zadaci, 

72.  Polcazati  da  postoji  jednoznačna  funkcija  у = y(x):  definisana  jed- 
načinom 

lf  + Зу  = х, 

i naći  njen  izvod  y'x 

< Pretpostavimo  da  postoje  dve  iealne  funkcije  yi  i уг,  koje  zadovol- 
јал^аји  polaznu  jednačinu,  tj 

У?  + 3yi  = х,  y|  + Зуо  = ж; 


odavde  је 

у\  - У2  + 3(yi  - уз)  = 0, 
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ili 

(m  - У2 )(у\  + ут  + vl  + 3)  = о 

Pošto  је 

У\  + У\У‘2  + У5  + 3 > 0 

za  svako  х.  to  iz  poslednje  jednakosti  pioističe  da  je  y\  = y‘>- 

Dalcle,  data  jednačina  ima  jedinstveno  leaino  rešenje  (kubna  jednačina 
sa  lealnim  koeficijentima  ima  tii  koiena  od  kojih  je  jedan  koien  obavezno 
realan). 

Posto  janje  jedinstvenog  lealnog  lešenja  možemo  dolrazati  i pomoću  izvoda 

Х'  ; 

x'u  = 3 + 3 у1  > 0, 

koji  nema  nula,  tj.  funkcija  x(y)  je  monotona.  Zato  postoji  jedinstvena 
monotona  difeiencijabilna  funkcija  y(x)  sa  izvodom 


х'  3(1 + y2) 


73.  Pokazati, 
načinom 


da  postoji  jednoznačna  iunlccija  у — y(x).  definisana  jed- 


у — s sin  у = х (0  < s < 1), 


i naći  izvod  y‘x. 

< Analogno  lešavauju  piethodnog  piimera  imamo 
У\  ~ Ш - ć(sin  vyi  — sin  2/2)  = 0; 


ili 


odakle  sledi 


. у\  — у 2 , m + У‘2  _ n 

V\  _ y2  - 2£  sin  — - — cos  — - — = 0, 


\V\  ~ 'i/'il  = 2s 


sm 


//1  ^ {П 


COS  ' 


V 1 + V 2 


e\y\  - 2/2 1 


Dalje  je 


pošto  je  1 — e > 0,  to  je 


tj 


Iž/i  - m\  (1  - г)  < 0; 


\у\  - У>\  < 0 


У\  = V'2 
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Nađimo  izvod  y'x  : 


! /.  = ?- 


1 


1 ~~  £ COS  у 


74.  Odiediti  oblast  definisanosti  inveizne  funkcije  х = x(y)  i naći  njen 
izvod,  ako  je 

a)  у = х + 1п.т  (х  > 0);  b)  у = sinhx; 
c)  у = х + e*;  d)  у = tanh.r. 

< a)  Pretpostavimo  postojanje  dve  inveizne  funkcije  х\(у),хг(у)  imamo 
XI  - Хо  = lnf^;  odakle  sledi  .гч  = хо  Za  0 < х < +oo  imamo  -co  < у < 
+oo.  Zatirn  je 


У^  = 1 + 


zato  je 


1 _ х + 1 
х х ' 

.г 


x„ 


y 1 + х 

b)  y'x  = 1 + ex  > 0 za  sve  х.  Sledi,  postoji  jednoznačna  funkcija  x(y) 
(— oo  <y  < +co)  sa  izvodom 

1 


xy  1 + ex 


c)  Očigledno  je  -co  < у < +oo;  y'x  = cosh  х > 0 za  sve  x\  i onda  je 

1 


d)  У'х  = 


coslr  X 
diferencijabilna: 


71 — > 


’ y cosIit’ 

0 za  sve  .г;  dakie,  inverzna  funkcija  je  jednoznačna  i 


cosh“ х = 


1 


1 — tanh"  х 1 — У“ 


i (1у1  < !)•  ► 


75.  Izdvojiti  jednoznačne  nepiekidne  gtane  inverzne  funkcije  х = x(y), 
naći  njihove  izvode  i nacrtati  grafike,  ako  je 

a)  у = 2.г2  - .г'1 ; b)  у = с)  у = 2е~х-е-2х 
< а)  Nađimo  nule  izvoda  у'х  : у'х  = 4.г  — 4.г3; 

4.г  — 4.г3  = 0;  хч  = 0,  .го  = ±1. 

U intervalima  ] -со,  — 1[;  ] - 1,0[;  ]0, 1[;  ]1,+со[  izvod  ima  stalan  znak;  sledi 
na  svakom  od  njih  funkcija  je  monotona;  i ima  jednoznačnu  gianu  inverzne 
funkcije  х = x(y)  u intervalima  ] - oo,  lj  i [0,  l[.  Iz  a)  siedi 


х-2  = 1 ± л/Г-  у, 
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odakle  je 

xi  = \Jl  + n/1  - V ( co  < у < 1); 

Х'2  = -y/i  + (--oo  < у s i); 

®з  = v^~V^y  (°  < у < 1); 

х-4  = -V^T^/T^  (0  < у < i); 

b)  Izvod  funkcije  je  pozitivan  za  х > 0.  negativan  za  х < 0,  jednak  nuli 
za  х = 0;  Zato  postoje  dve  jednoznačne  grane  funkcije  х = x(y)  u intervalu 
0 < у < 1.  Iz  b)  iraamo 

11  = {г ?Г’ 12  = ~{^-y 

c)  Analogno  piethodnom  slučaju  dobijamo 

Ух  = — 2e~x  + 2e~'~x  = 0, 


odakle  je  х = 0 Zatim  je  у'  < 0 za  х > 0 tj  у'  > 0 za  х < 0.  Zato  postoje 
d\'e  jednoznačne  giane  u intervalima  0 < у < 1 i — oo  < у < 1.  Iz  c)  imamo 


Ж!  = -ln  (l  + V1  ~У)  (~оо<2/<1), 

.г-2  = bii±35ES(0<y<l). 

u 


Izvodi  iraaju  oblik: 

a)  ХУ  ~ -lx(l-i2)!  ^) 

Na  (sl.79).  nacrtan 


„ј  • гЛ  т'  — - 

ХУ  ~ 2у-  ! > V ~ '2{е~-х ■~e~~x)  ' 

je  grafik  inveiznih  funkcija  za  sva  tri  slučaja.^- 


sl  79 
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76.  Pokazati  da  je  funkcija  у = y{x),  definisana  sistemom  jednačina 
х = 2 1 + [t|;  у = 5 t2  + 4t|t|, 


difeiencijabilna  za  t.  = 0.  iako  se  izvod  u toj  tačlci  ne  može  naći  po  običnoj 
foimulu 

<i  Po  definiciji  izvoda  imamo 


y'(0)  = lim 

4 Л£— >0 


5(A  t)2  + 4 Л t[  Д t\ 
2 Д t + | A t| 


= 0. 


Po  običnoj  formuii  je 

y[  = lOt  + 8|t|;  x[  = 2 + sgnt  (t  ф 0), 

tJ  , lOt  + 8jtj 

'Јх  2 + sgnt.  ’ 

za  t = 0,  izvod  ие  postoji.  > 

Naći  izvod  sledećih  implicitnih  fhnkcija: 

77.  y~  = 2px, 

<5  Neka  je  у = y(x ) difeiencijabilno  lešenje  date  jednačine.  Tada, 
diferencirajući  jednakost 

у2(.г)  = 2 рх, 

dobijamo 

2уу'  = 2 p, 

odakle  sledi 

V'  = ~,  уф  0 ► 

V 

78.  aictan  | = ln  \/x2  +y2. 

O Neka  je  y(x)  dif'eiencijabilno  rešenje  date  jednačine,  Tada  difeienci- 
ranjem  jednakosti 

aictan  — = ln  \/x2  + у2 
х 

dobijamo 

1 y'x  - у _ 1 х + Ijlj' 

l + S' 

х - У 


odalde  je 
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79.  Naći  y'x  ako  je: 

a)  p — алр  (Arhimedova  spirala);  b)  pa{  1 + cos<p)  (icardioda); 
c ) p—  ae,nip  (logaritamska  spiraia);  gde  su  p,ip  polaine  koordinate. 
<S  a)  Pošto  je  х = pcostp,  у = ps\ny>,  to  je 


1 

У' 


dp  dip  . 

— cos  р - p—  sm  р 
dx  dx 


dy 

dx 


dp  , dp 

sss  — sm  p + p—  cos  (р 
dx  dx 


odakle  je 


dp 

dx 


X + уу' 


dp 

dx 


ху  - у 


p dx  p~ 

Koiisteći  te  izvode,  kao  i a)-c)  imamo: 

a)  jj£  = afeodakle  je  y'x  = = tan(<p+  arctan^); 


b) a£  = sin  <p,  odakle  je  y'x 

c)  aš  ~ odakle  je 


aysn  1 1 р—хр 
axsin 


cot^,  (<p  ф 0,<P  ф +31)  ; 


Ух 


ту  + х 
тх  — у 


tan  (<р  + arctan  ~j) , т ф 0; 

— cot  <р,  т = 0,  (ip  Ф 0;  <р  ф 7r). 


2.4  Izvodi  i diferencijali  višeg  reda 

1°  U slučaju  kada  je  funkcija  / n-puta  difeiencijabilna,  važe  fotmule 
f{n)(x)  = (/^(.т))'  idnf  = d(dn~lf),  n = 2,3, ... 
Ako  je  х nezavisno  promenljiva  onda  je 


d~x  = d6x 


U tom  slučaju  je 


d-f  м = /<")(1)(Љ)". 

2°  Osnovne  formule: 

(д1)!«)  = ах  lnn  a (a  > 0); 

(sinxj^n)  = sin  (х 


ПЋ  \ 

+ т); 

ПЋ\ 


(cosaj^1)  = cos  (х  + — J , 

(xm)(n]  = /77.(777  - l)(m  - 2)  .(77/  - /7.  + l)x" 
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3°  Lajbnicova  formula.  Ako  su  f'unkđje  u i v n-puta  difetencijabiine, 

toje  (H(n)  = Ž Cfu^v^. 

i=0 

4°  Rešeni  zadaci. 

Naći  у"  ako  je: 

80.  у = xy/T+  a:2.. 

< Uzastopnim  difeienciianjem,  nalazimo 


V 


\/l  + х2  + 


x~ 


1 + 2x2 


\/l  + X-  VT+  x~ 


1 + 2x2  \ 4жл/1  + xl  - (1  + 2.T”).x(l  + rtr)  2 


\/l  + х2 
З.г  + 2.г-3 
(1  + ж2)§ 


1 + х-2 


81  у = ln/(x). 

<3  Uzastopnim  diferenciranjem  sledi 


V =-\V  = l J 


f 


,_f  n (Г\  n-f2 

p 


(/>0).  > 


Neka  su  u — <p(x)  i v = t/(x)  dva  puta  difeienci  jabilne  funkcije.  Naći  у" , 
ako  je: 

82.  у = u~ 

<1  Analogno  prethodnom  primeru,  dobijamo: 


у — 2ш/,  y//  = (2 uu')'  = 2(u/“  + ttu')  . > 

83.  у = uv  {u  > 0). 

< Diferenciianjem  stepeno-eksponencijalne  funkcije,  imamo 


v'  = «”  1 "J 


(v' ln u + ~~~) ; v"  - (/lV  intt  + 

KyD1»u+^)+,l-^'i„«+^)' 


uv  ( V In  u + 


11*  V 


u 


+ uv  v In  u Ч b 


v*ul  u{u!v)1  - unv 


/ \ 2 

uv  { ( v*  ln  u H 1 + vn  ln  u + 

u 


u гг 

uunv  + 2uu*v*  ~~  uf2v 
u2 
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Neka  je  / tri  puta  difeiencijabiltia  funkcija.  Naći  у"  i у'" , ako  je: 

84.  у ш f(x2). 

< Postupajući  slično  kao  priiikom  iešavanja  prethodnih  piimeia,  imamo 

у'  = 2x /';  у"  = (2xfY  = 2 (/'  + 2x 2/"); 
у'"  = 2 ~(f  + 2 x2f")  = 4 xf"  + 8 xf"  + 8x3  f" 

= 4.x(3/"  + 2x2f"), 


gde  crta  iznad  f označava  izvod  po  aigumentu  хг.  > 

85.  y = f(ex). 

< Imamo 


= e1/';  v"  = /V  + e2a7";  = ^(exf  + C21/") 

= e1/7  + e2* /"  + 2e2u:  /"  + e3x/"'  = e1/'  + Зе2х./"  + e3x/'", 


gde  crta  iznad  / označava  difeienciianje  po  aigumentu  ex  > 

86  Naći  d2y  za  funkciju  у = e1  u dva  slučaja: 

a)  х je  nezavisno  piomenljiva;  b)  х je  funkcija  neke  promenljive. 

-«j  a)  Po  pravilu  1°  imamo 

dy  = d(ex)  = exdx,  d.2y  = d(exdx)  = (еж)"(с/.г-)2  = ех(с/г)2 


b)  Po  definiciji  diferencijala  funkcije,  imamo 

с/у  = d(ex)  = exc/x, 


Difetenciranjem  pioizvoda  exdx.  dobijamo 

c/2y  = d.(exdx)  = ex(dx)~  + exd2x.  > 


Smatrajući  х nezavisno  promenljivom,  naći  c/2y,  ako  je: 

87  у = ч/Г+г2. 

Prema  definiciji  diferencijala  i pravila  difeienciranja  lazlomka,  nalaz- 

imo 


dy  = d(v+i^)  = 7| =.,d‘y  = d(-fif) 

ч/Г+77(с/.г)2  - .г2(с/х)2(1  + л;2)^  _ (dxf 
l+x2  (1  + х2)! 


> 
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Nelca  su  u i v dva  puta  difeiencijabilne  funkcije  od  promenljive  х Naći 
r/2y,  ako  je: 

88.  у = uv. 

*4  Po  piavilu  diferencitanja  pioizvoda,  imamo 

dy  = d(uv)  = udv  + vdu;  d~y  = d(udv  + vdu) 

= dudv  + ud~v  + dudv  + vd~u  = ud’v  + 2dudv  + vd2,u  > 


89.  у = arctan  ~ 

■4  Koristeći  invaiijantnost  foime  diferencijala  prvog  reda,  sledi 


dij 

d‘~y 


/ u\  1 / u \ vdu  — udv 

= d ( aictan  ) d j ) 9 . 9 , 

V vJ  \vJ  u2+v2 

j ( vdu  — udv\ 

= dy  г,2+„2  J 

(u2  + v2)d(vdu  - udv ) 2(vdu  - udv)(udu  + vdv) 

= (U2  +г;2)2  (U2  + U2)2 

ufZ2rt  - ud2v  2 (uv(du)2  - irdudv  + v2dudv  - uu(du)2) 

~ u2  + г>2  («2  + ^2)2 


Naći  izvode  у^,у"2,у"з  od  funkcije  у = y(x),  zadate  parametaiski, 
ako  je: 

90.  х = 2t  — t2]  y = 3t-t3. 

Uzastopnim  diferenciranjem,  imamo  (t  ф 1) 


Ух 


v'U 


„ /// 

Ух2 


(3  - 3 t2)dt  __  3 
: (2  - 2 t)dt  “ 2 

!<i+t>)=f^ 

3 (т=г) 


dy 

dz 

dx 
d 

dx  \4(l-t) 


(l+t)  (t  ф 1); 


dt 


2 (2  - 2t)dt 


(i-O- 


4(1-0’ 

3 


dx 


4 2(1  -t)dt  8(1  — t)2 


91.  х ■ = f,(t),y  = tf(t)-f(t). 

< Uzastopnim  diferenciranjem,  dobijamo 


, тЋЋШ  - f" 

d(r(t))  tf 


= \ U"  Ф п); 


y'U  = 


(i)  _ 


2 dt 


dx 


f"dt 


1 

t2f"' 
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Ух3  dx  f'dt  t4(/")3 

92.  Neka  je  funkcija  у — f{x)  diferencijabilna  dovoljan  broj  puta.  Naći 
izvode  х' , х" , х'" , inveizne  funkcije  х = /_1(у),  pietpostavljajući  da  ti  izvodi 
postoje. 

Piema  formuli  za  nalaženje  izvoda  inveizne  funikcije  kao  i piaviia  za 
naiaženje  viših  izvoda,  imamo 


dx 

dy 

d3x 

Ф3 


1 d2x  _ ^ (т7)  јЈП—  = 11  - 

/'*  dy2  f'dx  (f)3’ 


(Лц 

f'dx 


з (Г)2  - f'f" 
{f'f 


if'  Ф o). 


> 


Naći  i у"з  funkcija  koje  su  zadate  implicitno: 

93.  х”  + у2  = 25. 

Neka  je  y(x)  tii-puta  đifeiencijabilno  rešenje  date  jednačine.  Onda, 
difer encii  an j em  j ednakosti 

х2  +y~{x)  = 25 


po  х,  dobijamo 

2x  + 2уу'  = 0,  tj.  у'  = 

u 

Koiisteći  zatim  pravilo  nalaženja  viših  izvođa,  dobijamo 


У - xv' 

V2 


75  , 
7лУ 


~ (у  ф 0).  > 
У 


9 i 2 

X-  + У~ 
У 3 


25 


94.  Neica  је  funkcija  / đcfinisana  i dva  puta  difeiencijabilna  za  х < xq. 
Kako  treba  odabiati  koeficijente  a,b  i c da  bi  funkcija 


FM  _ 1 /(*)»  ® ^ -r+ 

' [ a{; X — Хо)"  + b{x  — Хо)  + c,  X > XQ, 

bila  dva  puta  difeiencijabilna? 

< Za  postojanje  prvog  izvoda  u tački  х — .x*o  potiebna  je  i dovoljna  jed- 
nakost  jednostianih  izvoda  u tački  .tq  nepiekidnosti  funkcije  F.  Zato  imamo: 


tol  w 
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a)  f(x o)  = c (neprelddnost  funkcije  F)\ 

b)  Hm  /(хо+&д]~/(а:о)'  = fL(x o)  = b tj,  F'(.t0)  = b (postojanje  pivog 

izvoda  F'(x 0)). 

Dalje  moia  A'ažiti 

..  F'(xo+  Д х)  - F'(x0)  ,.  %+Дх)-^(хо) 

1јхп  — — nm  — “ — j 

дт_*_0  Л X Дх— ►4-0  Д X 


ti.  lim 
дх— ►— 0 


f'-(x 0+  A х)  - f'_(x o) 


Д х 


lim 

дх— *— 0 


2q  Д х + b — b 
Д х 


2a, 


(postojanje  drugog  izvoda  F"(.t0))..  Dakle,  c = /(.т0),  b — /i(x0),  a — 

fl(xo)  > 

Naći  izvode  navedenog  reda: 

95.  у = ax~rn.  Naći  у'". 

^ Uzastopnim  diferenciranjem,  imamo 


у'  — —атх~~тп~1\  у"  = —am(x  m l)'  = am(m  + l)m  (m+2); 


if'  = am(m  + 1)(аГ<т+2))'  = -am(m  + l)(m  + 2).г--<т+3).  > 

96.  у = Naći  y<8). 

< Dodavanjem  i oduzimanjem  jedinice  brojiocu,  imamo 


у = -(х  + 1)  + - " ~ = -(1  + х)  + (1  - х)  г. 


Očigledno  је 

У(8)  = ({1  _ ж)-1)<8>  = 8!(1  - хГ9  (х  ф\у> 


97.  у = ■d±-£..  Naći  у<100).. 

< Tiansformisaćemo  datu  funkciju  na  oblilc  pogodan  za  diferenciranje: 
у = 2(1  — x)~%  -(1-.г)5 


V 


(100)  _ 


2" 

(197)!! 

21п0  ' (1  - .t)100V'T^ 


399 


(х  < 1).  > 


Sada  je 
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98.  у = x2e~x  Naći  г/20) . 

< Ovde  se  može  piimeniti  Lajbnicovo  piavilo,  Uzimajući  u — х2 , v = 

e2x  i koristeći  da  je  u'  — 2x,  u"  = 2,  = 0 za  k > 3,  zatim  v'  = 2e2x,  v”  — 

Ae2x  = 22e2x, , i/20)  = 220e2z,  imarno: 

{x2exf0)  = г/°У2°)  + CfVt/ie>  + CfiiV18) 

= х2  ■ 220e21  + 20  • 2x  219e2z  + • 2 • 218  - e2" 

= 220  (ж2  + 20.г  + 95)  e2x.  > 

99.  у = ~.  Naći  г/10). 

< Kao  i u prethodnom  primeru  piimenićemo  Lajbnicovo  piaviloT  uzi- 
majući  đa  je  u = v = ex , Tada  imamo 


(10) 


e 

х* 


С\0~  + 2С\°-.  -2-ЗС310— 


4 


+2  ■ 3 4Cj 


10 f 


■ 2 • 3 ■ 4 • 5C'° -p 
0 a;6 


+6'Сб°^7  - 7!^r°“e  + 8!а80^9  - 9!Cg- 


'tlO 


до 


х 10  t 

+«*^Г  = ^В-ч-сг^  ► 


n— 0 


100,  у = xsinhx.  Naći  y(100), 

^ Prema  Lajbnicovoj  formuli,  nalazimo 

y(10°)  х sinh  х*  + C| 00  cosh  х = х sinh  х*  + 100  cosh  х , &> 


Naći  diferencijal  navedenog  i eda,  smatrajući  х nezavisno  promenljivom: 

101.  у — хб.  Naći  cPi/, 

^ Po  foimuli  1°  imamo 

dy  = 5x‘ldx;  d2y  = 20x3(dx)2; . ; d°y  = 5\(dx)°  > 


102.  у = х cos  2.T  Naći  d10y. 

< lz  Lajbnicove  formule,  sleđuje 

d1Qy  = (-х  - 210  cos  2x  - Cf°  ■ 2°  sin  2x)  (dx)10 

= — 210  (х  cos  2x  + 5 sin  2x)  (cfx)10.  > 
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Naći  diferencijal  navedenog  reda,  ako  je  u funkcija  od  х,  difer- 
encijabilna  dovoljan  broj  puta. 

103.  у = u2.  Naći  dwy. 

<a  Primenom  Lajbnicove  foimule  na  pioizvod  u u imanio 
10  4 

dwy  = g C}Qdlu  - d10^  = 2 ]Г  CfcPu  d^u  + Cf(d3uf 

i=0  i=0 

= 2 ud10u  + 20  dud9u  + 90  d2udsu  + 240d3udru 
+420 dAud6u  + 252(dsu)2..  > 


104.  у = Inii.  Naći  d3u. 

<3  Uzastopnim  difeienciranjem  nalazimo 

du.  ,9  ud2u  - ( du )2 

dy  = — ; d~y  = ", ; 

u u~ 

ч u2d{ud2u  - ( du )2)  - 2ud.u{udru  - {du}2) 

dy  = - 

= Д-  {u{đud2u  + udsu  - 2dudlu)  - 2 udud2u  + 2{du)3) 
u s к 

= u~3{u2d3u  — 3udud2u  + 2{du)3).  > 


105.  Naći  d'2y,đ3y  i d4y  od  funkcije  у = f{x),  smatrajući  da  je  х funkcija 
neke  nezavisno  promenljive. 

< Polazeći  od  definicije  difeiencijala  višeg  teda,  dobijamo 

dy  = f'dx ; d2y  = d{f'dx)  = f"{dx)~  + f'd~x\  cl3y  = d{f"{dx)~  + / d х) 

= f"{dxf  + 2 f"dxd2x  + f"dxd2x  + fd3x  = f"'{dxf  + 3 d2xdxf"  + fd?x 
dAy  = f4\dxf  + f"3{dxfd2x  + 3d3xdxf" 

+3  {d2xf  f"  + 3 d2x{dxff"  + f"dxd3x  + fd4x 
= fV  {dxf  + 6 f"(dxfd2x  + 4 Sxdxf"  + 3(d2xff"  + fdAx,  > 


106.  Izraziti  izvode  у'  i у"  od  funkcije  у = f(x)  preko  uzastopnih  difei- 
encijala  promenijivih  х,  у ne  pietpostavljajući  da  je  х nezavisno  promenljiva, 
<5  Piema  definiciji  difeiencijaia,  a takođe  i prema  pravilu  diferenciianja 
proizvoda,  imamo 


dy  = 

f'd х, 

(1) 

d2y  = 

f"(dxf  + fd2x, 

(2) 

d\j  = 

f"(dxf  + 3 d2xdxf"  + fcfx. 

(3) 
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Iz  (1),  (2)  i (3)  imamo  redom 

у = > ~ li’ 

„ d2y  — y'd2x  _ dx?y  — dyd2x 


У"  = / 


(dxf 


(d  х) 


,ЛЗ 


/' 


r///  


d3V  - 3 


(dx)2 


= — i— г ((dx)2dAy  — 3 d2xdxd2y  + 3(d2x)2dy  — dxdySx)  > 

(dx)a  v 

107.  Pokazati  da  funkcija 

у ~ C\  cos  х + C‘>  sin  х, 

gde  su  C\  i C2  pioizvoljne  konstante,  zadovoljava  jednačinu 

у"  + у = o 


■4  Uzimanjem  diugog  izvoda  sledi 

у"  — —Ci  cos  х — Co  sin  х = — у > 

108.  Dokazati,  da  ako  funkcija  f ima  izvod  ?z-tog  leda,  to  je 

(f(ax  + 6))(n)  = anf<n)(ax  + b) 

Piimenićemo  metod  matematičke  indukcije  Očigledno  imamo 
(f(ax  + b))'  = af'  (ах  + b) , 

gde  crta  kod  funkcije  / označava  izvod  po  argumentu  (ax+b)  Neka  je  tačna 
jednakost 

(f(ax  + 6))(n)  = nn/(n)(ax  + b)„  (1) 

Treba  dokazati  da  je 

(f(ax  + t>))(n+1)  = an+1/(n+1)(ax  + b). 

Difeiencirajići  (1)  po  х dobijamo  (2),  što  je  i tiebalo  dokazati,  > 

109.  Naći  Р(п)(ж),  alcoje 

P(x)  — aoxn  + а+х71  1 + - + an— i.x  + an„ 


(2) 
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<j  Uzastopnim  ciiferenciranjem  sledi 

P'( х)  — па0.г-п_1  + (n  - l)a\xn~2  + + а„_ i; 

P"(x)  = n(n  - 1)ацхп~2  + (n  - 1 )(n  - 2)ai.x-n~3  + • + an_2; 


p№(x)  = n(n— 1). (n— k+l)aoxn~k +(n—  l)(n—  2) (n—k)a\xn  k J+ +an_j. 

Uzimajući  k = n dobijamo  P^(x)  = ?г!а0.  t> 

Naći  j/n),  ako  je: 

11Л  — QT~h^! 

1XU-  у — op+d- 

Transfoimišimo  ftmkciju  na  oblik  pogodan  za  diferenciranje-  Imamo 


а 

- -f- 
c 


/ а,х  + 6 
у сх  + с/ 


(с  Ф 0) 


Sada  bez  teškoća,  sledi 


(-1Г 


n > 1 


l-l-l-  V +1_Зж-)-2 " 

<!  Jedinicu  iz  biojioca  piedstavimo  u obliku 

1 = (г-1)-(х-2) 


i rastavimo  kvadratni  trinom  iz  imenioca  lcao 

х2  - Зх  + 2 = (х  - l)(x  - 2); 


lmamo 


V = 

Diferenciianjem  у n-puta  sledi 
У{п)  = (-l)nn! 


X 


2 х - 1 


(х  - 2)”+!  (х  - l)n+1 


112-  y = ifri 

< Zapišimo  funkciju  u obiiku 

У = (1  + х)~зх. 
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Izvod  reda  k funkcije 

yi{x)  = (1  +ж)“3 


jednak  je 


уР = (-i)^  Q+ 1)  (| +k~ г)  -i-  (i) 

Izvođ  funkcije  y(x)  dobijamo  prema  Lajbnicovoj  formulu  i na  osnovu  (1) 
uzimajući  k = n i k = n - 1 : 


(n)  , (n-l) 

y\  x + ny\ 


(-1) 

(-1) 

(-1) 


„*•4  (Зтг  — 2)  п.г  1 ■ 4...(3n  - 5)n 

37,(1  + .г')5+,г  ‘ 3»-1(l+®)i+(n’'1) 

n 1 ' 4 (3n  7—  ((3n  - 2)x  - 3n(l  + ®)) 

3”(1  + аг)з+,г 

пј-!  1 • 4-,.(3n  — 5)(3n  + 2x)  ^ 

Зп(1  + .г-)^+п 


113.  у = sin2  х 
< Piedstavimo  у u obliku 

1 1 n 

У~Ђ  ~2cos2x 

koristeći  formulu  2°,  nalazimo 

t/n)  — — 2n_1  cos  (2г  + — j , n > 1.  > 


114.  у = sin3  х. 

< Na  osnovu  formule 


У = 


- sin  х — 7 sin  Зг- 
4 4 


i piema  2°  dobijamo 


y(n) 


з 

1 n . 

- sin  ^ 
4 

(1+т) 

- -3  sin 
4 

(з.г’  + — ) 

115.  у — sin  ах  si  n bx . 
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< Predstavimo  у u obiilcu 

y=~  (cos (n  - b)x  - cos (a  + b)x) 
i primenom  foimule  2°  nalazimo 

у{п)  = ? ((®  ~ cos  0a  ~ h^x + ir) 

-(a  +b)n  cos  ((a  + b)x  + 

116.  у = sin2  ах  cos  bx. 

-4  Imamo 

1 — cos  2ax  , 

У = 2 C°SbX 

= — ^ (cos(2a  + b)x  + cos(2a  - 6)ж) , 

па  osnovu  koje  je 

yV)  = ^ cos  (bx  + ™)  “ \ ((2a  + b)n  cos  ((2a  + b)x  + 
+(2a  - b)n  cos  ((2a  - b)x  + ^))  ► 

117.  y = sin4  х + cos4  х. 

< Tiansformacijom  imamo 

3 1 

»=4  + 4C034*. 

odakle  je 

y(n)  = 471”1  cos  (4.т  + ^—-)  , n > 1 ► 

118.  у = xcosax 

< Po  Lajbnicovoj  formuli  sledi 

у^  = xan  cos  (az  + — ) + Cnan~l  cos  (ах  + — g 
= xan  cos  (ах  + — ) + nan~ 1 sin  (ax  + ^)  ► 

119.  у = х2  sinax. 
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< Po  Lajbnicovoj  foimuiu  se  dobija 

у(п)  __  x'an  sin  (ах  + — ) + 2xCfan_l  sin  (^ах  4 - nj 

+2 Co(in~2  sin  ^ах  + - - -тг^) 

= x2an  sin  (ах  + - 2x nau_1  cos  (ах  + 

. o . / 77  7Г  \ 

-(71  — l)7ia  " sm  ( ах  + —}  > 


120.  у = cos  х. 

^ Piedstavljajuči  cosx  po  Ojlerovoj  formuli,  dobijamo 
У = ~ (e(1+<>*  + e(1_i)l)  , 


odakle  je 

y(n)  = 1 ((l+-i)ne(l+i)l  + (l-'i)ne(1-i)x) 

= I ((v^)71  e*+i(*+J?)  + (л/2)П  ex“i(x+^))  = 2?ех  cos  (х  + ~)  ..  ► 


121.  y = 1п|±ђ 
■4  Uzimanjem  izvoda  imamo 

/ 2а6  /а  ч-l  /а  \ 

г'=(а  + И(°-И  = ^ V +(4'  -* 

Diferenciranjem  п — 1 puta  sledi 


?/n) 


(-l)n_1(n  ~ 1)!  (у  + *)  + ("  - !)!  (ј  ~ *гј 

/ i (-1)" 

(n'1)№+(o-fcr)”  + (a  + faF 

(а”~  ((°  + fa>n  + (~1>П(°  ~ + 


122.  у = еахР(.т),  gde  je  P(x)  polinom. 
Prema  Lajbnicovoj  formuli  sledi 


Д») 


V'Cfe  (е"*)(п"Л)(Р(*)) 


\(*) 


Z ј 

0 


1 


£ CJo"- 

/с— 0 

Е C+«”' 

A:~0 


(P(x-))(fc)  еах, 
(P(x-))(fc)  еах, 


??.  > ?7i; 
71  < 77? 
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gde  je  rn  stepen  poiinoma.  > 

Naći  dny,  alco  je: 

123.  у = xnex 

4 Po  Lajbnicovoj  formuli  dobijamo 

dny  = 

k=0 

= e"  ]Г C£(dx)n~kn(n  - l)(n  - 2)  (n  - k + l)xn~k(dx)k 
к= 0 

= ex(dx)n  Ј2(СС)2к\хп~к  > 

k=0 


124  Dokazati  jednakosti: 

1 ) 

(eax  sin(bx  + c))(n)  = eax(a2  + 62)3  s\n(bx  + c + mp)\ 

2) 

(eax cos(6x  + c))<">  = eax(a2  + 62)§  cos (bx  + c + mp), 


gde  je 


sm  tp 


ч/ГТб2 


i cos  <p 


ч/Т+Т 


■4  Množenjem  leve  stiane  pive  jednakosti  sa  i a zatirn  sabiranjem  sa 
levom  stianom  dnige  jeđnakosti  dobijamo 

y(«)  — (eax  cos(6.x-  + c))(n)  + (Ге0*  su\(bx  + c))(n)  = e,c(e(“  h(n))(n)  = elc(a  + bi)  e(  н 

_ ^fl2  _|_  e(a+ib)x+ic+ni>p  __  ^2  fc2  ) § eaI  (C0S  (bx  + C + mp)  + I sin(6.T  + C + Пр)) 
— (a2  4.  b2)^eax  cos(6.t  + c + nip)  + i(a~  + b~)~  eax  sin(6x-  + c + np) 


Koiisteći  definiciju  jednalcosti  dva  kompleksna  bioja  dobijamo  tvrđenje  u 
zadatku  > 

125.  Naći  y(n)  (j  = 1,2),  ako  je 

a) 

7/1  = coshaa'cos  bz; 


V2 


b) 


= cosh  ах  sin  bx 
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<j  Množenjem  funkcije  уо  sa  imaginarnom  jedinicom  i a zatim  sabiianjem 
sa  pivom  funkcijom  dobijamo 

Z(x)  = y\  + rn  = \ (e(aHb)x  + е-^“-љ)2)  . 

Diferenciranjem  n—  puta  kompleksno  viednosnu  funkciju  2,  nalazimo 

z(n)(x)  = \ ((a  + ib)ne(a+ib)x  + (— l)”(a  - to)”e~(e“W)*)  (1) 

Zapisujući 

a + ib  — \/a2  + b2el{p,  a — ib  = \/a2  + b2e~~lip,  (— l)n  = еШ7Г, 

gde  je 


sm  ■ 


b a 

z,  cos  ip  = 


\/cF+¥‘ 


у/ТТР'' 

i zamenjujući  u (1),  dobijamo 

г(П)(.х)  = (a~  + t ) 2 ^Q^ei(7i<p+bx)  _j_  e~ax ei(bx-nv+mr  j (2) 

Zamenjujući  u (2) 

eax  = cosh  ах  + sinh  ах,  e~ax  = cosh  ах  - sinh  ах, 
i koiisteći  Ojlerovu  foimulu  dobijamo 

/ \ 0 0.«  / П7Г\  / /,  ШГ\ 

z(n)(x)  = (a~  + lr)  2 cosh а.т cos  I mp  — — J f cos  ( о.г-  + — Ј 
+i  sin  (bx  + ^— ) ) 

. >i  , . / П7Г\  / . /,  П7Г\ 

— (а“  + (г)  2 sinh  аг  sm  f nip  — — J f sm  ( ох  + — J 
— i cos  (ј>г  + +))  5 

Razdvajajući  realni  i imaginaini  deo  dobijenog  izraza,  konačno  dobijamo 


V l 


(n) 


9 9sll  , / П7Г\  /.  , П7Г\ 

(a~  +b~)  a cosh  аг  cos  f шр  — — J cos  i ол;  + — J 

П / 77.7Г  \ . /,  П7Г  \ 

— (а_  + 6“)  2 sinh  аг  sin  ( mp  — — J sm  f аг  + — J 
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yin}  = (a2  + b2)^  cosh  ах  cos  (n.<p  — ^)  sin  (bx  + — j + 

„ .,  „ / nn\  (.  птт\ 

+(a"  + b~) '/  sinh ах sin  ( n</?  — — 1 cos  + — J > 

126.  Tiansfonnacijom  funkcije  f(x)  = sin2px,  gde  je  p prirodan  broj,  u 
trigonometrijski  polinom 

П 

f(x)  = у;  Ak  cos  2 кх, 
fc= o 


naći  /(n)(a-0- 

<3  Prenia  Ojleiovoj  f'ormuii  sledi 


sin2px 


2i 


tn 

02p 


^(-l)fcC7feifcse-^2p“fc)l 

-p 


к= 0 


C2p 


= 'tZ  ( + E ) + £ 

=0  A=P+I 


U drugom  sabirku  koji  stoji  u zagradi  uvedimo  novi  indeks  sumiranja  k', 
stavljajući  k = 2 p-  k' . Pii  tom  koristeći  poznatu  formulu  Cjf  = С2%_к, 
dobijamo 


Uzimajući  n-ti  izvod  od  dobijenog  izraza,  nalazimo 


/<">(  i) 


= Li£  t -IfCprtk  - p)n  cos  (2  (k  -pji  + y) 

""  к= 0 

= ^(_i)fc+i'(72p2n-2p+1(^  - P)n  cos  (2(А  - p)x  + — ) ► 

&=0 
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127.  Naći  /(п^(х),  ako  je: 

a)  f(x)  = cos2p  х;  b)  f(x)  = sirrp+1  ж;  c)  f(x)  = cos2p+1  х,  gde  je  p ceo 
pozitivan  bioj  (kao  u piehodnom  primeru). 

< a)  Uzimajući 

cosx  = ~(eix  + e~ix), 

dobijamo  lasuđivanjem  kao  u piethodnom  primeru: 

c°s2p х = Ск' cos 2(k  ~ P)x  + 

" A:=0 

Difeienciranjem  clan  po  član  n-puta  dati  izraz  imamo 

P | / П7Г  \ 

f(n\x)  = ClP  2n~2p+1(k  - p)n  cos  (2(k  - p)x  + — ) 

t=o 

Za  nalaženje  izvoda  n-tog  reda  u slučajevima  b)  i c)  možemo  funkcije  pred- 
staviti  u obliku 

sin2p+1  -г  = sin2p  х sin  х,  cos2p+1  х = cos2p  х cos  х 

i koiistiti  rezultate  prethodna  dva  primera  Za  oba  slučaja  navodimo  samo 
rezultate: 

b) 

/(П)(Х)  = ^(-l)p+fc  (2p  ~ 222р+-^П  clp+l  sin  ((2p  - 2k  + l)x  + ~)  ; 
fc= o 

c) 

/(«)(x)  = J2  (2p~^+  — cf2p+u  cos  ((2p  - 2/c  + l)x  + ~)  . s> 


fc=0 

128.  Koristeći  jednakost 
1 


х2  + 1 2г  l х - г х + ij  ’ 


dokazati,  da  je 


х2  + 1 


(n) 


^ *)  ”'И'  sin  ((n  + 1)  arctan  х) . 


(х2  + 1)*P 
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<1  Najpre  nađemo  ?i-ti  izvod,  a zatinr  piema  trigonometrijskom  zapisu 
kompleksnog  bioja  i Moaviovoj  foimuli  sledi 


1 ( (-l)"n!  (— l)nn!  \ 

~ 2 i V (-г-  - ’i)n+1  (s  + i)n+1 ) 


- + х2)~^  (cos(n  + 1)<р  + i sin(?i  + 1)<р) 

_(~L_ (i  + .г-2)-2^  (cos(n  + 1 )<р  - i sin (n  + l)v>) 

( — 1)ПП\  м , <+_"±i  . , , ,v 

_ 1 — ф — (1  + x~)  2 sm(n+l)yj, 

7Г 

ф = aig(.x  + i)  = — - arctans  = aiccota-, 

što  je  i tiebalo  dokazati.  ► 

Naći  /(n)(°)i  ako  Је: 

129.  a)  f(x)  = x2eax ; b)  /(ж)  = aictan*;  c)  /(ж)  = aicsini. 

-4  a)  Po  Lajbnicovoj  formuli  dobijamo  da  je 

/(")(*)  = x2aneax  + C'”2x,an-1eai  + 2C!fan~2eax, 

odalde  sledi 

y{n)(0)  = n(n  _ l)fln“2.. 

b)  Neposiednim  difeienciranjem  se  teže  dolazi  do  rezultata,  zato  postu- 
panro  na  sledeći  način,  Difeiencirajući  / dva  puta,  dobijamo 

' 1 ~ (1+х2)2  i + 12 

odakie  siedi 

(1  + x2)f"  + 2xf  = 0 

Piimenjujući  dalje  Lajbnicovu  foimulu  na  svaki  sabiiak  posebno  (nađerno 
izvod  leda  n — 2)  imamo 

(1+ж2)/(п)+2(п— 2).г'/(п_1)+(п-2)(п~3)/(п_2)+2.г7(п-1)+2(п-2)/(п  _)  = 0, 

oclakle  za  х = 0 nalazimo 

/И(0)  = -(n  - l)(n  - 2)/(n_2)(0), 
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Ako  je  n = 2A:  imamo  f{2k){0)  = 0 U slućaju  da  je  n = 2fc  + 1 dobijamo 
/ (2A.-+1) (o)  _ (2A-)!.  (A:  6 No) 

c)  Primenjujući  isti  metod  kao  u piethodnom  piimeru,  dolazimo  do  jed- 
nakosti 

(1  - ж2)/"  - xf>  = 0, 

iz  koje  difeienciianjem  n - 2 puta  po  Lajbnicovoj  formuli  sledi: 
(1-®ђ/<п>+С'Г2(“2*)/п-1)-(п--2)(п-3)./<п-2^-*/(п-1)-СТ-^(п'2)з 

odakle  za  х = 0 nalazimo 

/(п)(  0)  = (n-2)2/(n"2)(0). 

Uzimajući  ledom  n = 2.3,...u  poslednjoj  jednakosti  i vodeći  racuna  da  je 
/(0)  = 0 i /'(0)  = 1,  nalazimo  da  je 

/( 2fc)  (0)  = 0,  /{2fc+1)  (0)  = ((2A-  - 1)M)2  , k € N.  > 

130.  a)  /(.т)  = cos(marcsinx);  b)  /(.r)  = sin(maicsinx). 

< Difeienciianjem  /(ж)  i kvadiiianjem  obe  stiane  tako  dobijene  jed- 
nakosti,  a zatirn  difeienciraiijem  član  po  član  još  jednom  za  oba  slučaja  a)  i 
b)  istovremeno,  nalazimo 

(1  - x2)f"  - xf>  + m-f  = 0. 

Difeienciranjem  po  Lajbnicovom  pravilu  n - 2 puta  dobijeni  iziaz,  imamo 
(1  - x-)J  {n)  - 2.x (n  - 2)1{п-г)  - (n  - 2) (n  - 3 )/(n-2) 

_ (n  - 2)/(k_2)  + m2/(n-2)  s 0, 

oclakle  za  х = 0 sledi 

/(”)(0)  = ((n  — 2)2  — m2)/(n_2)(0).. 

a)  /(0)  = 1,  /40)  = 0; 

/<з*)(0)  = ((2fe  - 2)2  - vn2)/(2fe_2)(0);  /(2fe_1)(0)  = 0, 
ili  konačno 


/( 2fc)(0)  = (— l)fem2(ni2  - 22)  ....(m2  - (2fc  - 2)2) 
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b)  /(0)  = 0;  /'(0)  = m; 

y(2fc)(0)  = 0;  Ј(2Л+1)(0)  = (— l)fc77?.(7?i2— l2) (7?j2 — 32)...('m2— (2fc— l)2),  A:  € 
131.  a)  у = (arctana:)2  b)  у = (arcsin®)2. 

<j  Piimenjujući  Lajbnicovu  formulu  za  naiaženje  izvoda  n-t.og  reda 
funkci  je  у = /2(х)  dobijamo 

y(n)  = Žcfc/(fc)/(n"fc)-  (1) 

fc=0 

Za  parno  n u sumi  (1)  na  pamim  mestima  stoje  proizvodi  izvoda  neparnog 
reda  od  funkcije  /,  a na  neparnim  mestima  proizvodi  izvoda  te  funkcije 
parnog  teda.  Ako  je  n nepaian,  onda  u foimuli  (1)  svald  član  sume  sadrži 
pioizvod  izvoda  parnog  leđa  funkcije  / sa  izvodom  neparnog  reda.  Piililcom 
ieSavanja  primera  129,  pokazano  je  da  su  izvodi  parnog  reda  funkcija  у = 
aicsinz  i у = arctan  х u nuli  jednaki  nula,  a neparnog  reda  u istoj  tački 
su  različiti  od  nule,  Na  osnovu  navedene  analize  foimule  (1)  dolazimo  do 
zaključka  da  je 

ј27п+1  d?m+l  ■> 

^+f(aictana-)2|x=o  = 0,  ^Tf  (aicsinx-)ix.=0  = 0. 

Neka  je  n = 2 m,  f2(x)  = (aictana-)2.  Na  osnovu  goie  izloženog  i rezultata 
dobijenih  prilikom  reSavanja  piimera  129,  nalazimo 
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Napomenimo  da  simbol  |I=o  označava  vrednost  odgovatajuće  funkcije  u tački 

х = 0. 

Što  se  tiče  izvoda  2???.— tog  reda  funkcije у = (arcsin  x)~  možemo  postupiti 
kao  kod  funkcije  у = (arctano:)2  primenom  formule  (1)  i rešenja  zadatka  129 
Tada  dobijamo 

y(2m)  ^ _ у;  C2"|I(aicsin.T)(2j+1)(aicsinx)(2m~2j~1)  јд=о 

7=0 

= E СШМ  - m2  ■ ((2m  - 2 j - З)!!)2. 

7=0 

Rezultat  možemo  dobiti  i u kompaktnijem  obliku  Za  to  se  postupa  na 
sledeći  način:  Označimo  у = (arcsina;)2  Onda  je 

aicsin  х = ±s/y 

Diferenciianjem  leve  i desne  stiane  jednakosti  po  х,  irnarno 

1 ,1  _i  , 

= ’ v ■ 

Kvadriianjem  obeju  strana,  sledi 

(y')"(f  - x'2)  = i[V 

Uzimanjem  izvoda  leve  i desne  strane  i skraćivanjem  sa  у' , (јхј  < 1)  dobijamo 

/(1-.г-2)-.гУ  = 2, 

odalde  primenom  Lajbnicovog  pravila  (м  — 2 puta)  sledi 

Ј/(п)(1  _ хђ  _ 2x(n  - 2)1/(«-г>  - (n  - 2 )(n  - 3 )i/(n-2) 

-ху('л~1)  - (n  - 2 )y(n~2)  = 0, 

Zamenjujući  u poslednjoj  fonnuli  х = 0,  nalazimo 

y(")  (0)  = (n  - 2)2  y(n-2)  (0)  (n  = 3, 4, 5.  .) 

Uzimajući  u obzir  da  je  y(0)  = y'(0)  = 0,  y"( 0)  = 2.  konačno  dobijamo 
y(")( 0)  = 2 - 22  42 (2/71  - 2)2  = 22"1”1  ((m  — l)!)2  , rn  € N . 
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Upoređujući  ovaj  iezultat  sa  ranije  dobijenim,  uveravamo  se  u tačnost  for- 
mule: 

E (СУ  - l)«)2  ((2m  - 2 j - 3)П)“  = 22m_1  ((m  - l)!)2  ► 

i=o 

132.  Naći  /{п)(а),  ako  je 

/(х)  = (s  - а)п<р(‘г), 

gde  je  <p  funkcija  sa  neprekidnim  izvodom  ieda  n — 1 u okolini  tačke  х = a 
<3  Primenom  Lajbnicove  formuie,  očigledno  je  u okolini  tačke  а ispun- 

jeno 

/(”- (ж)  = п!(ж  — а)<р(.г’)  + о((.г  — а)) 

Za  .г  = а sledi  /(п-1)(а)  = 0.  Za  izvod  reda  п u tački  х = а imamo 

/(n-l)(Q+  д д)  - /("-*)  (Q) 

Д г 


n!  Д .г</?(а+  Д г)  + о(Д  .г) 
= lim  


Дх— »0 


Д .г 


= lim  ( п\<р(а+  Д .г)  Н — ^ ) — п\<р(а) 

Дх~*0  \ v Д X Ј 


(zbog  neprekidnosti  funkcije  <p  u tački  х — а).  ► 
133.  Dokazati,  da  funkcija 

,г2п  sin  х ф 0; 


f(x) 


0,  г = 0 


n 6 N,  u tački  х = 0 ima  izvode  do  reda  n zaključno,  a nema  izvod  reda 

n + 1 . 

< Pošto  je 

UmM-o. 

х— *0  X 

to  je 

/Чо)  = o 

Koristeći  Lajbnicovu  formulu  dobijamo  da  je 

Т1  — 1 / 1 \ № 


/»-"м  = (sini) 

k^O  x 

= £ C£-l2n(2n  - 1) ...  (n  + k + 2)x,n+fc+1 


(k) 


iyk- 

sm  — 
х / 
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Izvod  n — 1-reda  sadtži  član  oblika 


х- 


1 ...  1 1 
sm  — ili  —хт~!Ј  cos  — 


X 


X- 


u zavisnosti  od  toga  da  ii  je  n paian  ili  nepaian  pritodan  bioj.  Daide, 
možemo  zapisati: 


jV>- 1) 


x~  sin  j + Qi(a-),  n = 2/c, 

.т2  cos  ^ + «2(-г')»  n — 2k  — 1, 


gde  Qj(z)  (j  = 1,2)  su  takve  funkcije  da  je 


iim 

х— *0 


Дј(-г) 

„л 


= 0. 


Ranije  smo  pokazali  da  izvod  funkcije  / u taćki  х — 0 postoji  i jednak  je 
nuli  Pietpostavimo  da  izvod  reda  n - 1 funkcije  / u nuli  postoji  i da  je 
jednak  nuli  Tada  je 


i \ f(n  ^(.т) 

/<")( 0)  = lim  — 

J K ’ х—0  X 


lim  (rnsin  r + ) = 0,  n = 2/c  — 1, 

х— *0  v х х J 


lim  (.г  cos  r + = 0,  ?г  = 2k. 

\ х— »0 

Pokažimo  sada  da  funkcija  / nerna  u nuli  izvod  reda  n + 1.  Za  х ф 0 imamo 

/(п)(г)  = 


2x sin  - - cos  | + aj (х) , n = 2k-l, 
2x  cos  i + sin  ^ + Qo(x),  n = 2 k. 


gde  а'(т)  -+  0 kad  s-*0.a  količnik  za  х ->  0 nema  limes  Odatle  sledi 
cla  iziaz 


/<”>(!) 


2 sin  — — 

X 

2cos  r 


l l , a\  (х) 

i cos  г + х 

X shl  X 


4“ 


n = 2 k - 1, 
n = 2k. 

X 7 


za  х —*  0 nema  limes,  tj  / nema  n + 1 izvod  u nuli. 

Napomena.  Iz  oblika  funkcije  f(n)(x)  se  vidi  da  ona  ima  piekid  u 

tački  х = 0.  >■ 


134.  Dokazati  da  je  funkcija 


/(г) 


е~тг,  х Ф 0; 
0,  х = 0, 


beskonačno  diferencijabilna  u tački  х = 0.  Nacitati  grafik  te  funkcije 
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Uzastopnim  nalaženjem  izvocla  dat:e  funkcije,  za  х ф 0,  imamo 


f(x)  = /"(*) 


jin){x)=Q.in 


gde  је  <3з;1(|)  polinom  3n  stepena  po  piomenljivoj  Uzimajući  u obzii  da 
je  (Lopitalovim  pravilom  na  primei) 


1 m 

c z 2 

lim  — — = lim  — r = 0. 

ar—>0  Xm  ~ — '4-og  c~ 


(i) 


za  svaki  piiiodan  broj  m,  spedjaino  je 

lim  = 0. 

х—* 0 X 

Dakle,  funkcija  / ima  izvod  u nuli  i on  je  /'(0)  = 0.  Pietpostavimo  da 
/("-!) (0)  postoji  i da  je  /(n_1)(0)  = 0.  Tada  po  definiciji  izvoda  reda  n 
imamo 

f(”)(0)  = lim  = lim  Q3»-3  (-)  e“£  = 0 

X— »0  X :r—*0  \X  / 

(na  osnovu  (X)),  Metodom  matematičke  indukcije  pokazali  smo  da  je  /(n) (0)  = 
0,  za  svaki  priiodan  bioj,  što  znači  beskonačnu  difeiencijabilnost  date  funlccije 
u tački  х = 0.  Giafik  funkcije  nacitan  je  na  (sl.14).  > 

135.  Dokazati  da  polinomi  G'ebiševa 

Tm(x)  = --~i  cos(maiccosx),  m € N 

zadovoljavaju  jednačinu 

(1  - x*№(x)  - xT'm(x)  + >п2Т,п (х)  = 0. 

-4  Uzastopnim  difeienciianjetn  funkcije  T,n(x)  dva  puta,  nalazimo 

rm  , ^ m sm(m  aiccos  х) 

Gt1)  _ Z х-  ’ mV 

m2  cos{m  atccos  х)  t xmsin(marccos.r) 

= 2m~l(l  - х2)  + 2m_1(l  -ж2)1 
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Zamenjivanjem  dobijenih  izvoda  u datu  jednačinu  dobijamo 

(1  - х2)т;;г(х)  - хт;п(х)  + nrTm(x) 

= - m2Tm(x ) + хт;п(х)  - хГт(х)  + m2Tm(x)  = 0, 

što  је  i trebalo  dokazati,  t> 

136,  Dokazati  da  Ležandiovi  polinomi 

p”W  = 24s(("3-ir)<”','roeN” 

zadovoljavaju  jednačinu 

(1  - xl)P'm(x)  - 2xP'm(x)  + m(m  + 1 )Pm(x)  = 0. 

< Pođimo  od  jednakosti 

(x~  — l)u'  = 2mxu, 

gde  Је  „ 

/ ‘2  1\тп 
U s=  [х  — 1 ) 

i piodiferencirajmo  je  (m  + 1)  puta  Imarno 

(х-2  - l)u(m+2)  + 2 (m  + l)ru(m+1)  + (m  + l)mu(m) 

= 2mra(m+2)  + 2 m(m  + l)u(w). 

Odakle  je 

(1  - x2)u(m+2)  - 2ru(w+1)  + m(m  + l)u(m)  = 0. 

Zamenjujući  u poslednjoj  jednakosti 

u(w+2)  = 2mrn\Pm(x)\  u{"'+1)  = 2wm!P;„(x);  u(m)  = 2,nm\Pm(x) 

uveravamo  se  da  Ležandrovi  polinonri  zadovoljavaju  datu  jednačinu.  > 

137.  Čebišev-Lagerovi  polinomi  su  definisani  foimulama 

Lm(x)  = e*(sme-*)(m>,  m € Nq 

Naći  eksplicitnu  formulu  za  Lm(x)  Dokazati  da  Lm(x)  zadovoljava  jednacmu 
xLm(x)  + (1  — x)L'm(x)  + mLm(x)  = 0. 
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Diferenciiajući  m puta  funkciju  у = xme  x Lajbnicovom  formulom 
dobijamo 


,771— -k 


(1) 


Lm(x)  = V{-1  yn-kCinm(m  - — k + l)x 

Jk= o 

Difetenciranjem  (m  4-  1)  puta  očiglednu  jednakost 

хи'  4-  (х  — m)u  = 0, 
gde  je  u = xme~x,  dobijamo 

xu(m+2)  4 (х  4 1 )u{m+l)  4 (m  4 l)u{m)  = 0. 

Pošto  je  и{тп)  = e~xLm(x),  to  je 

= e~x(L'm(x)  - Lm(x)),  u{m+2)  = e-x(L'7'n(x)  - 2 L'm(x)  4 Lm(x)). 

Zamenjivanjem  u(m),  u(m+1),  u(m+2)  u (1)  i posle  skraćivanja  sa  e~x,  dobi- 
jamo 

х L"n(x)  4 (1  - x)L'm(x)  4 7 nLm(x)  = 0 > 

138.  Neka  j e у = f(u)  i u = V7(x).  gde  su  f i n— puta  diferencijabiine 

funkcije.  Dokazati,  da  je 

аЉ  кш  1 

gde  koeficijenti  Akn(x),  k = 1,2, ,n  ne  zavise  od  funkcije  /. 

< Dferenciranjem  složene  funkcije  у = f(u),  imamo 


dy 

clx 


■■  f(u)u'(x)  = An(x)f(u),  gde  je  Ац(х)  = tt'(*). 


Pietpostavimo  da  za  izvod  n — 1 reda  funkcije  у važi  formula 


dn~ly 

dxll~l 


n-l 


Y,Akn-i(*)f{k)(u), 


к=1 


gde  funkcije  Akn^(x)  ne  zavise  od  f(u.)  Difeienciranjem  te  jednakosti,  sledi 


¥l  = Y (A'kn  fx)f{k)(ii)  + Akn^(x)f{k+l)(u)u'(x))  =j2Akn(x)f{k)(u) 
dxn  \ k= l 
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gde  je 


A\n{x)  = Akn(x)  = (х)  + ii'Ak-m-iiz), 

k = 2,3, , n 1;  /1Пп(-г')  = An— in— i(si)tt . 


Formula  je  dokazana  metodom  indukcije.  t> 

139.  Dokazati  da  za  n — ti  izvod  siožene  funkcije  važi  foimula: 


c£y 

clxn 


(2  x)nfM(x2)  + ^-(2x)n~‘-f{n-l)(xž) 

t »(»■  ~ 1)("  ~ 2)(»  ~ 3)  f(x‘~)  + • 


< Foimulu  dokazujemo  indukcijom.  Naime  za  1 imamo 


dy 

dx 


= 2xj'(x~) 


Pretpostavljajući  da  je  formula  tačna  za  n,  njenim  diferenciranjem  po  х, 
dobijamo 


dn+lij 

dxn+l 


(2x)n+1/<n+1)(*)  + (ny}"(2  g)w~V(w)(z2) 

, (П  + г)  Д(П  ~ ] )('Д  ~ 2)  (2;K)”-3  (х2)  + . . . J> 


140.  Čebišev-Eimitovi  polinomi  definisani  su  foimulama 
Hm(x)  = ( — 1 ) r" ex~ (e~*~ ) ( ”' } , m € N0. 

Naći  eksplicitni  izraz  za  Нт( х)  i dokazati  đa  Hm(x)  zadovoljava  jednačinu: 
H"(x)  - 2 хН'т(х)  + 2тНт(х)  = 0 
Dolraz.  Primenom  formule  prethodnog  primera,  dobijamo 

(e-a)W  = e-»a(=l Г'  f (2тГ  - 

{ >п(т  - l)(m  - 2)(m  - 3)  (g^m-4 \ 


odalcle  sledi 


Нт(х)  = (2  хУ 


m(m  — 1)Л(  чт»-2  , m(w  ~ ~~  2)(?n  ~ 3)  рг)П1-4+ 

_ ^хј  -t-  2j  ■v 
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Diferenciiajući  m + 1 puta  jednakost  u'  + 2 хи  = 0,  gde  je  u = e *г,  imamo 
,u(m+2)  + 2xu{m+l)  + 2 (m  + l)-u(m)  = 0 

Uzimajući  u obzii  da  je 

UM  = (-l)me-x2Hm(x),  u(m+1)  = (— 1)'пе“х’2  (Н'тп(х)  — 2xHm(x)) , 
u(m+2)  = (_i)'"e-2  (#"  (.х)  - 4xH'm{x)  + (4.x2  - 2 )Hm(x)) 

i zamenjujući  ih  u poslednju  jednakost  dobijamo 

H’M  - 2хН'т(х)  + 2 тНт(х)  = 0 

gto  je  i trebalo  dokazati , 

141,  Dokazati  formuiu 

(X’'lnX)  = n!  ^lnl  + > 0)'  - 
<1  Uzimajući  n - ti  izvod  pioizvoda  po  Lajbnicovoj  foimuli  se  dobija 

(£У1  inx)  = у Cj?  (xn){n~k)  (In  .x)n  = (.x”){n)  in.x  + УС£(хп){п~к)(1пх){к) 

flrf'Tt  /. J 


n!  ln.x  + C%n(n  — 1 )...(k  + l)xk(k  — 1)!- 


i ! ln.x  + 'У  п\С/{- 


Dokažimo  sada  indukcijom  da  je  ispunjena  foimula: 


n!  | ln  х + С} 


л-у- 


Ona  je  tačna  za  1.  Pietpostavimo  da  je  zadovoljena  foimula  (1)  i dokažimo 
da  važi 

П~И  ( i \k- 1 EtJ  1 

ЕчиЦ-  = Ei  P) 


Dodavanjem  levo  j i desnoj  strani  jednakosti  (1)  po  imamo 

i n "±2  i 

1 , 


n + 1 


+ E 


(3) 
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Ostaje  da  se  pokaže  jednakost 

1 ^-,n(~l) 


i>„l  7i  + l 


(4) 


k= 1 


Ona  je  ekvivalentna  sa  jednakošću: 

1 -^(-l)*"1 


nrn+1  ЛП\  I ( ју) 


^ \ “*■/  //"Ш+ 1 /“rn\ 

-<•*) 


П + 1 


(5) 


Pošto  je 


^m-fl  (“rn  — ^ ^n-H 

fe  fc  ,7  4- 1 fc  : 


to  se  (5)  može  predstaviti  kao 


^[-Ч‘~у«  | H'  1 


пЧ-1 


•*•  \ л l 1~/  £71 

71  + 1 77  + 1 ^ 

гС~  1 


71  +1  77  + 


jĐ-ч*^ 


гП+1 


(6) 


A:=l 


Jednakost;  (6)  je  ispunjena,  ako  je 


П+1 

j^-i^-'cr1  = i 

k—1 

Za  dokaz  poslednje  formule  razmotiimo  lazlaganje  po  Njutnovoj  binomnoj 
foimuli 

71+1 


(1  - x)n+1  = ^(-l)ftqf+l*fc. 


fc=0 

Zamenjujući  х sa  jedinicom,  dobijamo 

£(-i)*c?+1  = o, 

1=0 

odakle  sledi, 

1 - X)(-i)‘cj+1  = o 

Ar— 0 

Time  je  dokaz  zavišen.  > 

142.  Dokazati  formuki: 


cl  ( sm x\  _ _(2+  (Cn(x)  sin х - Sn(x)  cos х) , 


đx-n  V X 
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gde  je 


Cn{x)  — 1 ^ ( 0 (2)?.)!’ 

,3  0,2n- 1 

sn{v)  = ж ~"з[ + 


(2?j.  — 1)! 


Primenom  Lajbnicove  fomiule  imamo 


sm  х 

х 


Л*2”1  т(2"_ч,. 


k~0 


= £cf  i (*.»)« 


3fi  X)OŽ"(-l)*(2n  - k)\ sin  U + Y 

k~0  4 


Zatim  je 


\ (2n) 
sm  х 4 v 


(2?г)!  / . (— l)fc  /с  ^:7Г  , 

Ут  “ИЕ  Чг--г  cos  т + cosx  £ 


(-l)fc  к . kir 

4 : m ci  n - 


А:=0 


k-l 


к\ 


х sin  ■ 


Uvodeći  oznake 


2 n 


СпМ  = Ет^г"  - 2 

fc=0 


fc  COS^,  Sn(x)  = ^ 

fc=l 


(-l)fc  . /С7Г 

бш  y> 


lmamo 


Цт  (”г)  = |^-(ai(.T)sin.x-Sn(x)cosa;), 


što  je  i trebalo  dokazati.  > 

143.  Neka  = D označava  opeiaciju  difetenciranja  i 


f{D)  = f^Pk{x)Dk 


i t=o 


simbolički  diferencijaini  polinom,  gde  je  Pk{x)\  k — 0, 1. 2,  . ..,n  neka  nepiekidna 
funkcija  od  х.  Dokazati,  da  je 

f{D){eXxu{x))  = eXxf{D  + A)u(z), 


gde  je  Л konstanta. 
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<3  Polazeći  od  definicije  polinoma  f(D),  imamo 

f(D)(ex*u(x))  = f^Pk(x)Dk{(eXxu(x))} 

Ar— 0 

Pošto  je  Dk  = to  na  osnovu  Lajbnicove  formule  iraamo 

/(/>)(**•«<*))  = ЕадЕсЈ  - 


Jf) 


ArsO  J=0 


A:^0  j= 0 


= ел*ЕлмЕс?л<‘->|  = (^+л)‘ 

fc=0  7=0  fc=Q  ^ ' 


u 


= eAxf(D  + \)u(x), 

što  je  i trebalo  dokazati,  > 

144  Dokazati,  da  ako  u jednačini 


fc=0 


uvedemo  smenu  .r  = e',  gde  je  t nezavisno  piomenljiva,  onda  jednačina 
dobija  oblik 


f^akD(D-l)  ,(D-k  + l)y  = Q, 


fc= o 


gde  je 


D = 


clt 


< Dokaz  se  spiovodi  indukcijom.  Izrazimo  yx  preko  y(  Imamo 


, * đy 

Ух  ” — 


d 

dx  ~ fJt  ~ " *'’"**  cte 

2/-/  n2  П\,., 


= e-'lA  = e-fDy;  у",  = ~(e~lDy) 


Neka  je 

Dokažimo  da  je 


= e^D(e^Dy)  = е~('{02  - D)y  = - 1 )y.. 

y[kj  = e-ktD(D-l)...(D~k  + l)y. 


(1) 


= e~WlD(D  - 1 ) (D  - k)y 
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Diferencirajući  (1)  po  х,  dobijamo 

»‘K!*  “ 

= (D-k  + i)'),, 

= e-‘  {[-ke~klD{D-  1)  ,.(D-k  + l)y)  + {e~ktD2{D  -l).  {D  -к  + 
= e~{k+l)lD(D  - 1 ).  . . (D  - k + 1 )(D  - k)y, 

šfco  је  i trebalo  dokazati.  > 

2.5  Rolova,  Lagranžova  i Košijeva  teorema 

l°Ro!ova  teorema.  Neltti  je  funkcija  / nepiekidna  na.segmentu  [a,6]  i 
пека  ima  u svakoj  tački  infceivala  ]a,  6[  konačan  ili  beskonačan  izvod  Neka  je 
poied  toga  f (a)  = / ( b ) . Tada  posfco  ji  fcačka  £ E ]a,  6[  takva  da  je  f (<f)  = 0 
2°  Lagranžova  fceorema.  Neka  je  funkcija  / neprelddna  na  segmentu 
[a,  b)  i nelca  ima  u svakoj  tački  intervala  ]a,  b[  konačan  ili  beskonačan  izvod 
Tađa  posfcoji  tačka  £ e]a,  b[  fcakva  da  je  f(b)  - f(a)  — Г(ОФ  — a) 

Posledica  Lagranžove  teoreme.  Ako  je  ftmkcija  / diferenacijabilna 
na  segrnentu  [a,6]  i ако  je  u svakoj  tački  х E [a,6]  : f'(x)  — 0,  fcada  je 
funkcija  / konstantna  na  [a,  6], 

3°  Košijeva  fceorema.  Neka  su  funlccije  / i g neprekidne  na  segmentu 
[a,  6]  i пека  imaju  u svakoj  tački  inter vala  ]a3  6[  копасап  ili  beskonačan  izvod, 
i neka  je  gf(x)  ф 0 za  svako  х E]a,6[.  Tada  postoji  tačka  £ E]a,6[  fcakva  da 

m-m  = m 

g(b)  - g(a ) g'(£) 

Napomena.  Ako  pietpostavimo  g(a)  ф g(b),  onda  se  uslov  g'(x)  ф1  0? 
može  da  zameni  slabijim  uslovom:  (f(x))2  + (gf(x))2  Ф 0 za  svako  х E]a,  b[. 

4°  Rešeni  zadaci. 

145..  Proveriti  da  ii  su  ispunjeni  uslovi  Rolove  teoreme  za  funkciju 
f(x)  = (.г  — 1)(,г  — 2)(.г  — 3) 

< Očigledno  su  ispunjeni  uslovi  za  piimenu  Rolove  teoieme  na  seg- 
menfcima  [1,2]  i [2,3]  Dalde,  postoje  tačke  c\  E]l,2[  i c<>  б]2,3[  talco  da  je 
f(c i)  = f(co)  = 0,  Lako  se  dobija  da  je  сг  = 2 - C2  = 2 + > 
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146.  Funkcija  f(x)  — 1 - \/з?  je  jednaka  nuli  za  х — ±1,  a njen  izvod 
f'(x)  je  različit  od  nule  za  svalco  х € [-1, 1].  Obiaziožiti  da  li  to  protivreči 
Rolovoj  teoiemi, 

< Data  funkcija  nema  izvod  u tački  х = 0.  Stvaino, 


f'_( 0)=  lim  - 

Дх—— 0 


Л х 


+oo,  /i(0)  = Jimo 


У(д  *)3 

Л X 


— — oo. 


Funkcija  ne  zadovoljava  sve  из1олге  Rolove  teoreme,  što  znači  da  navedeni 
uslov  u zadatku  ne  protivreCi  Roiovoj  teoremi.  > 

147.  Neka  funkcija  / ima  konačan  izvocl  f(x)  u svakoj  tački  х konačnog 
ili  beskonačnog  inteivala  j ci,b[  i neka  je 


lim 


Xj — *{1“Т0 


/(*) 


lim  f(x). 

x->b- 0 


Dokazati,  da  je  f(c)  = 0,  za  neku  tačku  c inteivala  ]a,b[. 
•<  Neka  je  interval  ] a , // [ konačan  i neka  je 


lim  f(x)  = lim  f(x)  = C = const. 


Razmotiimo  funkciju 


F(x) 


f(x),  х €]a,6[; 
C,  х = a;  х = b. 


Funkcija  F ocigledno  zadovoljava  Rolovu  teoiernu  na  segmentu  [a , b] , zato 
postoji  tačka  c €]a,  b[  takva  da  je  F'(c)  = f(c)  = 0. 

Ako  je  intetvai  ]a,6[  beskonačan,  onda  pieina  uslovima  u zadatku  bai 
jedna  od  piavih  у = C ± £ (s  > 0 proizvoljno)  seče  u najmanje  dve  tačke 
ci  i c‘2  kiivu  у = f(x)..  Sada  su  jasno  ispunjeni  svi  uslovi  za  primenu  Rolove 
teoieme  na  funkciju  / i segment  [ci . coj.  Postoji  dakle  tačka  c €]ci,co[  a 
samim  tim  i c €]«,/>[,  takva  da  je  f(c)  = 0 
Analiziiajmo  još  slučaj  kacla  je 


lim 

т— >a+0 


f(x) 


im  f(x) 
-4>~VV  ; 


co„ 


Tada  kako  u slučaju  konačnog  tako  i u slučaju  beskonačnog  intervala  ]u,  b[ 
jednačina  f(x)  = A (A  > 0,  fiksiran  pozitivan  bioj  kada  je  ^ lin^  f(x) 

f(x)  = +oo)  ili  f(x)  = —A  (u  slučaju  kada  je  f(x)  =^lim^  f(x)  — 

— oo)  uvek  ima  dva  razna  reženja,  u oznaci  а i i 02  Sada  piimenom  Rolove 
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teorenie  na  istu  funkciju  / ali  na  segmentu  [a^cvo]  zaključujemo  da  pos- 
toji  c eja^a^f  а samim  tim  i c e]a,  5[  takvo  da  je  J'(c)  = 0.  Zadatak  je  u 
potpunosti  rešen.  > 

148.  Nekaje:  1)  funakcija  / defmisana  i ima  neprekidne  izvode  (n  — 1)  - 

og  reda  /(п~1)(л:)  na  segmentu  [a'o,®„];  2)  / ima  izvod  n — tog  reda  jO)(x) 
u intervalu  ]®o,®n[;  3)  ispunjene  su  jednakosti  f(x o)  = /(®i)  = = f(xn) 

(x'o  < ®i  < < ®n)-  Dokazati,  da  u inteivalu  ]®o,®n[  postoji  bar  jedna 

taćka  takva  da  je  /(")(/)  = 0 

Na  svakom  od  segmenata  (®г_1,х,-],  i = 1,2,  ...,n  ispunjeni  su  uslovi 
Rolove  teoreme  za  funkciju  /,  zato  postoji  bai  n tačaka  €]xo,xn[  takvih 
da  je  f(£j)  = 0 Za  funkciju  f na  svakom  od  segmenata  [£j,fj+i],  j = 
1, 2, . .,  n - 1 ispunjeni  su  uslovi  Rolove  teoieme,  zato  postoji  bai  n - 1 

tačka  7 }k  e]x0,xn[  tako  da  je  f"(i]k)  = 0,  k = 1,2, ,n  - 1.  Nastavljajući 

rasudivanje  na  isti  način  đolazimo  clo  zaključka  cla  postoje  bai  n-(n— 2)  = 2 
tačke  & €]®o,®n[  takve  da  je  J(n~l)(f)  = 0,  z = 1.2.  Piimenjujući  Rolovu 
teoiemu  na  funkciju  /f"”1)  definisanu  na  [/1,^2],  dobijarno  da  postoji  tačka 
/ €]®0,®n[  takva  da  je  fn)(0  = 0.  > 

149.  Neka  je:  1)  funkcija  / je  definisana  i ima  neprekidan  izvod  reda 
p + q fP+'i)(x)  nasegmentu  [a,5];  2)  / ima  izvod  1 eđa  p + q + 1 fp+q+V(x) 
u intervalu  ]a,  6[;  3)  ispunjene  su  jednakosti 

f(a)  = /»  = • . = /(P)(a)  = 0; 

m = f(b)=  -=fm= 0; 

Dokazai,  da  tada  postoji  tačka  c E}a,b{  takva  cla  je  f i‘+q+1)(c)  = 0 

< Određenosti  mdi  neka  je  p < q Funkcija  / zadovoljava  Rolovu  teo- 
remu  na  [a,5],  zato  postoji  £1  б]а,5[  tako  da  je  f((j  1)  = 0 Pošto  je  f(x)  = 0 
i za  tačke  a i b to  se  može  primeniti  Rolova  teoreraa  za  funkciju  f na  seg- 
mentima  [а,  /1]  i [0,  b]  : postoje  bar  dve  tačke  /2  € ]а,  /1  [,  /3  € ]/i , b[  takve 
da  je  f"(£j)  = 0,  ( j = 2,3).  Pored  toga  je  f"(a)  = f"(b)  = 0,  tako  da 
funkcija  f"(x)  ima  bar  četiri  nule  na  [a,6]  Nastavljajući  ovo  rasuđivanje 
dobijamo  da  funkcija  fp+l)(x)  ima  bar  p + 2 nule  na  [а,  5]  Te  nule  su 
luajevi  p + 1 segmenta  na  svakom  od  kojih  funkcija  f(p)(x)  zadovoljava 
Rolovu  teoremu  Dalcle,  u intervalu  ]а,6[  funkcija  /Т+1)(х)  ima  bar  p+  1 
nulu  Poied  toga  je  /(р+1)(6)  = 0,  i zato  je  u bai  p + 2 tačke  segmenta 
[a,6]  : /Ср+1)(х)  = 0.  Nastavljajući  rasuđivanje  na  ovakav  način  zaključu- 
jemo  da  je  fO)(x)  = 0 u bai  p + 2 tačke  segmenta  [a,b\.  Te  tačke  se  krajevi 
77  + I segmenta,  na  svakom  od  kojih  funkcija  /(|?)(х),  zadovoljava  Rolovu 
teoremu  Dakie,  funkcija  /(<7+1)(х)  ima  u intervalu  ]а,6[  bai  p + 1 nulu 
Pošto  funkcija  fq+1)(x)  zadovoljava  Rolovu  teoiemu  na  p segmenata  koji 
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piipadaju  intervalu  }a,b[,  to  funkcija  /(г'+2)(ж)  ima  na  ]a,b[  bai  p nula.  Nas- 
tavljajući  ovakvo  lasuđivanje  doiazimo  do  saznanja  da  funkcija  /(<,+:?)(.г) 

(/  ss  3,4, ,p)  ima  bai  p—  (j  — 2)  nula  na  intervaiu  Dakle,  funkcija 

f(p+n)  (;i;)  ima  bar  p - (p  - 2)  = 2 nule  na  ]д,  6[  Označimo  ih  sa  rj i i 772  Pii- 
menjujući  sada  Rolovu  teoiemu  na  funkciju  /(р+<?)(г)  dobijamo  da  postoji 
tačka  / g]?7i  . 7/2  [ takva  da  je  /(/'+'?+*)(£)  = 0.  Dokaz  je  završen.  > 

150  Dokazati,  da  ako  su  svi  koieni  (nule)  polinoma 

Pn(x)  — aQxn  -f-  aix"  an—ix  + an  (no  ф 0) 

sa  realnim  koeficijentima  a^  ( k = 0,1,2, , n)  leaini,  onda  i polinomi 

р/  p»  p(n~i) 

1 п<  п > n 


imaju  samo  reaine  nule, 

^ Najpie,  ako  su  svi  koieni  datog  polinoma  različiti,  po  Rolovoj  teoiemi 
polinom  Р/г( a;)  ima  ?г  — 1 realnu  nuiu;  zatim  polinom  Pn(x) 5ma  n~~2  leslnu 
nulu;  itd.  Kako  se  diferenciranjem  stepen  polinoma  smanjuje  za  1 to  znači 
da  svi  polinomi 

р/  pi  p(n-l) 

1 TD  Л П’"'**1  П 

imaju  sve  lealne  nule 

Ako  je  neki  koien  polinoma  Pn(x)  vižestiuk,  onda  je  on  i koien  izvodnog 
polinoma,  dakle  realan.  > 

151.  Dokazati  da  Ležandrov  polinom 


Pn(x)  = 


1 Г //  .2 

2nn!  đxn 


l)n) 


ima  sve  realne  koiene,  koji  piipadaju  intervalu  ] - 1, 1[- 

^ Polinom  Un(x)  = (г2  - l)n  ima  na  segmentu  [— 1, 1]  2 n lealnih  koiena: 
хх  = X2  = • ■ ■ = x„  = -1;  г„+1  = xn+2  = ■■••  = -+2n  = 1 Saglasno 
piethodnoj  teoieini  polinom  Pn{x)  ima  n realnih  koiena,  koji  se  po  Rolovoj 
teoiemi  nalaze  u inteivalu  ] — 1, 1[,  što  je  i tiebalo  dokazati.  f> 

152.  Dokazati,  da  su  koieni  Čebišev-Lagerovog  polinoma 


Ln(x) 


d'1 

ex-~-(xne 

dx11 


) 


pozitivni. 

< Analiziiajmo  funkciju  +(г)  = гпе”‘Ј'  Zbog  ip(0)  =^Ит^  <p(x)  = 0, 
postoji  tačka  б]0,+оо[,  takva  da  je  <р'(&)  = 0 (piimei  147).  Očigiedno 
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ie  <p'( 0)  = lim  — 0.  i zato  piema  Rolovoj  teoremi  i reSenju  primera 

147,  posfcoje  fcačke  £2  б]0,  £i[  i £3  е]£и  -}~oo[  takve  cla  je  = 0 (i  = 2,3) 

Osim  toga  ipn( 0)  — 0 Znači  <p**(x)  ima  tri  nule  na  poluosi  Ox,x  > 0.  Pošfco  je 
9?(J)  (0)  = lim  (p№ (х)  = 0 za  j = 0 Д , 2, , n ~~  1,  to  prema  Rolovo j teoremi 

co 

i reSenju  primera  147,  dobijamo  da  funkcija  ima  n + 1 nulu  na 

poluosi  Ox}  х > 0,  od  kojih  je  jedna  0 Te  tačke  su  krajevi  n segmenafca  na 
svakom  od  lcojih  funkcija  у>(п-1)(.г)  zadovoljava  Rolovu  teoiemu,  zato  posfcoji 
bar  n tačaka  1%  > 0 za  koje  je  <p^(i]k)  — 0 Očigiedno  je  y?M(0)  ф 0.  Pošfco 
je  Ln(x)  = е*т^(п)(д;)  polinom  stepena  n,  lcoji  ima  n korena,  to  su  svi  njegovi 
koreni  fcačke  > 0 (k  = 1,2, pn)  > 

153.  Dokazafci,  da  su  svi  koieni  Cebišev-Ermitovog  polinoma 

""<*>  = (-1  K) 

iealni, 

< Posmatrajmo  funkciju  и(х)  = e~x~  Očigledno  je,  lim  х)  = 0 

х— +oo 

(j  = 0,  n),  i zato  funkcije  П}\х)  zadovoljavaju  uslove  primeia  147  na  inter- 
valu  ] — oo,-foo(  Ponavljanjem  rasuđivanja  ptilikom  reSavanja  prethodnog 
zadatka,  dolazimo  do  zaključka,  da  u'(x)  ima  bai  jednu  nulu  u navedenom  in- 
tervalu;  u"(x)  dve  nule;  . uMl\x)  n nula.  PoSto  je  Hn (х)  = (— 1)пе*"и^(ж) 
polinom  stepena  ??.,  koji  ima  n lcorena,  to  se  njegovi  koreni  poklapaju  sa 
koienima  funkcije  uO)(x)  i svi  ti  koieni  su  onda  realni.  t> 

154.  Naći  funkeiju  в = в(х,  A х ) takvu  da  je 

f(x+  A х)  — f(x)  = f(x  + вАх)Ах(0<в<  1), 


ako  je  : 

a)  f(x)  = ах2  + bx  + c (a  / 0);  b)  f(x)  = х3; 
c)  Нх)  = d)  f(x)  = ex. 

< Primenom  fonnule  konačnih  priiaštaja  Lagianža  u svakom  od  sluča- 
jeva  a)-d)  imamo: 

a) 

д х)"  -f  b(x+  A х)  + c — (ax~  -f  bx  + c) 

= (2 a(x  + в A х)  -f  b)  A х, 


b) 


odakle  sledi  в = - . 

(ж+  Д ж)3  — х3  = 3(х  + в А х)'2  А х,  odakle  је 
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c) 


d) 


-Т  + yj 

т Д х + |(Д 

Л х 

1 

1 _ 

X+  Л X 

X (х  ■ 

X 

( L д х 

6 = — 

Д х 

\У  х 

ex+£iX  - ех 

Д х 


, (; X > 0.  д X > 0)  . 
odakle  sledi 


{х  + в Д х)2 ' 

l\  , (х{х+  Д х)  > 0) 


ex+0bx  д >Т) 


1 е 
' ln 


odakle  se  dobija  0 — 

Д х Д ж 

155.  Dokazati,  da  za  ж > 0,  sledi 
\fx  + i — \/x  — 


2у/х  + в(х)' 


gde  je  \ < 6{x)  < pri  čemu  je  Jm^  в(х)  = \\  ^ в(х) 
<j  Po  foimuH  konafinih  piiiaštaja  imamo 


\fx  + 1 — \/x  = 


(т>0) 


2y/x  + в(х) 

(ovde  je  Д т = 1)  Iz  dobijene  jednakosti  nalazimo 

0(x)  = j ^ ( V x(x  + 1)  - т)  , 

1 


odakle  sledi  liin  в(х)  — . 

i— »+o  4 


Zapisujući  в(х)  u obliku 

1 х 

в(х)  = — H ~ 7* ! 

4 2 (Vt(t  + 1)  + т) 

1 

dobijamo  da  je  ^ Ит^ в(х)  — 
Za  х > 0 možemo  в(х)  zapisati  u obliku 

в{х) 


1 1 
4 + 2 


\fl  I +1 


IOM 
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odalcle  sleduje  da  0(x)  raste  na  intei  valu  ]0;  +oo[,  Zato  je 

1 . 1 
~ < в(х)  < -..  > 

156.  Neka  / € C(1)  (]  - oo,  +oo[)  i nelca  je  za  bilo  lcoje  х,  h ispunjena 
identičnost: 

f(x  + h)  — f(x)  = hf'(x).  (1) 

Dolcazati,  da  je 

f(x)  = ах  + b , 

gde  su  a i b konstante, 

<3  Uzimajući  u (1)  х = 0,  dobijamo  identičnost 

f(h)  = hf'(  0)  + /(0), 

koja  je  ispunjena  za  svalco  h s]  — oo.  +oo[„  Pieoznačavanjem:  h — х,  f'( 0)  = 
a,  /(0)  = b,  dobijamo 

f(x)  = ах  + b, 

što  je  i tiebalo  dokazati,  > 

157.  Nelca  / € C(2)  (]  - oo,  +oo[)  i nelca  je  za  bilo  koje  х,  h ispunjena 
identičnost 

f(x  + ћ)  - f(x)  = hf'  f х + ^ J . (1) 

Dokazati,  daje 

f(x)  — ax~  + bx  + c, 

gde  su  a,b  i c konstante. 

■4  Difeienciiajući  (1)  po  h,  đobijamo  identičnost 

f'(x  + h)  = + /'  [х  + , 

iz  lcoje  se  za  х = — dobija 

/'(-)  =|/"(0)  + /'(0)  (2) 

Stavljajući  u (1)  х = 0,  dobijamo  identičnost 

f(h)  = hf  Q)+/'( 0), 
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koja  posle  zamenjivanja  f'  (|)  iz  (2)  postaje 

f(h)  = + h /'(0)  + /(0),  - oo  <h<  +oo. 

Pieoznačavanjem:  h = х,  — a,  f'( 0)  = b , /(0)  = c,  lconačno  dobijamo 
predstavljanje  funkcije  f(x)  u oblilcu 

f(x)  = ах 2 + bx  + c.  > 


158.  Neka  je 


f(x)  = 


o < х < 1; 

1 < х < +oo. 


Ođrediti  meduviednost  c u foimuii  konačnih  piiiaštaja  za  funkciju  / na 
iazmaku  [0,2] 

< Ispitajmo  najpie  difeiencijabiinost  funkcije  / u tački  х = 1.  Po 
definiciji  jednostranih  izvoda  imarno 


/1(1) 

/1(1) 


= lim 

Д1— -0  Д X 


lim  

Д1— *+o  д х 


1 /3  — (1+Д  x)~ 


-1 


1 


1+  Д X 


1 = -1. 


i; 


Funkcija  je  diferencijabilna  na  segrnentu  [0,2].  Primenom  formule  konačnih 
piiraštaja  na  funkciju  / definisanu  na  [0,2],  nalazimo 

/(2)  — /(0)  = 2/'(c);  0 < c < 2. 


Pošto  je  /(2)  = i,  /(0)  = f, 


/'(*) 


—х,  0 < х < 1, 

-i.  l < х < 2, 


to  je  - 1 = 


-2c,  0 < c < 1; 
-4-  1 <c<2, 


odakle  je  c^  = - , 


c2  = V2 . 


159.  Nekaje 


f(x)-f(0)=xf'(t(x)), 
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gde  je  0 < £(x')  < х Dokazati,  cla  ako  је 


( х sin(ln  х),  х > 0; 

1 0,  х-  = 0, 


to  je  funkcija  £ = £(.т) 

prekidna  u proizvoljnom  dovoljno  malom  intervalu  ]0,e[,  £ > 0 

< Neka  je  £ > 0 proizvoljno  i neka  je  х proizvoljan  broj  iz  intervala 
]0  г[  Primenjujući  Lagranžovu  teoiemu  na  funkciju  / na  segmentu  [0,x], 
dobijamo 

xsinlnx  = .т(зт1п£(.т)  + cosln£(x)), 


odakle  sledi 


sinln.T  = cos  (ln  £(.т)  - —j 


(1) 


Uzmimo  proizvoljno  т0  €]0,x[,  a Л х odaberimo  tako  da  .т0+  Д х €]0,x[  i 
zamenjivanjem  te  vrednosti  u (1)  dobijamo 


sin  ln  .т0 
sinln(.T0+  Д .т) 


n/2cos  (jbi£(.T0)  - 0 ; 
\/2cos  An  /(т0+  Д т)  - , 


odakle  je 

1пС(то) 


тг  n , . sin  In  x0  , . ..  . л \ 

— h 2ктг  ± arccos = — [k  = U,  — 1,  — + •• ) 

4 V2 


7Г  Sinmi.T0-i-  O X)  . п , г,  \ 

ln^(.T0+  Д х)  = ~ + 2птг  ± arccos -j= (n  = U,-i,-+-  )■ 


sinln(.T0+  Д х) 


Iz  tih  jeclnakosti  dobijamo 

1п/(.т0+  Д х)  -1п£(.т0) 

( sinln(.T0+ Д .т)  sinln.T0 

= 27г(п  — k)  ± f arccos -j= arccos  ^ 

Ocenjujući  ovu  razliku  po  apsolutnoj  viednosti,  imamo  nejednakost: 

jln  ć(t0+  A х)  - ln£(x'o)|  > 2тг]п  - k\  - тг  > тг, 

koja  je  zadovoijena  za  dovoljno  malo  Д .т,  ako  je  |n  - k\  > 1.  Odatle  sledi 
da  je  funkcija  /(.т)  piekidna  na  inteivalu  ]0,e[.  Primetimo  cla  u svakoj  od 
oblasti,  definisano.j  nejednakostima 

0 < .т  < e,  еП!Г  < £ < e^+nn  (n  = 0,-1,  -2,  .) 
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ili  nejednakostima 

0 < х < e,  е7+шг  < £ < et+nw  (?г  = 0,  -1,  -2, ) 

postoji  jedinstvena  nepiekidna  funkcija  £ = £(.т),  koja  učestvuje  u jednakosti 
(1)  Nju  nalazimo  iz  (1): 

£(*)  = ef+— arccos^.  ?(i.)  = ef+nW+arccos^ 

(П  = 0,-1, -2, .).  ► 

160.  Neka  funkcija  / ima  nepiekidan  izvod  /'  u intervalu  ]a,  b[.  Mogu  li 
se  za  svaku  tačku  £ G]a,6[  naći  takve  dv'e  tačke  X\  i хо  iz  ] et , 6[,  da  bude 

/(Ж2)  - = по  {xi  < а < х2)? 

Х2  — Xi 

<j  U opStem  slučaju  ne.  Na  primei  za  funkciju 
f(x)  = ж3  (-1  < X < 1), 


za  pioizvoljne  x\,X‘>  6]  — 1, 1[  važi 


.-3  _ о.з 


Хо  — Xl 


Хо  + + xl  > 0 


Dakle,  za  £ = 0,  ne  postoje  tačke  x\  i x2  takve  da  bude 

/(rc2)  — /(:i;i)  __  рфу  џ. 


хо  — .x*i 


161.  Dokazati  nejednakosti: 

a) 

|sinx  -siny|  < \x  - у ] 

b) 

pyP~l  (; х - у)  < xp  - Ур  < pxp~x(x  - у) , 

ako  je  0 < у < х i p > 1; 

c) 

| arctana  — aictan6|  < |a  — 6[; 


d) 


a — b , a 

< In  т < 

a o 


a — b 
b 


0 <b  <a. 
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<a  a)  Po  Lagranžovoj  teoiemi  sledi 

sin  х — sin  у — (х  — у)  cosćj, 


odakle  je 

b) 

odatle  sledi 

c) 

odatle  imamo 

d) 


| sin х - siny|  = |cos£||t  - y\  < |т  - у |; 


xp  - yp  = p£p  l(x  -y),y<£<  х, 


pi/~x(x  - у)  < xp  - yv  < pxp  l(x  - y)\ 


arctana  — arctan  b = 0(a  - b), 

1 + s 


| arctana  — arctan6|  < ja  — 6|; 


lna  — 1п6  = -(a  — b),  a < f < b, 

a—b  , a a—b 

te  le < in  - < — ; — . > 

a b b 


162  Obrazložiti  za  Košijevu  teoremu: 

a)  Ne  može  se  primeniti  na  funkcije  f(x)  — х1  i g(x)  — т3,  т € [— 1,  lj; 

b)  Može  se  primeniti  na  funkcije  f(x)  = х1  + т i g(x)  = т3,  т € [—  1,  lj 
Naći  tačku  £ 

< a)  Pošto  je  g'( 0)  = 0,  to  date  funkcije  ne  zadovoljavaju  uslove 
Košijeve  teoreme  na  segmentu  [—  1Дј. 

b)  Uslovi  Košijeve  teoieme  su  ispunjeni:  g(— 1)  = — 1 # 1 = ff(l)  ' 
(f(x)) 2 + (g'(x))2  = (2т  + l)2  + 9.T'1  ф 0.  za  т e [-1, 1]  Lako  nalazimo  da 
je  ^ 

163.  Neka  je  / difeiencijabilna  funkcija  na  segmentu  [ti,t2],  pii  černu 
je  ti  т2  > 0.  Dokazati,  da  je 


1 


Ti  — т2 


T'i  To 

/(*  1)  №) 


= /(?)-«/'«), 


gde  je  хх  < £ < x 
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Ako  je  data  determinanta,  onda  lazvijajući  je,  imamo 


D(xi,X‘>) 
Л,'1  — X‘) 


ДхА  _ JN i) 

д:2 asi 

l L 

X2 


Označimo  sa  ip(x)  = ^ i Ф(х)  = ± Pošto  tačka  х = 0 ne  pripada  seg- 
mentu  [,x'i,x*2]  to  funkcije  <p  i ф ispunjavaju  uslove  Košijeve  teoreme  na  tom 
segmentu,  tj, 

y(x2)  - <p(xi)  _ <?'(£) 
ф(Х2)  - ф(х\)  ф'(£) 

za  neko  / €]x*i,.x*2[-  Dakle, 


Р(Х\,Х2)  _ 

.г*1  - .г*2  ф'(0 


ПО-U'iO) 


što  je  i tiebalo  dokazati.  > 

164.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / difeiencijabilna  ali  neograničena  na 
konačnom  intervalu  ]a,6[,  ondaje  njen  izvod  f'  takođe  neograničena  funkcija 
na  tom  inteivalu. 

< Neka  je  / difeiencijabilna  funlccija  na  }a,b[  i neogianičena  kad  х 
b — 0.  Uzmimo  proizvoljni  niz  xn  koji  teži  ka  b sleva  Tada  postoji  takav 
bioj  N.  da  је  za  n > АГ  ispunjena  nejednakost  |/(.г*п)|  > A,  za  bilo  koji  bioj 
A > 0.  Fiksiiajmo  biio  koji  broj  пг  > N i posmatrajmo  za  n > m razliku: 
f(xn)  - f(xm)  Piimenom  Lagianžove  teoieme  na  funkciju  / posmattanu 
na  segmentu  [г*„,,.г*„],  nalazimo 


/(.г*п)  - f(xm) 
Х п ~~ 


\f'(Un)l 


gde  je  xrn  < Gnn  < -г*„  Leva  stiana  je  za  dovoljno  veliko  n veća  od  bilo  kog 
unapred  zadatog  pozitivnog  broja  (uslov  zadatka),  odakle  sledi  neograničenost 
izvoda  f'(x)  kad  х — * b — 0. 

Napomena.  Uzimajući  / (х)  = >Jx,  0 < .г*  < a;  sledi  da  obmuto  nije 
tačno,  tj.  iz  neograničenosti  izvoda  ne  sledi  neograničenost  funkcije  > 

165.  Dokazati,  da  ако  funlccija  / ima  na  konačnom  iii  beskonačnom 
intervalu  ja,  b[  ogianičen  izvod  f' , tada  je  ona  lavnomerno  nepiekidna  na 
tom  intervalu. 

< Po  Lagianžovoj  teoremi,  za  svaki  pai  tačaka  .xi,x2  б]а,&[  imamo 


|/(.г*2)  - /(г'г)[  = ]/'(011-г'2  - ^i|  < M\x2  - »i 


2.5.  ROLOVA,  LAGRANŽOVA  I KOŠIJEVA  TEOREMA 


279 


(piema  ogianičenosti  izvoda:|/'(.x)|  < M)  Uzimajući  sada  za  dato  e > 0 
takvo  б > 0,  daje  б < jj,  dobijamo  da  za  jxo-.xi|  < б sledi  |/(.то)  - /(.г'г)|  < 
£.  što  znači  da  je  funkcija  / ravnomeino  nepiekidna  na  ]a,  b[.  > 

166.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / difetencijabilna  na  beskonačnom 
intervalu  ].то,+оо[  i 

lim  f'{x)  = 0,  to  je 

rc— >-f-oo 


lim 


/(*) 


o. 


х— t+oo  X 


tj,  f(x)  — o{x)  kad  х —*  +oo.. 

<1  Neka  je  {г„ } pioizvoljan  niz  ptomenljive  koji  teži  ka  +oo.  Tada  postoji 
takvo  N,  da  je  za  n > N ispunjena  nejednakost 


u'(*n)i  < 5. 


(i) 


gde  je  e > 0 ptoizvoljan  unapied  zadat  bioj.  Fiksiiajmo  bilo  koje  tiq  > N 
i piimenjiijući  Lagianžovu  teoiemu  na  funkciju  f posmatianu  na  segmentu 

[xn0,x„]  : . 

\f(Xn)  f (XKQ  ) 


Xr 


gde  je  xno  < in  < xn  Iz  (1)  i (2)  sledi 

I / {Хп  ) ~ / (Хпр  ) 


<9 


Iz  (3)  dobijamo  nejednakost 


./  (xno ) 


L7iQ 


X 


£ -f(xn)  <-  f(Xno)  _j_  M _ 

2 xn  .г\,  V х 


e 

2 


(2) 


(3) 


(4) 


Za  velike  vrednosti  broja  n,  ofiigledno  je  ispunjena  nejednakost 


£ < /('г'п o)  £ 

"2  xn  2! 


kad  god  je  n > n0,  zato  iz  nejednakosti  (4)  za  п0  > N i za  dovoljno  veliko 
n > n0  dobijamo  nejednakost 
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oclakle  je 


f(xn) 


Хтп 


< 6. 


PoSto  je  {:cn}  pioizvoljan  beskonačno  veliki  niz,  čiji  su  svi  članovi  pozitivni, 
to  imarno  da  je 

lim  M-0. 


tj . f(x)  = o(x)  icad  х — > +co.  E> 

167.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / diferencijabilna  na  beskonačnorn 
intervalu  ]xq,  +oo[  i ако  je  f(x)  = o(x)  kad  х — * +oo,  onda  je 


lim  |//(x-)|  = 0 

X— *4~oo 

SpecijalnOj  ako  postoji 


lim  f\x)  = 


to  je  k = 0 


< Pretpostavimo  da  je 

Мш  1/(2)  I = A\  A Ф 0; 

х— t-Fco 


tada  za  svako  e (0  < £ < /1)  postoji  B > 0,  takvo  da  je  za  х > B ispunjena 
nejednakost 

\f(x)\>A-e.  (2) 

Fiksirajmo  x%  > B i uzmimo  х > x\..  Prema  Lagianžovoj  teoremi  za  funkciju 
/ na  segmentu  [xr , x]  i uzimajući  u obzir  nejednakost  (1)  imamo 

= |/'(OI  > A ~ e.  хг  <č<  х.  (2) 

Prelaskom  na  gianičnu  vrednost  u nejednakosti  (2),  kad  х — > +oo,  dobijamo 


/(х)  - f(x i) 
х — .г’1 


lim 

х — »4-00 


/(2) 


>A-e, 


što  protivreči  uslovu:  f(x)  = о(.т),  kad  х — > +oo.  Dalde,  A — 0,  odnosno, 
lim  |/(x)|  = 0. 

х — ►4*oo 

Pretpostavima  sada  da  postoji  lim  ff{x)  = k,.  Onda  za  bilo  koji  niz 

х— Ч-СО 

xm  > 0,  (xm  — > +oo,  kad  т — > oo)  imamo 


lim  f(xrn)  = k, 
т—*оо 
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tj.  za  svalco  e > 0 postoji  M takvo  da  je  za  m > M ispunjena  nejednakost 

k - e < < k + e,  (3) 

Uzimajući  m0  > M i пг  > ?п0  dobijamo,  primenom  Lagianžove  teoreme  za 
funkciju  / na  segmentu  [х  rno  i %]  * 

fM-fM  = ;/(u)j  Жто  < € < Xm. 

Iz  nejednakosti  (3)  sledi  nejednakost 

fc-g<  /(дт)  ~ /(^o)  <A;  + £ (4) 

Prelaskom  na  limes  kad  — > Ч-оо,  dobijamo: 

, т f(xm)  u \ ~ 

k — e < hm  < k + e, 

m— +4-00  Xm 

Pošto  je 

Шо^-0. 

m— *oo  a:m 

to  dobijamo  da  je 

k-  £ < 0,  /г  + е>0, 

odakle  s obzirom  na  pioizvoljnost  broja  e,  sledi  da  je  k = 0 ► 

168.  a)  Dokazati,  da  ako  : 

1)  funkcija  / je  deftnisana  i neprekidna  na  segmentu  [ж0,Х]; 

2)  / ima  konačan  izvod  f'  na  intervalu  ]x'0,  X [; 

3)  postoji  konačan  ili  beskonačan  lirnes  ^J.im+Q  f'{x)  = f'{x o + 0), 

onda  postoji  iespektivno  konačan  ili  beskonačan  jednostrani  izvod  (x0) 

i f+{x o)  = f'{x o + 0)- 

b)  Pokazati,  da  za  funkciju 

postoji  konačan  limes  lim  f'{x),  iako  funkcija  / nema  konačne  jednostiane 

izvode  /1(1)  i //(1).  Dati  geometrijsku  interpietaciju  te  činjenice. 

<3  a)  Po  foimuli  konačnih  piiraštaja  za  funkciju  / na  pioizvoljnom 
segmentu  [x-0,x'i],  gde  xi  €]x0,X[:  imarno 

/(ж1)-/(До)  = f>{xQ  + e{xi  _ Жо))  (0  < в < 1). 


Х*1  - Х'0 
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Prelaskom  na  limes  u poslediijoj  jednakosfci,  kad  x\  — > xq,  dobijamo 
lim  /(ХЧ)  — ^ = f'(x o + 0)  = /;(х'о), 

»л:о  Хх  — Х’о 

jer  је  ро  definiciji 


4(.г-о)  - 

b)  Nelca  је  х ф 1,  Tada  је 

f(x) 


lim 


f(x l)  - f(xo) 


xi-*xq-\-0  — #0 


— lim  f(x)  — 


1 + ж2’  i+i J v/  2’ 

Polazeći  od  definicije  jednostranih  izvoda,  dobijamo  u tački  х — 1 : 

, 1 2+  Д х 

f',(  1)  = lim  arctan — = — oo; 

' + к ' Д1-.+0  Д х — Д х 

1 2+  Д х 

f (1)  — lim  aictan = — oo. 

J~v  ' Дх— o Д х — Д х 


Geometrijska  inteipretacija  data  je  na  (sl.  80).  ► 


169.  Dokazati  identičnost: 

2aictanx  + aicsin— — g-  = тг sgnx\  |x|  > 1. 

1 + xL 

< Za  |.гј  > 1 imamo 

2.г  2 2(1  — ж2) 

2arctanx  + arcsin— = Г+^  + (Т+^Ж^  ~~ 
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Dakle,  za  |ж|  > 1 ispunjena  je  identičnost 

2x  f c\,  х > 1; 

2 aictan  х + aicsin  — — т,  = < . , 

1 -f  х-  [ o>,  х < — l. 

Stavljajući  х = 1,  nalazimo  c\  = 7г;  stavljajući  z = -1,  dobijamo  c2  = ~7г 
Zato  je 

2 aictan  х + aicsin  — ~—0-  = nsgnz,  |.гј  > 1 > 

1 + х- 

170.  Dokazati  da  je  iinearna  funkcija  f(x)  = kz  + b,  jedinstvena  funkcija 
ćiji  je  izvod  f(x)  = k,  za  svako  х € R. 

< Ako  je  f(x)  = кх  + b,  to  je  f'(x)  = k,  za  svalco  х 6 E.  Tteba 
pokazati  jedinstvenost.  Pietpostavimo  da  postoji  funkcija  <p  laziičita  od 
linearne  i da  je  <p'(x)  = k,  za  svalco  х € R.  Obiazujmo  funkciju  ф(х)  = 
<p(x)—f(x)..  Izvod  funkcije ф je  na  celoj  brojnoj  osi  jednak  nuli,  sledi  prema 
posledici  Lagianžove  teoreme  je  ф(х)  = const  za  svako  х E К Dakle, 
<p(x)  = f(x)  + c = kx  + b + c je  iinearna  funkcija.  Dobili  smo  protivrečnost 
pietpostavci  da  <p  nije  iineama  funkcija  > 

171.  Sta  se  može  leći  o funkciji  f,  ako  je  fn)(x)  = 0,  na  celoj  brojnoj 
pravoj? 

Na  osnovu  posledice  Lagianžove  teoieme  imamo  da  je 

f(n-D(x)  = c, 


c je  lconstanta.  Imajući  u obzii  piethodni  primer,  dolazimo  do  zaključka  da 
je  funlccija  fn~~2)(x)  lineama,  tj  poiinom  prvog  stepena:  /(n"2)(*)  = cx+cl 
Pietpostavimo  da  je  funkcija  fn~k\x)  polinom  stepena  (k  - 1)  : 

f(n~k)  (x)  _ Sf  пјхк~г~ј . (1) 

.7=0 


Pokažimo  da  je  pri  toj  pietpostavci  funkcija  /(п  k (г)  polinom  stepena  k 
Zbog  toga  razmotiimo  funkci  ju 

Ф)  = 

Izvod  ove  funkcije  je  na  celoj  biojnoj  pravoj  jednalc  nuli,  tj.  funkcija  <p  je 
konstantna,  dakle, 


k- 1 


,k-j 


пл-к-Ј 


j—0 


7=0 
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Matematičkom  indukcijom  smo  pokazali  da  je  za  svako  k (2  < k < n ) 
funkcija  /(”-*-') (ri')  polinom  stepena  (k  — 1).  Stavljajući  u foimuli  (1)  k = n, 
dobijamo 

n-~l 

f(x)  = Л %хП"1_Ј> 

7=0 

tj.  funkcija  / je  polinom  stepena  (n  - 1).  > 

172.  Dokazati,  da  ako  : 

1)  funkcija  / je  neprelddna  na  segmentu  [a,  6j; 

2)  / ima  konačan  izvod  na  ]a,  b[\ 

3)  / nije  lineama  funkcija,  tada  u inteivalu  ]a,b[  postoji  bai  jedna  tačka 
c,  talcva  da  je 

\f(c)\  > 

< Podelirno  segment  [a,  b\  pioizvoljno  па  n delova  tačkama  a = .г'о  < 
Ж1  < хо  < ...  < xn  = b,  dobijamo 

П — 1 П~"  1 

|/(&)  -/(<01=  (f(xi+l)  - f(Xi))  <Y,\f(Xi+l)-f(Xi)\. 

j=0  2=0 

Po  Lagranžovoj  formuli  imamo 

f(xi+ 1)  ~ f(xi)  — f (£»)  & *г’г > <•  /i  < xi+l> 

i = 0, 1, 2,  .,..,n  — 1,  Д Xi  - xi+i  - Xi 

Na  taj  način  doiazimo  do  nejednakosti 

П — 1 

\m-f(*)\<T,\f'^\Axi" 

2=0 

Pošto  je  funkcija  / različita  od  lineaine,  to  postoji  takva  podela  segmenta 
[a,b],  da  među  brojevima  |/(£,-)|  postoji  najveći,  različit  od  nule,  koji  ćemo 
označiti  sa  |/'(£)l  Tada  dobijamo  nejednakost 

71  — 1 

1 m - f(a)\  < 1/(01  E A = ~ а)!^)1’ 

г^0 


1/(01  > 


m-m 

b — a 


a < £ <b.  > 


odakle  sledi 
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173.  Dokazati,  da  ako: 

1)  funkcija  / ima  drugi  izvod  f"  na  segmentu  [a,b}\ 

2)  f(a)  = f'(b)  = 0,  onda  u inteivalu  ]a,6[  postoji  bai  jedna  tačka  c 

talcva  da  je 

«3  Ако  je  f(x)  = konst.  tvrđenje  je  očigledno.  Pretpostavimo  da  je 
funkcija  / različita  od  konstantne  funkcije,  Iz  uslova  (2)  sledi,  da  je  / ra- 
zličita  od  lineaine  funkcije.  Priinenom  Košijeve  formule  konačnih  piiraštaja 
za  funkcije  f(x)  i ф)  = (jG~f  na  segmentu  [a,  *$]  i za  funkcije  f(x)  i 
ф(х)  = na  segmentu  [^,5],  dobijarno: 

8 (/ (а±ј>)  _ /(q))  = /'(£ i)  f £ + fr. 

(b  — a)~  ft-a’  2 ’ 


8 (/(&)-/(*$*))  _ №) 

- 6-а’  2 52 

Sabiranjem  dobijenih  jeđnakosti,  nalazimo 

8 (/W-/(q))  = №)  №)„ 

(5  - a)2  Ci  - a 5 — £2 

S obziiom  da  je  f'(a)  = /'(6)  = 0,  to  se  desni  deo  poslednje  jednakosti  može 
zapisati  u obliku: 

l)  , /'(&)  _ /4€i)  -/4Q)  _ /Ч&)  ~ /Ч&)  _ _ /"(772), 

£1  - a b — £2  £1  — a & — £2 

gde  je  a < rji  < £1;  £2  < V2  < b Uzimajući  ocenu  po  apsolutnoj  vrednosti, 
konačno  dobijamo 

8 -/И)  < |/"(?n)|  + |Г (7,2)| 

(b-a)- 

Pietpostavimo  da  je  f(b)  ф f(a)  (ако  to  nije,  tačlca  c rnože  biti  bito  koja  iz 
}a,b[  ),  Prerna  našoj  pretpostavci  bar  jedan  od  biojeva  |//'(??i)l  • \1"{>п)\  je 
različit  od  nule.  Neka  je 

\f"(c)\  = max {|/ff(t?i)|,  \f(m)\}  - 


8(/ДД|<2|Г(с)|, 


Tada  imamo 


286 


GLAVA  2 DIFEKEN CIJALNI  RAČUN 


odalde  sledi 

!/"WI>  јјГ^1ЛЧ-Л»)1 

(znak  jednakosti  ne  isključujerao,  јег  je  moguć  sluča,j  |///(,'?i)l  = i/,,(772)|)  > 


2.6  Monotonost  funkcije.  Nejednakosti 


1°  Rastenje  i opadanje  funkcije.  Funkcija  / se  naziva  rastućom 
(opadajućom)  na  segmentu  [a,  b] , ако  je  / (.т^)  > / (.тг)  (/  (жг)  < / (x'i))  za 
a < ,ti  < Х'2  < b, 

2°  Da  bi  funkcija  / koja  na  iazmaku  X ima  konačan  ili  beskonačan 
izvod  bila  rastuća  (opadajuća)  na  njemu,  potrebno  je  i dovoljno  da  bude 
ispunjeno:  a)  f'  (®)  > 0 (/'  (х)  < 0) ; b)  f'  nije  identičlci  0 ni  na  jednom 
razmaku  [a./3]  sadržanom  u X. 

3°  Rešeni  zadaci. 

Odrediti  razmake  rastenja  i opađanja  sledećih  f'unkcija: 

174.  у = х + jsin2xj  . 

Očigledno  je 


V ~ 


х + sin  2x,  ктг  < х < 
х — sin  2ж,  ж {k  + |)  < х < тг  + ктг, 
!f,x  = !f  ( к 6 Z) 


Diferenciiajući  у,  imamo 

, j 1 + 2 cos  2ж,  ктт  < х < | + ктг\ 

y 1 - 2cos2.r,  § + кж  < х < 7Г  + кж. 


Rešavanjem  sistema  nejednačina 


f 1 + 2 cos  2.т  > 0;  . f 1 - 2 cos  2.т  > 0; 

\ ктг  < х < f + /с7г;  1 ( | + ?С7Г  < .т  < 7Г  + кж, 


dobijamo,  da  је  у'  > 0 za  кж  < х < јј  + кп  i za  7i  (&  + Ј)  < х < 3 + 
тг  (&  -р  i)  Objedinjujući  dobijene  sisteme  nejednačina  u jedan,  imamo 


ктг  7Г  кж 

T<x<3  + ~ 


Znači,  y(x)  raste  na  intervalima 


2 6 MONOTONOST  FUNKCUE.  NEJEDNAKOSTI 


287 


Na  intervalima  ] х + f , Џ + § [ funkcija  у (х)  opada  (na  svakom  od  njih  je 
у'  < п).  ► „ 

175.  у = 

<з  Diferenciianjem  funkcije  y(x) , nalazimo 

у'  = x 2X  (2  — х ln  2) . 

Pošto  je  у'  (х)  > 0 za  х € ]0,  ^[,  to  na  tom  intervalu  y(x)  laste.  Na 
svakom  od  intervala  ]~oo,0[  i ]т~2,+°о[  funkcija  opada,  jer  je  na  njima 
у'  (х)  < 0 > 

176.  / ( х ) = х + sin  (In  , za  х > 0 i f (0)  = 0 
Imamo 

f (®)  = У|  + \/2sin  (lnx  + , 

odakle  sledi  da  je  f (х)  > 0 za  sin  (inz  + f ) > — Rešavanjem  navedene 
nejednačine  dobijamo  intei  vale  rastenja  funkcije  / : 

e_ls+2fc3r  < x < e-W+2^,  k € Z. 

Na  svakom  od  intervala 

e-if+- кЋ  < х < e*TT+2kn,  k € Z 


funkcija  / opada.  > 

177.  Dokazati,  da  se  pri  povećanju  broja  n,  obim  pn  pravilnog  n— tougla 
upisanog  u kružnicu,  povećava  a obim  Pn  piavilnog  n— nougla  opisanog  oko 
kružnice,  smanjuje.  Na  osnovu  toga  dokazati  da  pn  i Pn  imaju  jednake 
limese  kad  n — + co  . 

<d  Prema  formulama  iz  školskog  kursa  geometiije,  imamo: 


7Г  7Г 

pn  = 2i?nsin  Pn  = 2 Rn  tan  — , 
n n 

gde  je  R polupiečnik  kružnice  Razmotrimo  funkcije 

7Г  7Г 

p (х)  = х sin  - , P (z)  = х tan  — (х  > 2) , 

% Л/ 

Diferenciianjem,  imamo 

...  . 7Г  7Г  7Г  71/  7Г  7Г  \ 

V (х)  = sm cos— =cos—  tan ; 

r v ' хх  х х \ х х/ 


. . , 7Г  7Г 

P (х)  = tan  - 
х 


1 


X cos2  ~ 

X 


2 cos2  ? 


9 7Г  27Г 

sin“ 

X X 
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Pošto  je  tan  f > f . sin  f <|zax>  2,  to  tada  funkcija  p raste,  a funkcija 
P opada.  Iz  jednakosti  pn  = 2 Rp  (n) , Pn  = 2 RP  (n) , sledi  da  niz  pn  raste,  a 
niz  Pn  opada  Na  osnovu  toga  što  je  pn  < Pn  (n  > 2)  i ( Pn  — pn)  = 0, 
imamo  jednakost  lim  pn  = lim  Pn  > 

П—+00  71 — »OO 

178.  Dokazati,  da  funkcija 


V = 


X 


raste  na  svakom  od  intervala  ]— oo,  — 1(  i ]0, +oo[ 

< Dokažimo,  da  je  u svakom  od  navedenih  intervala  izvod  funkcije 
pozitivan.  Za  х > 0 imamo 

у' = у (‘"  (i + j)  - rb)  = у (>-  + 1>  - : ■ - >ti) 

Na  osnovu  formule  o konačnom  priraštaju  (Langianžova  teorema)  na  seg- 
mentu  [х,  х + 1] , imamo 

1 

ln  (х  + 1)  — ln х = -,  х < £ < х + 1 


Znači,  у'  = у (J  - ^т)  > 0 za  х > 0 Za  х < -l  siedi 


у'  = w (ln  (x  - (-i)))  = 

= w(a:)  (ln(t- l)-ln*- , 

gde  je  t = - х ; 1 < t < +oo„  Piimenom  Lagianžove  foimule  na  segment 
[t  — l,t] , đobijamo 

ln (t  — 1)  — ln t = ~ , t-l<Zi  <t, 
sl 


odakle  sledi, 


у'  = У (-•'■) 


t-1 


>0 


za  1 < t < +oo  ili  у'  > 0 za  ~oo  < х < — 1.  > 
179.  Dokazati  da  je  ceia  mcionalna  funkci  ja 


P (х)  — a.Q  + aix  + ■ • • + anxn  (n  > 1,  an  ф 0) 
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stiogo  monotona  na  svakom  ocl  intervala  J-oo,  -жо[  i ].г-0,  +oo[ 
<3  Zapisujući  za  n > 1 izvoci  funkcije  P (х)  u oblilcu 


P'  (:c)  = nanx 


.n-1 


, (n  ~ f ) fln-1 


+ 


папх 


Qi 

nanxn~l 


dolazimo  clo  zaključlca,  da  je  za  dovoljno  veliko  |.гј  > г0  znak  funkcije  P’  (х) 
određen  znakom  koeficijenata  an,  odakle  sledi  da  је  funkcija  P (х)  strogo 
monotona  za  |г|  > ,г0.  > 

180.  Dokazati  da  je  tacionalna  funkcija 


R(  Л=  — - — - + Пп'г‘П 

’ X bo  + bix  + • ■ - + bmxm 


(anbm  ф 0) , 


koja  se  identički  lazlikuje  od  konstante,  stiogo  monotona  na  svakom  od 
inteivala  ]— oo.  — x0[  i ].г0,+оо[,  gde  je  x0  dovoljno  velilci  pozitivan  broj. 

< Pretpostavimo,  odieđenosti  racii,  cla  je  m ф n Zapisujući  funkciju 
R(x ) u obliku 


R.(x)  = 


PnjK) 
Qm  (г)  ’ 


i diferenciiajući  dobijamo 


P'n  (•-'•)  Q>n  (х)  - Pn  (х)  Q'm  (х) 

QU r) 

anbmxm+n~l  ((n  - m)  + O*  (:-)) 

Ql  (*) 


Za  dovoljno  veliko  јхј  > x0  znak  funkcije  R’  (х)  je  konstantan,  jer  je  jednalc 
znaku  koeficijenta  anbm  (n  - m) . Dalcie,  R(x)  je  stiogo  monotona  za  |.г|  > 
x0.  > 

181.  Da  li  je  izvocl  monotone  funkcije,  monotona  funkcija? 

<3  U opštem  slučaju,  nije  Dovoljno  je  uzeti  funkciju  / (х)  = х + sinx, 
ona  je  rastuća  na  celom  E,  a njen  izvod  f'(x)  = 1 +sinx  nije  monotona 
funkcija  na  R.  > 

182.  Dokazati,  da  ako  je  rastuća  difetencijabilna  funkcija  i | f (x)|  < 
<р'  (х)  za  х > x0,  to  je 


I/  (х)  - / (x0)|  < (p  (х)  - <P  (х0)  (х  > x0) 


Dati  geometrijsku  interpretaciju  te  činjenice. 
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<5  Na  osnovu  Košijeve  teoieme  ptimenjene  na  segment  [a;o,.'c]  i funkci- 
jama  / i p,  imamo 


/ (*) 

-/(*  o) 

- /Чс)  1 

p (х) 

- P (х0) 

p'  (c) 

(xa  <C<  X ) . 


odalde  sledi  |/  (.r)  - f (ж0)|  < \<p  (х)  - p (x0)|  = p (х)  - p (x0) . 

Geometrijski,  ova  nejednakost  označava  da  priraštaj  iastuće  diferenci- 
jabilne  funkcije  nije  manji  od  piiraštaja  bilo  koje  druge  difeiencijabilne 
funkcije  sa  manjim  ili  jednakim  izvodom  po  apsoiutnoj  vrednosti.  E> 

183.  Neka  je  funkcija  / neprekidna  na  iazmaku  [a,  +oo[,  i пека  je 
poied  toga,  f'  (х)  > k > 0 za  х > a,  gde  je  k konstanta.  Dokazati,  da  ako 
je  f (a)  < 0,  onda  jednačina  / (х)  = 0 ima  jedan  i samo  jedan  realan  koren 
u inteivalu  a,a  — Др  . 

<!  Pierna  Lagianžovoj  teoiemi  za  funkciju  / na  segmentu  a -I-  Шг~^Ј  , 
imamo 


l/(°)l 

k 


, !/(«)! 


o < (?  < 1 . 


Iz  uslova  f (х)  > k > 0 nalazimo 

f^a+\JM^_f{a)  >\f(a)\, 


odakle  je  f (a  + J)  > 0 Funkcija  f na  kiajevimasegmenta  a,a  + 
uzima  viednosti  lazličite  po  znaku,  zato  na  osnovu  Košijeve  teoieme  o među- 
vrednosti  postoji  £ € a,a  + j\  tako  da  je  / (£)  = 0,  Dokažimo  da  je 
tačka  f jedinstvena  na  tom  inteivalu.  Ako  pietpostavimo  da  postoji  tačka 
tog  intervala,  za  koju  je  /(£i)  = 0,  onda  prema  Rolovoj  teoremi  piimen- 
jenoj  na  segment  sa  kiajevima  i f,  postoji  tačka  /2  između  njih,  da  je 
f (£2)  = 0 Međutim,  ovo  piotivreči  uslovu  f (х)  > k > 0 za  х > « t> 

184.  Funkcija  / naziva  se  rastućom  u tački  x0,  ako  je  u nekoj  njenoj 
okolini  [ж  - x0|  < б znak  priraštaja  funkcije  Д / (x0)  = / (х)  — / (x0)  jednak 
znaku  priraštaja  aigumenta  Д х = х — х0 

Dokazati,  da  ako  funkcija  / raste  u svakoj  tački  nekog  konačnog  ili 
beskonačnog  intervala  ]a,6[,  to  je  опа  iastuća  na  tom  intervalu. 

< Ako  funkcija  / raste  na  nekom  inteivalu,  onda  je  u svakoj  tački  tog 
intervala  znalc  priraštaja  funkcije  jednak  znaku  piiiaštaja  argumenta  u toj 
tački.  Pietpostavimo  da  funkcija  / laste  u svalcoj  tačld  inteivala  ]a,  b[  a da 
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nije  rastuća  na  eelom  intervalu  ]a,i>[.  Tacla  postoji  bat  jedna  tačka  ж0  E ]a,i>[ 
i пека  пјепа  okolina  ]ж0  — 6i,x0  + 5i[ , u čijim  se  gianicama  znak  piiraStaja 
funkcije  u toj  tački,  razlikuje  od  znaka  priraStaja  argumenta,  ili  znak  piiiaS- 
taja  funkcije  nije  određen.  Sa  clruge  strane,  pošto  funkcija  / raste  u tački 
л;0 , to  postoji  <5o  > 0,  tako  da  je  u gianicama  okoline  ]ж0  — <?2 , л.'о  + <5o[  znak 
piiiaštaja  funkcije  u tački  -т0 , jednak  znaku  priiašta.ja  aigumenta.  Sada,  na 
osnovu  pretpostavke,  imamo  da  se  u okolini  ].т0  - б,  xq  + 5[ , <5  = inin  (<5i , <5o) , 
znak  priiaštaja  funkcije  razlikuje  od  znaka  priraštaja  aigumenta  u tački  xq, 
ili  znak  nije  odieđen,  što  protivreči  pietpostavljenoj  činjenici  da  funkcija 
raste  u tački  xq.  > 


185.  Pokazati  da  funkcija  f (х)  = х + х2  sin  § , za  х ф 0 i / (0)  = 0, 
raste  u tački  х = 0,  ali  nije  rastuća  ni  u jednom  intervalu  ]-е,е[,  e > 0 
Nacrtati  grafik  te  funkcije. 

< Priraštaj  funkcije  / u tački  х = 0 je:  Д /(0)  = .x-(l+xsin§) 
Očigledno,  za  dovoljno  male  po  apsolutnoj  vrednosti  х,  imamo:  Д / (0)  < 0 
za  х < 0 i Д / (0)  > 0 za  х > 0,  što  znači  da  funkcija  / laste  za  х = 0 Zatim, 
ako  je  х ф 0,  sledi,  f'  (х)  = 1 + 2x  sin  § - 2cos§  „ Za  svako  £ > 0,  postoji 
k e N,  tako  da  tačlce  x'k  = j=  i x"k  = piipadaju  intervalu  ]-£,£■[ 

Pošto  je  f (x'k)  = — 1,  f'  (x'k)  = 3,  dolazimo  do  zaključka,  da  funkcija  / nije 
rastuća  na  intervalu  ]—£,£[  (njen  izvod  u tom  inteivalu  nema  odieđen  znak) 
Zakljućak:  Ako  funkcija  / raste  u nekoj  tački,  to  ona  ne  raste  obavezno  u 
nekoj  okoiini  te  tačke  Giafik  funkcije  je  nacrtan  na  (sl.  81).  t> 

186.  Dokazati  teoremu:  ako  1)  funkcije  џ>  i ib  su  n— puta  diferenci  jabilne; 
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2)  ip(h)  (.то)  = 'Ф{к)  (то) , k = 0 ,n  - 1;  3)  <p(n)  ( х ) > ф(п)  (х)  za  х > x0,  onda 
je  <p  (х)  > ‘ф  (х)  za  х > x0 

< Piimenom  Lagianžove  teoieme  na  funkciju  u(n-1)  (т)  = </з(п-1)  (х)  - 
,ф(п-1)  posmatrane  na  segmentu  [хо,т] , dobijamo 

U(n-1)  (х)  - 'U.(n-1)  (т'о)  = U(n)  (0  (х  - T'o)  , 

odakle,  prema  uslovima  2)  i 3),  sledi  u(n-1)  (х)  > 0 (х  > x0) . Slično, 

dokazujemo  da  je  u(n-,ž)  (т)  > 0 i.t  d.,  u (х)  > 0,  tj.  <p(x)  > ф(х)  za 

х > x0  > 

187.  Dolrazati  sledeće  nejednalcosti: 

a)  ex  > 1 4-  х za  х ф 0; 

b)  х ~ =j-  < In  (1  + х)  < х za  х > 0; 

c)  х — < sin  х < х za  х > 0; 

d)  tan  i > ж + у za  0 < х < §; 

e)  (xa  + ya)°  > (x@  + т/3)^  za  х > 0,  у > 0 i 0 < ct  < /3, 

Dati  geometiijsku  interpretaciju  nejednakosti  a)-d). 

< a)  Označimo  <p  (х)  = ex,  ф (х)  = 1 + х i,  primetimo  da  je  <p(0)  = 
ф (0) , <р'  (х)  > ф'  (х)  za  х > 0 Piema  dokazanom  u primeiu  186,  imamo  da 
je  <p  (х)  > ф (т)  za  х > 0.  Smenom  т = — /,  za  т < 0,  dobijamo 

<p(t)  = е~Ј;  4>{t)  = l~P,  t>  0. 

Pošto  je  <p  (0)  = ф (0) . tp'  (t)  > ф'  (/)  za  / > 0,  to  je  <p  (/)  > ф (t)  za  t > 0, 
t j.  e1  > 1 + х za  х < 0. 

b)  Uzmimo: 

<p  (х)  = х ~ ф (х)  = ln  (1  + т) ; ?/  (т)  = т (х  > 0) 

Očigledno  је,  <р  (0)  = ф (0)  = ?;  (0) ; <р'  (т)  < ф'  (т)  < rf  (т)  za  х > 0,  zato 
је  prema  piimeru  186, 

<р  (т)  < ф (х)  < J]  (т)  (т  > 0) 

c)  Као  i u piethodnoj  tački,  označimo 

т3 

<p  (т)  = х - — , ф (х)  = sin  т,  7/  (т)  = т, 

pri  čemu  је  <р  (0)  = ф (0)  = ?/  (0) ; <р'  (х)  < ф'  (т)  < rf  (т)  (т  > 0;  т ф 2kir) . 
Na  osnovu  nejednakosti  piimera  186,  ispunjeno  je 

<p  (т)  < ф (х)  < ?/  (т) ; х > 0,  т ф 2ктг  (к  G Ћ) , 
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Za  х = 2А'тг  imamo  nejeclnakosti 


2кж 


< 0 < 2к,Ћ, 


tj.  <p  (2ктг)  < i p (2ктг)  < i]  (2кж) , k € N. 

Dakle,  za  х > 0 zadovoljeno  je 

Ч>  (-г-)  < Ф (•'■)  < V (*) 

d)  Označimo,  ip(z)  = tan:c,  ф (х)  = х + ^ (0  < х < § ) . Očigledno  је, 
<p  (0)  = ф (0) , <р'  (х)  > ф'  (х)  za  0 < х < | (jer  је  р'  (х)  = 1 -f  tan2  ж; 
ф' (х)  = 1 +ж2;  tan2.r  > х~  za  0 < х < §)  Opet  na  osnovu  zadatka  186 
sledi:  p (х)  > 'ф  (ж)  za  0 < ж < + 

e)  Nejednakost  (ж°  + ya)°  > (х13  + у(3)^  za  proizvoljne  fiksirane  ж > 0, 
у > 0 i sve  а,јЗ  : 0 < a < јЗ  ekvivalentna  je  nejednakosti 


Za  njen  dokaz  uzmimo  | = t i razmotiimo  fimkciju 

tp(z)  = (1  + tz)  = , 0 < z < +oo. 


Izvod 


<p'(z)  = ip(z) 


t~  ln  t ln  (1  + tz) 


z(l+tr) 

v(z)  ({~У 


■ ln 


г2(1  + *г)  (l  + ts)W 


је  negativan  za  0 < 2 < +00;  zato  funkeija  <p  opada;  sledi,  <p  (a)  > ip  (/?)  ako 
je  0 < a < P < +00,  tj.  zadovoljena  je  nejednakost 


1 

(ж“  + ya)  “ > ^Ж^  + уР  j P 


za  х > 0;  у > 0;  0 < a < /?.  Sto  je  i tiebalo  dokazati.  Geometrijska 


294 


GLAVA  2.  DIFEREN CIJALNI  RAČUN 


inteipretacija  nejednakosti  a)-d)  đataje  na  (sl.  82).  6> 


188.  Dokazati  nejednakost:  |.г  < sin  х < х za  0 < х < f 

<1  Desni  deo  nejednakosti  dokazan  je  u prethodnom  primeru  c)  Dokažimo 
levi  deo  nejednakosti.  Razmotrimo  funkciju  <p  (х)  = sinx  — (0  < х < %) . 

Utvrdimo  da  tp  nema  nula  u intervalu  Stvamo,  ako  bi  xi  € ]0,f  [ 

bio  koren  jednačine  (a;)  = 0,  onda  primenom  Rolove  teoieme  na  funkciju 
р i redorn  na  segmente  [0,  x'i]  i [rci,  f]  , dobijamo  da  funlccija  <р>'  ima  bar  dve 
nule  u intervalu  ]0.  f [ Međutim,  jednačina  <р' (х)  = 0 u intervalu  ]0,  |[ 
ima  samo  jedan  koien:  х = aiccos|  Znači,  <р  ima  na  intervalu  ]0,f  [ pot- 
puno  odteđen  (stalan)  znak  Uzmimo  xq  e ]0,  f [ i odiedimo  znalc  vrednosti 
</?(xq);  na  osnovu  rečenog  znak  funkcije  <p  na  inteivalu  ]0,f  [ jednak  je 
znaku  viednosti  <p  (rr'o)  - Nelca  je  na  primei  xq  = f . Tada  je  <p  (f ) = | > 0. 
Dokazali  smo  dakle  za  uvedenu  funkciju  <p  da  je  <p(x)  > 0 na  intervaiu 
]0,  f [ , tj.  sin.T  > 'Џ  za  0 < х < f . > 

189.  Dokazati,  da  je  za  х > 0 ispunjena  nejednakost 


< e < 


a:4-l 


< Logaiitmovanjem  se  dobija  ekvivalentna  nejednakost: 


1 

1 + x 


< hl 


< 


1 


X 


koju  dokazujemo,  Označavanjem,  £ = t (t  > 0) , dobijamo  nejednakost 

jl—  < ln  (1  + t)  < t . 

Desni  deo  poslednje  nejednakosti,  đokazan  je  u piimeiu  187,b)»  Dokažimo 
levi  deo  nejednakosti  Uzmimo,  tp(t ) = ф (t)  = ln(l  + t)  i razmotiimo 
funkcije  (p  i i/;,  za  t > 0 , Očigledno  je  tp  (0)  = ф (0)  = 0;  tp*  (t)  = < 
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ф' (t)  s=  za  t > 0 Sledi,  piema  nejednakosti  dokazane  u primeiu  186, 
možemo  tvrdifci  da  je  tp  (t)  < ф (t)  za  t > 0,  t j ^ < ln  (l  + ±)  za  х > 0, 
gto  je  i tiebalo  dokazati  > 

190.  U aritmetičkoj  i geometiijskoj  piogiesiji  sa  pozitivnim  članovima, 
bioj  članova  i kiajnji  članovi  su  respektivno  jednaki  Dolcazati  da  je  zbii 
članova  aiitmetičke  piogiesije  veći  od  zbira  članova  geometiijske  piogiesije 
< Označimo  prvi  član  progiesija  sa  a,  zbii  n članova  aiitmetičke  pio- 
giesije  sa  Sn,  a zbir  n članova  geomefcrijske  progresije  sa  S'n,  tada  imamo 

„ n (2a  + (n  - 1)  d)  c,  _ a (qn  - 1) 
bn~  2 ’ ^n  q- 1 ’ 

gde  je  cl  raziika  aritmetičke  progresije,  a q koiičnik  geomefcrijske  progresije 
Iz  usiova  zadatka  sledi,  q > 0,  q Ф 1.  Izjednačavanjem  n - tih  čianova 
progresija  imarno 

п — 1 

Zamenjivanjem  nađenog  d u iziaz  za  S1U  dobijamo 

O па^ј+д"’1) 

— r ) 


Tieba  dokazati  sledeću  nejednakost 


њ 


n (1  + qn  г) 


— 1 — q — 


n—1 


> 0 


za  0 < q < 1 i za  q > 1.  Očigledno  je  г/.з  > 0 Zato,  ako  pokažemo  da  niz  un 
(n  > 3)  laste,  onda  je  navedena  nejeđnakost  dokazana  U tom  ciiju,  imarno 


г/п+1  — un  + ^ zn , zn  1 + nq 


nq 


n- 1 


(1) 


PoSto  je  Z\  = 0 i +,+1  - Zn  = nqn  1 (q  - 1)"  > 0,  to  niz  zn  raste,  siedi, 
zn  > 0 za  n > 1.  Tada  iz  (1)  sledi  da  i niz  u„  takođe  rasfce.  > 

n o 

191.  Polazeći  od  nejednakosti  ]Г  (akx  + k)~  > 0,  gde  su  x,ak,bk ; 

k-l 

k - 1,2, ,7i  realni  biojevi,  dokazafci  Košijevu  nejednakost 


sE 

k= 1 1-=1 
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< Kvachiranjem  izraza  koji  sioji  pođ  znakom  za  sabiianje,  imamo  Ax~  + 
2 Вх  + C > 0.  gde  je 


A = f^4 ; B = C = 

fc=l  k= 1 


n 


k= 1 


Kvađratni  trinom  je  nenegafcivan.  ako  i samo  ako  je  njegova  diskriminanta 
nepozitivna:  B 2 - AC  < 0 (.4  > 0) . Zamenjivanjem  u poslednjoj  nejed- 
nakosti,  vrednosti  za  A,  B i C.  dobijamo 


к=\  k= 1 


Sto  je  i fcrebalo  dokazati  > 

192.  Dokazati,  da  aritmetička  sredina  pozitivnih  brojeva,  nije  veća  od 
lcvadiatne  sredine  tih  brojeva,  fcj, 


i n 

1 V-“"A  9 

\i%Slv 


1 7i 

-E**s 

П k= 1 

< Sfcavljajući  u KoSijevoj  nejednakosfci  a = dobijamo 

n A-;  Xk  ~ X,;  5L  „2  “ n. > 


fc  = l 


/:=1  /с~1 


A:=l. 


odakle  sledi 


71 


Ar=l 


N 


71 


E4 


► 


fc=l 


193»  Dokazati  da  geometiijska  siedina  pozitivnih  brojeva  nije  veća  od 
aiifcmetičke  sredine  tih  brojeva,  tj, 

?/Х\Х2  ' < — (Xl  хо  + ' ‘+  .^п)  * 

n 


<1  Razmofcrimo  funkciju 


V (XJ  = 


n — 1 

X/  “b  »X' 
2=1 


71  ^ГС1ГП2  * * * Жп-1® 
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Njen  izvocl  ^(z)  = ((n  - 1)  ® - "g  к)  jednalc  je  0,  za 

71  — 1 

х0  = ^2  Xi,  negativan  je  za  0 < х < x-o,  pozitivan  za  х > xq,  zato  <p 

opada  na  inteivalu  ]0,x-o[  a raste  za  х > xq]  za  х = xq  postiže  najmanju 
viednost  n-1 

/ 1 "_1  \ ~ 1 
V (‘г°)  ~ yn-  1 / t/XlX'2  • • • Xn_l 

Na  taj  način  je,  tp  (х)  > <p  (х-о)  za  sve  х > 0 (dakle  i za  х — xn ) : 


7i 

Е-г-i 

Z"1 

П tfXiXU  * ‘ * ХП-\ХП 


71~l 


> 


— Ухг 

n.  — 1 4~i 


i- 1 


t/X'iX2  • • • X'n— 1 


(1) 


Sada  nejednakost  navedenu  u zadatku  dokazujemo  indukcijom:  Tviđenje  je 
tačno  za  1 Pietpostavimo  da  je 


71  — 1 


71  • 


— Хј  > ’'~ухгх2  • • 


i=l 


£*i 


odatle  i iz  (1)  je  — ^=|=^===р=  > 1,  tj.  j/x'ix2  - • • xn  < 1 E ж» 


194.  Sredinom  reda  s dva  pozitivna  broja  a i b naziva  se  funkcija, 
definisana  jednakošću 


As  (a,  b) 
Л0  (a,  b) 


limA$  ( a,b ) 


Specijalno,  za  s = —1  imamo  harmonijsku  sredinu;  za  s = 0 geometrijsku 
sredinu;  za  s = 1 aritmetičku  sredinu;  za  s = 2 kvadratnu  sredinu. 
Dokazati,  daje: 

1)  min  (a,  b)  <AS  (a,6)  < max(a,  6); 

2)  funkcija  s н->Д5  (a,b)  za  a ф b je  rastuća; 

3)  lim  Л s (a,  b)  = min  (a,b);  lim  Д5  (a,  b)  = тах  (a,  b) 

< Za  s — » 0 dobijamo 


До  (a,b)  = 
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i uveravamo  se  u to,  da  je  Л0  («, b)  geometrijska  siedina  biojeva  a i b. 
Označavanjem  [3  = (0  < /3  < 1),  možemo  zapisati  As  (a,  b)  u obliku 


As  (a,b)  = max  (a,b) 


Pokažimo  da  funkcija  As  (a,b)  laste  na  ]~oo,+co[  Razmotrimo  funkciju 


¥>(*)  = 


з > 0 


i pokažimo  da  funkcija  lnv?(s)  raste  za  s > 0 Imamo 


ds 


(ln  ¥>(з)) 


1 f(3s\n(3s 

l + [3s 


s- 


lll 


Označimo  ipi  (s)  — , Ф\  (s)  = ln  ^г~у")  s — 0 Је  <Pi  (0)  — V'i  (0) 

0 Nađimo  njihove  izvode 


(®)  = 


(3S  (1  + ln/Js  + (3S)  ln/3 

(l  + ^)2 


Ф[  (*)  = 


(3S  ln  (3 
1 +(3S 


Imajući  u obzir  nejednakosti 


ln/3  < 0; 


/?s  (1  + ln  (3S  + ,8S)  _ (3S 

(1  + (3S)‘2  Ki  + PS' 


dobijamo  da  je  (s)  > ф(  (s) , s > 0 Sada  prema  zadatku  186,  možemo 
tvrditi  da  je  <pi  (s)  > ф\  (s)  za  s > 0.  odalde  sledi,  da  funkcija  ln  <p  (s) , a sa 
njom  i tp  (s)  i Д5  (a,b)  rastu  za  s > 0 Ako  je  s < 0,  to  se  smenom  s = -t, 
t > 0 dobija 

<p\  ( s ) = у^г  = V2  (#) , 4ч  (5)  = In  (0 


Za  t = 0 je  (0)  = ф2  (0)  = 0 Nađimo  njihove  izvode: 


, (<ЛМ-1-д‘)М 

№(,)  = (ТТГ  ; 


Фо  (t)  = “ 


ln  (3 

l+pt 


Očigledno  je  <p'>  (t)  > ф'2  (t)  zr  /;  > 0.  Uzimajući  u obzit  i jednakost  <po  (0)  = 
фо  (0) , prema  primeru  186  sledi  da  je  ip%  (s)  > фо  (s) , s < 0,  tj.  funkcija 
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д,  (a,b)  raste  i za  s < 0.  Dalde,  funkcija  Д5  ( a,b ) је  rastuća  na  celom  Ш. 
Pošto  je 

lim  As 

s— ►Ч-оо 

to  uzimajući  u obzir  lastućost  funkcije  Л5  (ci,b) , ispunjena  je  nejednakost 

Аа  ( a,b ) < ma x(a,b) , 


(a,b)  = ma x(a,b)  е 


lim  ±ln(±±£) 

Д — -f-oo-3  \ •**  / 


max  (a,b) , 


gde  je  znalc  jednakosti  moguć  jedino  za  a = b Zapisujući  funkciju  As  (a,b) 
u obliku 


д.,  (a,b)  = min  (a,  b)  ■ 


{*¥)*• 


max  (a,  b) 
min  (a,  b) 


(a  > 1) . 


nalazimo  da  je 
iim  Д 

s — ►4-co 

odakle,  koiisteći  lastućost  funkcije  Д s (a,b)  na  celom  K,  dobijamo  da  je 

(a,b)  > min  (a,b) , gde  je  znalc  jednakosti  moguć  jedino  za  a = b > 

195.  Dokazati  nejednalcosti: 

a)  xa  - 1 > a (х  — 1)  za  ct  > 2,  х > 1; 

b)  l/x  - t/a  < \/x  — a za  n > 1,  х > a > 0; 

c)  1 4-  2 ln  х < х 2 za  х > 0. 

< a)  Označimo  ip(x)  = xa  — 1,  i>(x)  = a(x  — 1),  imamo:  <p(l)  = 
i p (1)  = 0;  ip'  (х)  > ф'  (ж)  za  o > 2;  х > 1 Na  osnovu  primera  186,  zaključu- 
jemo  da  je 

tp  (х)  > -ф  (х) , a > 2;  х > 1. 

b)  Slično  dokazu  pod  a)  imamo  za  n > 1;  х > a > 0;  cp  (х)  = ј/ж  - j/a. 

ф (х)  = <p  (a)  = Ф (a)  = 0;  <р'  (х)  < ф'  (х) , zato  је  <р  (х)  < ф (х) 

c)  Označimo  <р  (х)  = 1+2  lnx,  ф (х)  = х’  Imamo,  <р  (1)  = ф (1)  = 1,  i za 

х > 1 ispunjena  је  nejednakost  <р'  (х)  < ф'  (х)  Zato  је  piema  zadatku  186, 

<р  (х)  < ф (х)  za  х > 1 Neka  је  0 < х < 1;  smenorn  t = 1 (1  <t<  +оо) . 

imamo  <р  (х)  = 1 — 2 ln  t.  = <р\  (t) ; ф (х)  = јх  ~ Ф\  (t) ; (1)  = 1/-’i  (1)  = 1; 

<р(  (t.)  < ф(  (t.) , odakle  је  <р\  (t)  < ф\  (t)  za  1 < t < +оо,  tj.  <р( х)  < ф (х)  za 
0 < х < 1.  PoSto  је  <р  (1)  = ф (1) , to,  uzimajući  u obzir  dokazano,  imamo 
da  je  <p( х)  < ф (х)  za  х > 0,  Sto  je  i trebalo  dokazati  > 


(a,b)  = min  (a,b) 


min  (a,  b) , 
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2.7  Konveksnost  i konkavnost  funkcija 

Prevojne  tačke. 

1°  Dovoljni  uslovi  konveksnosti  i lconkavnosti  Giafik  difeien- 
cijabiine  funkcije  у = f (х) , х £ }a,b[  je  konveksan  (konkavan)  na  }a,b[, 
ako  se  on  u granicama  intervala  ne  nalazi  ispocl  (iznad)  svoje  proizvoljne 
tangenfce.  Ako  funkcija  у - } (ж)  ima  konačan  drugi  izvod  u svakoj  tački 
intervala  }a,b[,  onda  je  njen  grafik  konveksan  (konkavan),  ako  je  f"  (х)  > 0 
(/"  (ж)  < 0)  za  х € ]a,  6[ 

2°  Dovoljan  uslov  za  prevojne  tačke.  Tačka  M (хц.уо)  u kojoj 
giafik  funkcije  ima  tangentu,  naziva  se  pievojnom,  ako  postoji  okolina  ap~ 
scise  х q , u čijim  je  gianicama  grafilc  funkcije  у = f (х)  levo  od  xq  konvek- 
san,  a desno  od  xq  konkavan,  ili  obrnufco  Tačka  Mq  (жо,  / (a'o)) , za  koju  je 
f"  (,т0)  = 0,  ili  f"  (xq)  ne  postoji,  je  prevojna  tačka,  alco  f"  (х)  menja  znak 
piolazeči  lcroz  .tq 

3°  Rešeni  zadaci.  _ 

.196.  Ispitati  konveksnost  i konkavnost  giafika  funkcije  у = 1 + у/х  u 
tačkama  A (—1, 0) ; B (1, 2)  i C (0, 1) 

<l  Imamo  da  je 

у"  И = -Џ-h  у"  (-1)  > 0;  у"  (1)  < 0, 

sledi,  u tački  A funkcija  je  konveksna,  a u tački  B konkavna  Iako  diugi 
izvod  u tački  х = 0 ne  postoji,  funkcija  ima  u toj  tački  pievoj  (ohiazložiti) 
Dakle,  tačka  C (0, 1)  je  pievojna  tačka  giafika  funkcije.  > 

Naći  razmake  konveksnosti  i konkavnosfci  kao  i prevojne  tačke 
grafika  sledećih  funkcija: 

197.  у = х + .тТ 

<3  Drugi  izvod  у"  = je  pozitivan  za  .т  > 0 i negativan  za  х < 0,  pa 

je  na  inteivalu  ]0, 4-co{  funlccija  konveksna,  a na  inteivalu  ]-oo,0[  konkavna. 
Tačka  Mq  (0,0)  je  pievojna  tačka  grafika  funkcije.  > 

198.  у = In  (1  + .т") . 

< Pošto  je 


to  je  grafik  funkcije  konveksan  za  јт|  > 1,  a konkavan  za  |.тј  < 1.  Tačke 
A\  (-1,  In  2) ; /D  (1,  ln  2)  su  prevojne  tačke  grafika  funkcije.  > 


(izf!) 

t 1 ‘;ч2 
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199.  у — х sin  (lna:)  (х  > 0) . 

< Dvostrukim  diferenciianjem,  nalazimo 


v"  = “ cos  (ln-r  + i) 


pa  je  у"  > 0 za 

— + 2Атг  < ln  х < ~ 4-  2ki r; 

4 4 

tj.  у"  < 0 za 

— + < ln  х < -г  2А-7г  (k  € Ћ)  . 

4 4 

Dalde,  na  svakom  od  intervala  e~~+~k"  < х < e jjiafik  funkcije  je 
konveksan,  a na  svalcom  od  inteivala  ex+2k~  < х < е++2+г  konkavan 

Pievojne  tačke  su  ^ел+2кп.  — — J , k € Z.  s> 

200.  у = xx  (х  > 0) 

< Za  х > 0,  imamo  у"  = xx  ((1  + ln*)2  + j)  >0,  što  znači  da  je  na 

lazmaku  ]0,+oo[  giafik  funkcije  konveksan.  > 

201.  Ispitati  konveksnost  i konkavnost  cikloide 


х = a(t  — sin t) , y = a(l-  cos t)  (a  > 0) 


<j  Dvostrukim  diferencitanjem  po  parametru,  nalazimo 

djj  _ 1 

clx2  «(1  — cost)2’ 

odalde  sledi,  da  je  zbog  a > 0,  < 0,  ako  je  t.  ф 2kn,  k € No,  tj.  na 

svakom  od  intervala  ]2aA7r,  (2 k + 2)  а.7г[  cikloida  je  konkavna  > 

202.  Neka  je  funkcija  / dva  puta  diferencijabilna  na  razmaku  a < х < 
+oo,  i neka  je:  1)  f (а)  = A > 0;  2)  f'(a)  < 0;  3)  f"  (х)  < 0 za  х > а. 
Dokazati,  da  jednačina  / (z)  = 0 irna  jedan  i samo  jedan  realan  koren  u 
intervalu  ја,+оо[. 

<з  Za  х > a,  primenom  Lagranžove  teoreme  dobijamo 

/ (х)  = A + (x-a)  f'  (£i  (ж)) ; a < fi  < ж;  (1) 

f'  (х)  = f'  ( a ) + (z  - a)  f"  (&>  (х)) ; a<£,2<x  (2) 

Iz  uslova  /"(6)  < п sledi,  f'(x)  < 0 za  х > a , zato  na  intervalu  ]а,+оо[ 
funkcija  / opada.  Iz  (1)  i (2)  nalazimo 

/ (х)  = A + (х  - a)  f'  (a)  + (х  - a)  (£г  - а)  f"  (£2  (4i)) 


(3) 
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Na  osnovu  t;oga  što  je  f'  (a)  < 0,  /"  (£>  (£i))  < 0,  iz  (3)  sledi,  da  je  za 
dovoljno  veliko  жо  > a funkcija  negativna  Pošto  je  funkcija  / neprekidna 
rm  segmentu  [a,xo],  рхета  KoSijevoj  teoiemi  o međuvrednostima  postoji 
takvo  хг  € ]a,  xo[ , da  je  / (xi)  = 0 Funkcija  / ne  može  imati  nula  lazličitih 
od  xi,  jer  je  opadajuća  na  inteivalu  Ja.  +oo[  > 

203.  Funkcija  / naziva  se  konveksnom  (konkavnom)  na  inteivalu  }a,b[, 
ako  je  za  pioizvoljne  tačke  .i.'i . ж2  E ]a,  b[  i pioizvoljne  pozitivne  brojeve 
Ai , Л2  za  koje  je  Ai  + Л2  = 1,  ispunjena  nejednakost: 

/ (Ai.i.'i  + Л2.Т2)  < Л1  / (х i )+Л‘ј / (х'2)  (/  (ЛјХх  + Л2.Т2)  > ЛхУ  (xi)  + Л2/  (х'2)) 

Dokazati,  da  је:  а)  funkcija  / је  konveksna  na  ]а,  b[ , ako  je  f"  (х ) > 0 za 
а < х < b\  b)  / je  konkavna  na  ]а,  6[ , ako  je  f"  (х)  < 0 za  a < х < b. 

< Neka  je  f"  (.т)  > 0;  х G ]а,  b[  i neka  је  Лј  > 0,  Л2  > 0,  Ai+Ло  — 1 Ako 
su  xi,  .г-2  dve  pioizvoijne  tačke  iz  ]а,6[  i ako  je  xi  < za,  onda  je  očigledno 
da  Л i х i + Л2Х2  leži  između  njih.  Po  Lagranžovoj  teoremi,  sledi 

/ (Л1Ж1  + Л0.Т2)  - / (®i)  = Ло  (х'2  — x‘i)  f'  (£1) , (1) 

gde  je  .T'i  < Li  < Л1.Т1  + Лого; 

/ (хо)  — / (Л1.Т1  + ЛоТо)  = Л1  (х2  — -T'i)  f'  (£2) , (2) 

gde  je  A1.T1  + Л2Х2  < C2  < х'2  Množeći  levu  i desnu  stranu  jednakosti  (2)  i 
(1)  sa  Л2  i Л1  icspektivno  i oduzimanjem  dobijenih  iziaza,  nalazimo: 

Л2/  (x2)  + Ai / (xi)  = / (Л1Х1  + Л2х2)  + Л1Л0  (£o  - £1 ) f"  (£3)  * (3) 

gde  je  £1  < £3  < £0  Na  osnovu  toga  što  je  Ai  > 0.  Л2  > 0 i /"(£ 3)  > 0, 
imamo 

Л2/  (ж2)  + Лх/  (xi)  > / (А1Ж1  + Лох2) , 

tj.  funkcija  / je  konveksna  na  ]а,6[  Ako  je  pak  f"(x)  < 0 na  ]а,6[, 
to  je  funkcija  (х)  = — / (х)  na  osnovu  dokazanog  konveksna  na  ]а,  6[  : 
Хцр  (xi)  + Л 2<p  (х'2 ) > c p (Лгх'1  + Л2х2) , odakle  siedi:  Лг/  (xi)  + Л2/  (хо)  < 

/ (Л1Ж1  + Лох2) , tj.  funkcija  / je  konkavna  na  ]а,6[  t> 

204.  Pokazati  da  su  funkcije  ipi  (х)  = х”  (n  > 1) , <po  (х-)  = ea,  <рз  (x)  — 
xlnx  konveksne  na  intervalu  ]0,+oo[,  a funkcije  (ж)  = xTl  (0  < n < 1) , 
фо  (х)  = ln  ж konkavne  na  istom  inteivalu. 

<j  Dvostrukim  diferenciranjem,  imamo 

Vi(x)  - n(n- l)x"-2,  <P2{z)  = e1,  “Psiz)  = j. 

Л(.т)  = n(n-l)i-s,  $(*)  = —. 
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Za  х 6 ] 0*  +oo[  imamo  da  je  <p"  (х)  > 0 (ј  = 1,2,3),  ip'f  (х)  < 0 (k  = 1,2) ; 
zato  piema  prethodnoj  teoremi  sledi  da  su  funkcije  <pj  konveksne  na  ]0,  +co[ , 
a фк  konkavne  na  istom  intervalu  > 

205.  Dokazati  nejednakosti  i objasniti  njihov  geometrijski  smisao: 

a)  h (*"  + Уп)  > N*)”  (-г‘  > 0,  V > 0,  * ф V,  n > 1); 

b)  ф > (х  ф у) ; 

c)  х ln  х + у In  у > (х  + у)  ln  ^Чјг2 , ako  je  х > 0,  у > 0 

< U piethodnom  piimeiu  smo  dokazali  da  su  funkcije  <pi  (t)  — tn 
(n  > 1).<ро  (t)  = el  i рз  (t)  = t In  t na  inteivalu  ]0,  +оо[ , odalde  slecli,  da  su 
za  х > 0,  у > 0 (х  ф у)  i Ai  = Л2  = \ zadovoljene  nejednakosti: 

a)  l (xn  + yn)  > (*Џ)п  (х  > 0,  у > 0,  х-  ф у,  п > 1); 

b)  (х  фу) ; 

c)  х ln  х + у ln  у > (х  + у)  ln  х / , ако  је  х > 0,  у > 0,  što  је  tiebalo 
dokazati  Geometiijski  smisao  navedenih  nejednakosti  je  sledeći:  ako  je 
funkcija  / konveksna  na  nekom  intetvalu,  onda  tetiva  odieđena  tačkama 
(х,  f (х))  i (y,f  (х))  date  krive  ieži  iznad  luka  kiive  određenog  tim  tačkama. 
Specijalno,  siedište  tetive  se  nalazi  iznacl  tačke  luka  laive  čija  je  apscisa 
(sl.  83).  > 


206.  Neka  je  f"  (х)  > 0 za  a<x<  b.  Dokazati,  da  je 

^(фт2)- 

A Na  osnovu  foimule  (3)  piimeia  203,  imamo  (za  A*  = A2  = <|): 

\ (f  (®i)  + f (■*+))  = / + \ - a’i)  (&  - f (0 

(xi  < £ < X2),odakle,  zbog  uslova  f"  (/)  > 0,  sledi 

f (Xl  2 A?)  ~\^f  ^ + ^ ^ * 
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207.  Dokazati,  da  је  ograničena  konveksna  (konkavna)  funkcija  neprekidna 
kao  i da  ima  levi  i desni  izvod  u svakoj  tački, 

<j  Pietpostavimo  odieđenosti  radi  da  je  funkcija  / konveksna  na  inter- 
valu  ]o,  b[ . Po  pretpostavci  postoji  c > 0.  tako  da  je  |/  (ж)|  < c,  х € ]ci,b[. 
Neka  je  ,x'o  pioizvoljna  tačka  inteivala  ]n,6[  i neka  je  priraštaj  Д х > 0 te 
tačke  uzet  tako  da  xo~  Д х i xo+  Д х pripadaju  intervalu  ]a,6[ , Pošto  je 
funkcija  / konveksna,  to  je  / (x+  Д х)  + / (®o~  Д x)  > V (•+)) , odnosno, 

/ (®o)  - / {хо-  Д x)<  f (x0+  д х)  - / (a'o)  (1) 

Iz  (1)  dobijamo  sistem  nejednakosti: 

/ (x'o  ~k  Д х)  - f (хо  ~ (k  + 1)  Д ж)  < / (жо+  Л х)  - / (*o)  (2) 

< / (жо  + (к  + 1)  Д х)  - / (хо  + к Д х) 


(/»:  = 0, 1, ,n  — 1)  pod  uslovom  da  tačlce  x'o  — (&  + 1)  Д х,  хо  + ( k + 1)  Д х 

(k  = 1.2, ,...,7i)  pripadaju  intervalu  ]«,/»[.  Sabiiajući  sve  nejednakosti  iz  (2) 
po  k od  0 do  n — 1,  doiazimo  do  nejednakosti 


/ (®o)  - / (x'o  - n Д .%') 


71 


/ (.X'o+  Д х)  - / (x'o)  < 


/ (ж0  + n Д ж)  - / (хо) 


71 


(3) 


i uzimajući  u obzii  ogianičenost  funkcije  /.  dobijamo, 


|/(^o+  Д a)-/(so)|  < “ 


(4) 


Sacla  za  bilo  koje  g > 0.  imamo  da  je  za  n > [^f]  ispunjeno 

|/  (x0+  Д х)  - f (x0)|  < e>  (5) 


ako  л х zadovoljava  uslov:  0 <Д  х < minj^,^},  Neprekidnost 
funkcije  / u pioizvoljnoj  tački  xq  inteivaia  je  dokazana.  Dokažimo 
postojanje  jednostranih  izvoda  u tački  Neka  je  Д х > h > 0,  Tada  su 
tačne  nejednakosti 

/ (x0  + h)  — f (x'q)  ^ / (xo+  Л х)  — / (x0)  e 

_ < — . 

/ (x'o  - h)  - / (.x'o)  > / (X'Q-  Д х)  - / (ж0) 

-h  - Д х 


Stvarno,  zapisiijući  h = 0 Д х (0  < 0 < 1) . vidimo  da  je  prva  nejednakost 
ekvivalentna  sa 


Of  (x'o+  Д х)  + (1  - 0)  f (x'o)  > / (x'o  + h) ; 
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a druga  sa 

0f  (хо—  Д х')  + (1  - 0)  / (x0)  > / (x0  - h) , 

od  kojih  je  svaka  ispunjena,  zbog  konveksnosti  funkcije  /.  Znači,  funkcija 
tp  (д  х)  = T:r-o+^-fUa}  0pac|a  i(aci  д х — > +0  i ograničena  je  odozdo  brojem 

a funkcija  ф(А  х)  = ' raste  kad  Д х -»  +0  i ograničena 

je  odozgo  brojem  'jf.  Zato  postoje  limesi 

lim  tp  ( Д х)  = f'+  (x0) , lim  ф (Д  х)  = f'_  (х0) . > 

208.  Neka  је  funkcija  / dva  puta  diferencijabilna  na  intervalu  ]a,  b[  i 
пека  je  f"  (£)  ф 0,  a < £ < b,  Dokazati,  da  u intervalu  ]a,f>[  postoje  tačke 
xi  i X2  takve  da  je 

/ (Ж2)  ~ / (a-'l)  _ j,  ^ 

X<)  — X\ 

< Pretpostavimo  određenosti  radi  da  je  f"  (Q  < 0;  £ € ]a,6[.  Tada 
funkcija  f'  opada  u tački  х = f : postoji  б > 0,  tako  da  je  f'  (x)  > f'  (/) 
za  х e ]/  - <5, /[;  f'(x)  < f'  (/)  za  х € ]£,/  + <5[  Razmotrimo  u intervalu 
]£-<5,/  + <5[  funkciju  v (х)  = f (0  - f (х)  + /'(/)  (х  - O ■ N.ien  izvod 
tp'  (х)  = — / (х)  + f'  (/)  zadovoljava  uslov:  <р'  (х)  < 0 za  £ — <5  < х < 
tp'  (%)  > 0 za  £ < х < £ + <5.  Zato  funkcija  <p  opada  na  intervalu  ]/  — <5.  /[ 
a raste  na  intervalu  ]£,  £ + б(.  Za  х = £ imamo  <£>(£)  = 0 Znači,  <p  (х)  > 0 
za  х € ]£  - <5,  i + <5[ . Označimo  A = </?(£-< 5 + 0) ; B = <£>(£  + б — 0)  i 
razmotrimo  jednačinu 

<p(x)  = e,  (1) 

gde  je  e > 0 proizvoljan  fiksiran  broj  koji  zadovoljava  0 < e < min  (A,  B ) . Iz 
gore  izloženog  je  jasno,  da  jednačina  (1)  uvek  irna  dva  rešenja:  £—б  < xj  < / 
i £ < X2  < £,  + б Na  taj  način,  na  intervalu  }a,b[  (u  okolini  tačke  /)  postoje 
dve  vrednosti  хј  i хо  (a  < xi  < / < хо  < b)  takve  da  je 

/(0“/(*i)  + /,(0(*  = (2) 

/(0-/(*s)  + /'(0(*  2-0  = c.  (3) 

Oduzimajući  (3)  od  (2),  dobijamo 

/ (x-2)  - / (xr)  = ^ ^ 

Хо  — X\ 

Sto  je  i tiebalo  dokazati. 

Napomena.  Ako  se  pretpostavi  cla  je  /"  (£)  > 0,  onda  razmatiamo 
jednačinu  <p  (х)  = — s,  gde  je  0 < £ < min  (|-4| , |В|)  > 
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209.  Dokazati,  cla  ako  je  funkcija  / dva  puta  diferencijabilna  u beskon- 
ačnom  inteivaiu  ]xo-  +eo[  i ako  je  lim  / (тј  = 0;  lim  / (х)  = 0.  onda 

1 ' 1 z-cro+O  s-»+oo 

u inteivalu  ]жо,  +co[  postoji  bai  jedna  fcačka  £,  takva  da  je  J"  (/)  = 0 

<l  Pošfco  su  ispunjeni  uslovi  zadatka  147.  to  u intervalu  ].то,  +oo[  postoji 
fcakva  fcačka  £i,  da  je  f (fi)  = fl.S  obziiom  da  je  / (.т)  = o (х) , kacl  х — > +oo, 
fco  prema  rešenju  piimera  167  zaključujemo,  da  je  Hm  \f  (.т)|  = 0.  Sada 

S— +4“00 

opefc  ptema  primeru  147.  sledi  da  na  inteivaiu  ]£i,+oo[  posfcoji  bat  jedna 
tačka  f takva  cla  je  f"  (/)  = 0 t> 


2.8  Oslobađanje  neodređenosti 


1°  Prvo  Lopitalovo  pravilo  (oslobadanje  neodieđenosti  Ц)  Ako  su 
funkcije  / i g definisane  i nepiekidne  u nekoj  okolini  tačke  a,  gde  je  a broj 
ili  simbol  oo.  i kad  х — - a obe  teže  0,  a izvodi  f i g'  posfcoje  u svakoj 
tački  pomenute  okoline,  sa  izuzetkom  možda  same  tačke  a,  pri  čemu  je 
f2  (х) +g'~  (х)  Ф 0 za  х / a,  i postoji  konačan  ili  beskonačan  limes  firn 

onda  je 


lim 


j (*) 


a g (-гј 


ШпШ. 

х-а  г/  (х) 


2°  Drugo  Lopitalovo  pravilo  (oslobađanje  neodieđenosfci  Ц ).  Ako 
funkcije  / i g kad  х — <■  a,  obe  teže  oo,  a izvocli  f i g'  postoje  za  sve  х 
koje  pripada  nekoj  okolini  fcačke  a sa  izuzetkom  same  tačke  a,  pii  čemu  je 
f2  (х)  + g'2  (.т)  f-  0 za  svako  х iz  pomenute  okoline  koje  se  raziikuje  od  a , i 
alco  postoji  konačan  ili  beskonačan  limes  fim  jp-jfj.  onda  je 


lim 


/ (-d 


■ШпШ. 

x~~*a  g 


х-а  g (.тј 

Napomena.  Inače  postoji  sledećih  71  neodieđenih  iziaza: 
g);  0 • oo;  co  - oo;  1°°;  0U;  oou. 


3°  Rešeni  zadaci. 
Naći  limese: 

21°.  ш =lim  ,„^т 


< Funkcije  / (т)  = xx  - х i g (х)  = In  х-х  + 1 zadovoljavaju  sledeće 


lPiim  prevodioca 
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uslove:  1)  lim  f (х)  =lim  g(x ) = 0;  2)  izvocli  f'(x)  = xx  (1  + 1п.г)  - 1 i 

X—*\  х—>1 

gi  \x)  = 1 — 1 postoje  u dovoljno  maloj  okolini  tačke  ,г-  = 1 i f2  (г)+<у'2  (х)  ф 
0 u toj  okolini;  3)  posto.ji  konačan  limes: 


lim 

X— +1 


/Ч-г~) 
g'  (x) 


, .г’х+1  (1  + ln.r)  — х 

— Jlm  !_ L 

X"“->1  X X’ 


(l) 


Sledi,  prema  prvom  Lopitalovom  pravilu,  imamo 


/ (x) 
hm  — 7 — — 
х-л  g (,г’Ј 


lim 

х— i 


xx+l  (1  + \i\x)  — х 


х 


(2) 


Dalje  je: 

1)  lunkcije  f\  (х)  = гх+1  (1  + In  г)  — х i g\  (г)  = 1 — х obe  teže  nuli  kad 


х — * 1; 

2)  njihovi  izvodi  /( (х)  = xI+1  (1  + ln  х)  (l  + | + ln  х)  +гх  - 1,  g(  (х)  = 
_1.  očigledno  postoje  za  х > 0; 

3)  postoji  lim  = —2,  to,  saglasno  prvom  Lopitalovom  pravilu, 


imamo 


lim 


f (х) 
1 9'  (*) 


= lim 

х — *1 


Г (») 

g"  (ж) 


(3) 


Na  taj  način,  iz  (1),  (2)  i (3)  konačno  dobijamo  da  je  Hnr  = -2  > 

U piethodnom  primeiu  smo  Lopitalovo  piavilo  piimenili  đva  puta.  Ko- 
lektnost  primene  Lopitalovog  pravila  u piimetima  (211-238)  se  slično  obra- 
zlaže 

211.  L Иш  х ( lanli х tanx)  ' 

<3  Ovde  imamo  neodieđenost  oblika  oo  _ oo,  Transformacijom  datog 
izraza  u neodređenost  oblika  | i pijmenom  Lopitalovog  pravila,  naiazimo 


L 


lim 

х— *o  tanh  х tan  х 


\ l 

cos“  л:  costr  х 

+ — + х tanh  х cos~-  х 

cosh~  х 


lim 

х— +0 


tanhx 

х 


1-Нап2  х— 1-Hanh2  х 

х^ 

ianx  i t an  х 1 i tanh  х CqS— 2 

х * х coslr  х ' х 


ono  T ^Msinh х)-/\т  skjsm  х) 

ZLZ.  — ШП  sinh  х — sin  х ' 

^ Imamo  neoclieđenost  oblika  ^ј,,  Piimenom  Lopitalovog  pravila  4 puta} 
imamo 

1 sosx_  . . n 

, л/i+sin2!  1,,  1 + Slir  X ™ COS~  X sir  X 

L = hm  — = тг  lim = lim  — 5 

х— >0  cosli  х — COS  X 2 х— cosh  х — COS  X x—»0  cosh  х — COS  X 
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= Hm 


sin  2x 


2cos2>t  , 
lim  — : = 1- 


x~*0  sinh  X 4-  sin  X x~-*Q  cosli  X + cos  X 

Piilikom  leSavanja  piimeia  oslobodili  smo  se  korena  na  poznati  nacin,  a 
zatim  uzeii  limes  iziaza  cos  х + \/l  4-  siir  х > 

213»  lim  е“^аГ1(* 

< Neposredna  piimena  Lopitalovog  piavila  nije  efikasna  (pioveiiti), 
zato,  se  smenom  = у a zatim  Lopitalovim  pravilom,  dobija 


lim 


e 

Тлбо 


n50 

Нш  = 50!  lim  e~v  = 0.  ► 


х— >0  X100  y-*+oo  еУ  у— +4-00 

214,  L = lim  a?**"1, 

х— 4-0 

^ Ovde  irnamo  neodieđenost  oblika  0°,  zato  najpie  prema  lormuli  u 
evlnn  (u  > 0) , kao  i tome  da  je  Jhn  ex  = e10,  dobijamo 


L — lim  e 

+ 4'0 


s hr  х ( — ^ lirn  х ln2  х liiri  t j"1""  Иш  х ln“  х lim  c t 

^ Xinx  J __  х— 40a  *ln;r  ss  ex—40  t— o 


lim  х 1гГ  х lim  ~~f  lim(-2xlnx) 

C*-+0  = e*~+0*  = = 1, 


(uvedena  je  smena  x\nx  = £ —*  0 kad  х — > 0),  > 
215»  L = lim  (x,x*  - l) 

x-+4~0  4 } 

< Siično  piethodnom  piimeru,  sledi 


: lim  1 

re**ln*-i  = 

х— 

/ 

lim  xa 

: = 1.  lim  1пл; 

+4-0 

х— » 4*0 

Иш  xx  lim  lnx 


216.  L =lim  xl~*. 

X— »1 


< Ovde  je  neodređenost  oblika  1°°.  Na  osnovu  fonnule  uv  — e 
(u  > 0) , nalazimo 

L — e*-*1  x = e*— lV>  ; = e > 


t an  ■ 


217.  L = lim  (2  — х) 

X— >1 

<j  Kao  i u piethodnom  primeru,  imamo 


L = e«mt.«¥ln(2-.^  = е«п.^  = 


2 

e*\  > 
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218.  L = lim  (tanx)Un2z . 

< I ovde  je  neodređenost  1°°.  Pi  tmenom  formule  uv  = еУ ln  11  (гг  > 0)  i 
koristeći  mogućnost  prelaza  limesa  u eksponent  funkcije  ex.  nalazimo 


L = 


ln  tan  х 
cut  '2х 


i lim 

е~х~% 


„ n ~ 

— sin'  2x 

1АП  X COS-  X 


e 1 > 


219.  L = . 

< Imamo  neodređenost  oblika  oo°.  Isto,  kao  u piethodnim  primerima, 
nalazimo 


2 lim 


2хТГ 


||Ш  -J_ 

I — DO  ‘ * 


= 1.  ► 


220. 

< Ovde  je  neodieđenost  oblika  1°°  Zato,  piimenom  već  uobičajenog 
postupka,  uz  koiiSćenje  nelcih  poznafcih  limesa,  nalazimo 


L - 


lim  4т 


ln( 


«x  —х  hi  a \ 

(јж-х  Jn  b ) 


lim  ~“((ax —l)(bx —х  in  b)  in  a-ln  b{bx  ~-l)(ax  ~x  ln  a)) 
ex_0“- 


^(ln2a-ln2  &) 


. ► 


Znači  L = eKln2a-'"2&) 

221.  L =lim  (cotx  — I) . 

< U datom  primeiu  funkcija  ima  neodređenost  oblika  oo  — oo  u tacki 
х = 0..  Svodeći  je  na  oblik  Ц i piimenom  Lopitalovog  piavila,  imamo 

х cos  х — sin  х , . cos  х — х si  n х — cos  х 

L = lim  : =шп  — : 

х — >o  х sm  х з— *o  х cos  х + sm  х 

. — sin  х — х cos  х 

= lim  — : = U.  > 

x—>o  2 cos  х — х sm  х 


222.  L = lim  (— j-— . 

*~~'0 

< Neophodno  je  osloboditi  se  neodieđenosti  oblika  2 Kao  i ranije  ko- 
ristimo  predstavljanje  uv  = eulnt‘  (u  > 0)  i nrogućnost  prelaza  limesom  u 
eksponent  funkcije  e'.  Onda  primenom  Lopitalovog  piavila,  nalazimo 


L 


lim 


(1  + x)~- 


= e linr 

a;— >0 


X 


(1  + х)  In  (1  + х) 

X2  (1+х) 


e lim 

х— »0 


— ln  (1  + х) 
2x  + З.т2 


= e linr 

x-~  >0 


1 

1-Hc 

2 


e 

2 * 
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223.  L =lim 


у 1п(д4*л/1-}“£2  ) ln(L+x)  J 
< Svocleći  neodređeni  oblik  oo  - oo  na  oblik  g i primenom  Lopitalovog 
pravila,  dobijamo 


In 


1+х 

z-T\/l-f 


L lim  — 7 '"т 

ln  f х + у/Г+х1)  ln (1  + X ) 


х+\/14-х^ 

1-{-х 


Е + УТ+Х^— (1+х)  ) 

(x+Vl+a:-)" 


= lim 

X — ►O 


lim 

x~->0 


ln(l+x)  , ln(x+\/i+x") 
_] 


ч/1+х- 


1+х 


\/l  + x~  — (1  + х) 


(1  + X-)  ln  (1  + х)  + \/1  +x-ln  (х  + VTT^) 

224.  L =lim  (a  > 0) 

x--»o  x t , 

<4  Dvostrukom  piimenom  Lopitalovog  pravila,  nalazmio 

(a  + x)x  (ln  (a  + х)  + ^)  - ax  ln  a 
— 


> 

2 


L = lim 


х— >0 


2x 


--  lim 
х— o 


(a  + x)x  (ln  (a  + х)  + s^) ' ' + (a  + x)x  ~ Qx  ln2  Q = l 


225.  L—  lim  (farctanx)x. 

х— *+oo  vir  ' 

< Datu  neodređenost  svodimo  na  oblik  eo  i zatim  prema  Lopitalovom 
pravilu,  sledi: 

L = lim  ex!n(^arctanx)=es, 

X—>-\-OQ 

z = lim  ^ ~ arclal-‘-  = L = e~i  > 


х — ►-foo 

226.  L=  lim  (tanhx)x 
< Imamo  L = ez.  gde  je 


X 2 


7Г 


lim  х In  (tanh  х)  = lim  tanllJ  ^osh  х, 

X — H-CO  x — * -f  °Q  — 


= — lim 


x-.+oo  sinh2x 


-2  lim 


x-.+co  cosh2x 


= 0;  L = 1.  ► 
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227.  L — lim  (*™)l 

х— *0  ' x ' 


lim  Л In  arsunai  lim 
gx— x z=z  е*—о 

tim  i lim 

‘0  Од;  Vl—  — gG37— »0  x 


tircam  х Х2у/Г1^ 


j. х— v 1— х2  arc!tin  х 

iim  — ~ — r-n 

£>x~~*0  2x“ 


1 

ес , 


Ovde  smo  koiistili  formulu  nv  — evinu  (u  > 0) , gianični  prelaz  lime1 
eUmx,  kao  i neke  poznate  limese.  E> 

228.  L=iim  , 

< Siično  piethodnom  primeiu,  imamo 


L = e*-° 

^ liti 

= e2*-0 


lim  Л ln  sia£ 


lim_L  xcoS,£-;,.;.x 

gx~-.03;E  ainx  *“ 


I !im  - Ш £—!■!!£  i Hm 


— 0 Зх~  — g G p>- 


229.  L=  lim  (*"^)7% 

х— +0 

<5  Koiisteći  foimulu  = euln“  (u  > 0)  i dva  puta  Lopitalovo  piaviio, 


sledi 


L = ex 


„ . х- ( J arcti 

Ч*“)  = 


1 ,.х-(1+х")‘1гс1ллх  1 |im  -anrctm,* 

I XXXI  T7 77  ШП  дЗ  — JL 

=zz  g2x— 0 *“  = e~x— 0 = e 3 v > 


230.  L = iim  (Л^р. 

I— 0 ' x 7 

< Po  analogiji  sa  piethodnim  primeiom,  đobijamo 


Iim4,ln^ 

ex-0l-  г 


— 2 x~->  0 


1 |im  х-у/н  ^Лг.-.Ах 


— Лт  s/tx 

1 * 1 X V I ~\’X“ 

л?Ж  ^^2 

1 |*  —xArshx  , 


o lim  „ 

^ - х— »o  — e б„  j> 


231.  L = lim 

<1  Koristeći  foimulu  и”  = evlnu  (u  > 0)  Lopitalovo  pravilo,  sledi 


1 

јг  = eJi^ ln  = e*-n  ^ = e*-°  s = e-o5^  = е"3.  > 


-x+)n(H-x)  |jm  li-х  ~ 


lim  rr, 


232.  L =lim  (~  aiccosx) 1 . 
1-.0  Kn  ' 
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< Po  analogiji  sa  prethodnim,  je 


= ’11Го*1П^аГСС031)  = Ј1По(~а™  y/£z)  =e-|. 


L = e 


233- 

< Piimenom  foimuie  uv  = evlnu  (u  > 0) , Lopitalovog  pravila  i limesa 
proizvoda,  dobijamo 


L = e* 


234.  L=iim 


; m _L  cuah  х " flin  х coahi-cuajsinh  a: 
созх  cci'ih2  х 


e . > 


In  cosh  х 


x—>b  vcosha:— vcosbx 

< Ovde  imamo  neodređenost  oblika  g.  Smenom  cosli х = t i primenom 
Lopitalovog  pravila  dobijamo 

. ..  lnt  7 mn 

m Ti 

235.  L =lim  (Ч£)со“*. 

<J  Kao  kod  piimera  231,  sleđi 


iim  Um£0±fOL  ± 

__  ,0  tanhr  _ — ,q  coah  ~ з?  — 02  ^ 

236.  lim  |fey,  Ч>  (ж)  = ■г’1"*,  Ф (®)  = (Ina’)1 

х— >-foo 

lim  <yf\  = L, 

X— '4-00  ‘ф  (.Tj 

lim  ifi^-lnlna:)  . 

gde  je  L = ex  1 00  v ' . Posto  je 

jjm  ^П-—  — lim  — = lim  — = 0,  lim  ln  lnrc  = +oo, 

х— »+oo  X i-h i+oo  X z— *4-00  х i— >4-oo 


lim  ( — -lnlnx  =-oo. 

х — *4-oo  \ X } 


Zato  je  lim  = 0.  ► 

1 i—4-оо  W ^ 

237.  L = lim  f \/хА  + хг  +x  + l-  'Јх1  + 
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< Svodeći  datu  neodieđenost  na  oblik  $ i piimenom  Lopitalovog  piavila, 
imamo 


{ 1 -f- t + t“  + t^)  3 — (l  + t -f- 1") 2 

— lim  

t-*0  t 


— lim  (~  (l  + t + t2  + t'j)  ^ (l  + 2t  + 3tz)  — - (l  + t + t2)  2 (1  + 2f)^  — — - 

238.  L=  lim  f(.r  + a)1+*  - х1+*+“)  . 

A Svodeći  па  oblik  |j  i slično  prethodnim  pnmeiima,  sledi 


lim  х*  lim  х 

х—*+оо  x—»4-oo 


a\i+ i 


1‘И«) 
t + 1 ) 

Clt  + 1 J 


ii+ot  j 2at  ln  (1  + at)  + 


1 + at 


(1  + at)f+a  - £TFSt 


239.  Naći  lim  f , ako  lciiva  у — f (х)  ulazi  u koordinatni  početak(0,0) , 
lcad  х ->  0 (lim  / (.т)  = / (0)  = 0)  pod  uglom  a. 

<4  Imamo  da  je  ^ = tan  f3,  gde  je  /3  ugao  između  tetive  određene  tačkama 
(x,y)  i (0,0)  i apscisneose.  Piema  pretpostavci  јЗ  — ► a.  Sledi,  Hjnr  % = tancv. 

> 

240.  Dokazati,  da  je 

lim  xf{x)  = 1, 
х->+0 

ako  neprekidna  kiiva  у = f (х)  ulazi  u koordinatni  početak  kad  х — * 0 
(iim  / (a?)  = 0)  i za  0 < х < e cela  ostaje  unutia  oštiog  ugla,  obiazovanog 

д:— »0 

piavama  у = —kx  i у = kx  ( k ф co) 
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< Za  0 < х < £ raožemo  zapisati  nejednakost 

xkx  < Xf(x)  < х-кх  (fc  > 0,  e < 1) 

(po  uslovu  zadatka  je  —кх  < / (х)  < кх).  odakle  sledi 

1 = lim  хкх  < lim  < lim  х~кх  = 1. 

х — ►_|-0  х — ►+•()  х — 

Dalcle,  lim  = 1.  što  ie  i trebalo  dokazati.  > 

241.  Dokazati,  da  alco  funkcija  / ima  diugi  izvod  / , to  je 

/'(*)  = lim  S^  + h)  + f(x-h)-V  W _ 

J v ’ /i— *0  hl 

< Po  Lopitalovom  piavilu,  imamo 


/ (х  + h)  + f (х  ~h)~2f  (х)  _ f'  (x  + h)-f'(x-h) 
Hm  »9  шп 

h->0  h-  h~>  0 т 


1 

- lim 
2 h-o 

= /"W 


ff  (z  4-  Л)  — ff  (х)  ff  (*т)  ff  (з;  Л) 

— + j 


NB.porriGn.3.*.  TYkeba  voditi  računa  da  dvostruka  piimena  Lopitalovog 

pravila  nije  moguća.  > 

242.  Ispitati  difeiencijabilnost  funkcije 


f(x) 


1 п 


, х = 0 


u tački  х = 0.  , v 

Dokažimo,  pre  svega,  da  je  lim  ( j ) = 5'  Imam0> 

a: — >U  \ / 


r Л 1 
lim  . 

V х e 1 


lim 


■ rr 


“7  i — иш  , ч 

1 / х— *0  х (ex  — 1) 


= lim 


1 


lim 


11X11  = иш  -Z — n u 

х— *0  ex  — 1 + xex  х— »o  2ех  4-  xex  2 


Polazeći  od  definicije  izvoda  u 0 imamo 


-1 


l _ 

lim  * 

х— »0  X 

2ex  - 1 

S$4®(e* 


= lim 


2ex 


х — хе 


х “o  2x2  (ex  - 1) 


х - хе 


1)  + 2x-V 


= lim 


хе 


b 12ex  + 12xex  + 2x2ex 


12 
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Sledi,  funkcija  je  diferencijabilna  u tački  х = 0 i /'  (0)  = — ^ t> 
243.  Naći  lcosu  asimptotu  funkcije 


ri+i 


У 


v?  (*  > 0) 


(1  4-  х) 

< Jeclnačina  kose  asimptote  ima  oblik:  у = кх  4-  b Nađimo  k Imamo 


lim 


1 


1 


k = lim  т" гт’  — / , ч х 

x~*+oa  (1  + х ) х— »+<xj  (l  + e 


Zatim  nalazimo  b : 
b = lim 

X — ► C 
1 


xx^~  i X 


(l+*)a 


= lim  х 


Нш  х e 


er  ж— >-foo 


1 + 


х 


х~~>±оо  \ e 


-4ш.  С~А±Т 

el  t->+0  \ t 


-^lim(l  + f.)'  ^ 
e2  t->o v 


t (t  + 1)  t°~ 


ln  ( 1 + /;) 


1 t-(l  + i)ln(l+t)  1 In  (1  + /) 1 

“ V {1  + t)  ~ e2  Д+о  2/  + ‘6t~  2e 

Znači,  kosa  asimptota  glasi:  у = \ х + ^ . > 

244.  Ispitati  mogućnost  primene  Lopitalovog  praviia  u sledećim  piimei- 


nna: 


a)  lim 

7 _ n 


г-+0 


b)  lim 

' Х-1+ОО 


e ~x(cosx-f 2 sin  x)-f-e" 
^""^(созаг+зтх) 
1-f  х-fsin  х cos  х 


■X*  sur  X 


x-sinx.  r]\  I:m  l+x+smjxcaaz_ 
с'  x4So  I+ain  x ' ' X— <X)  (x+sin  х cos  х)е-ч|П  x 

<j  a)  Svi  uslovi  za  primenu  prvog  Lopitalovog  piavila  su  ispunjeni,  osim 
poslednjeg:  postojanje  limesa  količnika  izvođa.  c)  i d)  isto  kao  pod  a).  b) 
nije  ispunjen  uslov:  (/'  (•+'))"  + (g'  (x))~  ф 0 za  х ф a,  naime,  za  х = ктт. 
k 6 N je  (/'( ж))2  + (g'  (х))2  = 0 Sledi,  u sva  tii  navedena  slučaja  nije 
moguće  primeniti  Lopitalovo  piavilo  > 


2.9  Tejlorova  formula 


1°  Tejlorova  foimula  na  razmaku.  Neka  je:  1)  funkcija  / definisana  na 
segmentu  (a,  b] ; 2)  / ima  na  (a,  6]  sve  izvode  do  ieda  (n  — 1)  uključujući  i 
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(n  — 1)— izvod;  3)  za  a < х < b postoji  konačan  izvod  /^n)  (х) , Tada  za 
svalco  х e [a,  b]  i p > 0 postoji  takvo  в € ]0, 1[ , da  bude  ispunjena  formula: 

/ (з;)  = /(«)  + /'  («)  (х  - a)  + ^ f"  (a)(x-a)2+  - 


(n  + l)! 


/(п-1)  (a)  (х  - a)n_1  + Rn  (х) , 


gde  je 


^V^+xfZf,4a+Hx-a)) 


(ostatak  u obliku  Šlemilha-Roša) , Za  p = n dobijamo  ostatak  u Lagranžovom 
obliku: 


RVi  (^)  — 


_ (.т  - а)и  („ 


/<п>  (а  + (х  - а)) , (0  < 0i  < 1) 


Ако  је  р = 1 imamo  ostatak  u Košijevom  obliku: 

Д*  (ar)  = (1  - 02Г"1  /(п)  (а  + 02  (х  - а)) , (0  < в2  < 1) . 

(п  — 1)! 

2°  Tejlorova  formula  u lokalnom  obliku.  Ako  je:  1)  funkcija  / 
definisana  u nekoj  okolini  tačlce  хо;  2)  u tačlci  .tq  postoji  konačan  iz^'od  reda 
n,  /(n>  (.г-о) . onda  je 

/w  = E 


k= 0 


(lcad  т — > то). 

3°  Stavljajući  u svim  navedenim  fomiulama  а = то  = 0,  dobijamo  odgo- 
varajuće  Makloienove  foimule.  Iz  Makloienove  fonnule  u lokalnom  obliku 
dobijamo  sledećih  pet  važnih  mzlaganja  (kad  т — » 0)  : 


1 + х + ж + 


II.  sinx  = x — f + ЦЈ- 


■ + fr  + 


o(xn) . 


5! 


III.  COS  T = 1 - ff  + 1Г  - + (-1)”  pHj!  + ° (-г'2п+1)  • 

IV.  (1  + хГ  = 1 + тх  + х2  + • • - + ^6n-1);(m-n±l)a;n  + 0 (ЖП)  . 

V.  in(l  +x)  = х - f + i - - + (-l)71"1  £ +o(xn)  . 

4°  Rešeni  zadaci. 

Napisati  razlaganje  sledećih  funkcija  po  celim  pozitivnim  ste- 
penima  promenljive  т zaključno  do  navedenog  člana. 
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245.  / (ж)  (l— 2*)‘10(l+2i)l’u  ^ ‘г~ 

<l  piedstavljanjem  funkcije  / u obliku 

/ (ж)  = (1  + .т}100  (1  - 2.т)"40  (1  + 2.т)-60 

i primenom  razlaganja  IV,  imamo 

(1  + .т)100  = 1 + 100.т  + 50  • 99.т2  + o (.т2) , 
( 1 - 2т)"'ш  = 1 + 80.т  + 80  41.т2  + o (.т2) , 


(1  + 2.T)' 


1 ~ 120®  + 120  - 61т2  + o (т2) 


Množenjem  desnih  delova  dobijenih  razlaganja  i uzimajući  samo  članove 
zaključno  do  т2,  dobijamo 

/ (т)  = 1 + 60x  + 1950.T2  + o (т2) 

Napomena.  Dobijeno  razlaganje  naravno  važi  kad  х — ► 0 ► 

246.  / (т)  = do  člana  т'1 . Koliko  je  /^  (0)? 

<5  Predstavimo  funkciju  / u obliku 

/ (т)  = 1 + (2x  + 2.т2)  (1  + т3)-1 

i koiisteći  prema  IV  lazlaganje:  (l  + т3)-1  = 1 - т3  + o (х5)  imamo 

f (т)  = 1 + (2x  + 2т2)  (1  - т3  + o (т5))  = 1 + 2x  + 2т2  - 2т4  + o (т4)  ; 

_ _2  =»  /(' 0 (0)  = —48.  ► 

4!  v 1 


247.  л/1  - 2x  + та  - v'l  - Зт  + т-  do  člana  х3. 
< Saglasno  iazlaganju  IV,  imamo 


/i  (•г-) 


= n/1  ~ 2®  + т3  = (1  - (2x  - т3))  5 

= l-l  (2т  - х3)  - \ (2*  - т3)  “ - jr  (2®  - т3)3  + o (х3) , 


/2  (т)  = \/ 1 - Зт  + х~  = (1  - (З.Т  - т2)) ! 


Sada  је 


= 1 - ј (Зх  - .+  - i (Зх  - х2)2  - | (Зх  - х2)3  + о (х3) . 


/ (*)  = /i  (s)  - h {*)  = g-г’2  + -г'3  + ° (‘г-3)  • 
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248.  e2x  x * do  člana  х5 

< Saglasno  foimuli  I,  sledi 

e2x-^  = x + (2;C  - .г-2)  + I (2.x  - X2)  + ~ (2x  - xf 

+Ya  i2x  - x~)4  + (2a;  - -г-2)5  + ° (-г'5) 

= 1 + 2x  + х2  — ^х3  — |x4  — тгз-'5  + o (х5)  > 

O O 15 

249.  х (ex  — l)-1  do  člana  х4. 

< Koiisteći  razlaganja  I i IV,  imamo 


х 


-»■2 


X 


„4 


X[X+  2!  + 3!  + 4! 


x / 
+ 5!  +°(: 


,5 


. „ X X~  X 

— [ 1 + “ H r h 777  + 


X 


+ 0 ( 


X 


-1 


2 6 24  120 

= (1  + a (rr))"1  = 1 — a + a2  — a3  + a4  + o (a4) 
/}1 

1 


o 


~6 


24 


X5 

" 8 


4 4 

X X 


Т5- 31 + 7« +•(**) 


X4  X2  X4  X3  X4 

Л~  — • ~~~  4-  ■ ■ ■ — |-  

120  4 36  6 24 

A 


X X~ 

1 1 

2 12 


720 


+ o (х4) 


250.  v^sinx3  do  člana  х13  . 

< Smenom  х3  = t,  i koiisteći  lazlaganje 

#з 


sini =*-?+! б+<>(‘6)' 


i foimulu  IV,  dobijamo 


\Zsint 


i 2 


t*  1 1 h 0 

\ 6 120 

^ (1  + ^а“  ^«2  + o(«2)) 


= ts  (l  + a(t))a 


= 15  1 + 


i2 

'б  + 120 


t _+\ 

' 6 + 120 


i / tl  V 
= t*  [ 1 — — — 


18  3240 


+ o(i5))  =x(l 


,.e 


J +°h3)J 


18  3240 
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o.7 


о.13 


= X 


18  3240 

251.  In  cos  х do  člana  х 6 


+ o (x1G) . 


In  cos  X — ln  VT 


• siir  х = - ln  (1  - sin"  х) 


sin'1  х sin6  х 


- sin“  х — 


+ o (х' 


X3  X5  , , 

X - — + + ° (•' 


..6 


120 


+у  + »и) 


__  j + 


, :r6  ** 


+ 


„.6 


„3 


X 


»6 


L / 

7 Г + °( 


36 


— i j 

3 60  2 


X / 7 

Т + Т + о('т 


х2  x,f  xG 


XX  i 7\ 

_ h o (х  ) > 

2 12  45  1 1 

252.  sin(sinx)  do  člana  х3. 

< Prema  II,  imamo 


sm(sinx)  = sinx  — 


sin3  х 
_____ 


+ o (sin4  х) 


= х 


(«  ~|т  + 0 ('г'4))  “ l (г-3  + ° (г'4)) + ° (sin; 


„3 


= х - — + о (х4)  ► 

О 

253.  tanx  do  člana  х°  . 

< Imamo, 

у = tanx,  у (0)  = 0; 

у'  (х)  = — = cos“2  х,  у'  (0)  = 1; 

у"  (х)  = 2 cos-3  х • sin  х,  у"  (0)  = 0; 

у»'  (х)  = 6 cos"4  х • sin2  х + 2 cos"2  х,  ij"  (0)  = 2; 

уН)  (х)  = 24  cos"s  х sin3  х + 12  cos"3  х • sin  х + 4 cos"3  х ■ 

У(4)(0)  = 0;  , 

у(б)  (x)  - 120  cos"6  х sin4  х — 24  cos  4 х • sin2  х + 16  cos 

У(5)  (0)  = 


х) 


smx\ 

X] 


16, 
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Sacla,  po  Maklorenovoj  formuli,  clobijamo 


1 q 2 e , 

tana;  = х + -хЈ  + ~xb  + o (x,b)  ► 

о iD 


254.  In  — p do  člana  х6. 

д: 

< Primenom  formula  II  i IV,  nalazimo 
sin  х 


In 


X 

sinx 


х 


~2  ~4  ~6 

l-\+k~v+°W 

9 ’A 

, v or  ar  / ох 

ln  (1  + a)  = a - — + O (a3) , 


0), 


gde  je  a-  (х)  = -f  + ^ + o (х7) . Tada  je 


, sinx  х2  х4  х6  , 7Ч 

>" — = -т  + ш-7 Г+‘И 


1 / X4  X6 


X 


2 V 36  360 


=+«(■') 


848 


X 


180  2835 


+ о (х 1 ) , (х  — »0)  ► 


255.  Funkciju  / (х)  = у/1  + х1  — х (х  > 0)  iazložiti  ро  celim  pozitivnim 
stepenima  razlomka  --  do  Člana  f 

<j  Tiansformacijom  funkcije  / i piimenom  formule  IV,  imamo 


/(*) 


х 


X 


1 + ^ 


х I 1 + 


1 1 ( 1 1 4 

2^-a^  + ot~]-1 


2x  8x3 


+ o 


256.  Naći  raziaganje  funkcije  / (т)  = ln  (х  + Л)  (х  > 0)  po  celim  pozi~ 
tivnim  stepenima  ptiiaStaja  h do  člana  //,  n G N, 

< Piema  V3  je 


in  (х  + h) 


= ln  X + ln 


5 h h 2 

ln  X “t 7—9  + 

х 2xl 


+ (~i)n+l 


/гп 

nxn 


+ 0 


257.  Nelca  je 

/ (х  + /I)  = / (х)  + hf  (х)  + ■ • . + (X  + 0Л) 


(1) 
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(0  < 0 < 1) . gde  je  /(п+1)  (z)  ф 0,  Dokazati,  da  je  Um  Q = +j.. 

posto  [O+U  (х)  postoji  i iazlikuje  se  od  0,  to  prema  Makloienovoj 
foimuli  sa  ostatkom  u Peanovom  obliku,  sledi 

f (x  + h)  = f (х)  + Л/  (х)  + - ■ ■ + £/<">  (X)  + to  +°  (Л“+1) 

(2) 

Oduzimanjem  jednakosti  (1)  od  (2)  i skraćivanjem  sa  dobijamo 
/(»)  (х  + 9h)  - /(п)  (ж)  /(га+1)  (a?)  o(h) 

h 7i  + l h 


odakle 


J<w+1>(x) 

Л-1-1 


+ 


o(h} 

h 


/(")(x+w  0-/(»)(i) 

h 


Prelaskom  u dobijenoj  jednakosti  na  limes,  kad  h — * 0 i uzimajući  u obzir 
da  je  /(п+1)  (х)  ф 0,  dobijamo  lim  в = +.  t> 

258.  Neka  je  / (ж)  = 1 + kx  + o (х) , kad  х -+  0 Dokazati,  da  je  onda 


1 im  (/(*))*  = efc 


<j  Pošto  je  (/(х))*  = exln((l)  (/  (.+')  > 0 kad  х -+  0),  to  je  prema 
uslovu  zadatka  i formule  V 

lim  (/  (x))i  = lim  e - ln(i+fcx+o(x))  = lim  ex(fca;+o(a:))  = efc, 

х-0 w 1 ' х— >0  х— *0 

što  je  i trebalo  dokazati,  > 

259.  Nelca  / € С(2)  [0, 1]  i nelca  je  / (0)  = / (1)  = 0,  pri  čemu  je 

\f  (ж)ј  < A za  х e ]0, 1( . Dolcazati,  da  je  \f  (x)|  < 4 kad  х € [0, 1] 

<а  Po  Tejlorovoj  formuli,  imamo 

/ (0)  = / (х)  - f (х)  х + /"  (£i)y,  0</i<  1; 

/ (1)  = / (х)  + f (ж)  (1  - х)  + /"  (i-i)  0 < х < & < 1, 

odakle  sledi 

f (х)  = \ (/"  (6)-г-2  - /"  (6)  (1  - +)  , 0 < х-  < 1. 
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Ocenjujući  fcu  jednakost  po  apsolutnoj  vrednosti,  dobijamo 

\f(x)\<~(2x2~2x  + l),  0<х<1. 

PoSfco  je  0 < 2x2  — 2x  + 1 < 1 za  0 < х < 1,  to  je  \f  (ж}|  < 4,  Sto  je  i trebalo 
dokazati  > 

260.  Neka  je  / dva  puta  diferencijabilna  funlccija  na  M i nelca  je  =sup 

| f(k)  (ж)|  < -poo  ( k = 0, 1.2) . Dokazati,  nejednakost  M(  < 2MqMo- 
< Po  Tejloiovoj  foimuli  je 

/ (жо)  = ./  (х)  + /'  (х)  (х  - xQ)  + f"  (0  ^ 


odalde  sledi  |/(xo)|  < |/(x)|  + \ f (x)|  |x  — xo|  + \ j"  (01  ' % ^ ~ + 

Miy  + M->'4  (у  = |x0  - x|) . Pošto  je  Mq  + Мху  + \M2y2  > 0 za  sve  у,  to  je 

Mf  < 2 M0M2.  > 

261.  Oceniti  apsolutnu  grešku  piibližnih  formula: 

a)  e*  « 1 + х + + b za  0 < х < 1; 

b)  sinx  и х - ^ za  |x|  < 0, 5; 

c)  tanx  « х + fp  za  |x|  < 0, 1; 

d)  y/i  + X «l  + f-  ^zaO<x<L 

< a)  Polazeći  od  ostatka  u Lagi  anžovom  obliku,  imamo 


l~X~  91  ~ 


X 

7l! 


Rn  (х)  = 


(n  + 1)! 


xn+1  < 


(n  + 1) ! 


b)  Na  isti  način  (uz  raziaganje  II)  dobijamo 


х 


sin  х — х + -— 
o 


|/?-5  (х)  | < 5,  < 3840 


c)  Po  foimuli  za  ostatak  u Lagranžovom  obliku,  sledi 


х 


tan  х — х — — = (?) 

Dalje,  na  osnovu  primeia  253,  dobijamo 


tan^_(0  5 
5! 


|Д5(х)| 


120 


1 16,012.  l5 
tan°  (0\Џ\  <^Т(од)  120 
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16, 012  |.гј°  ^ 16,012 

i-f  < 

16,6 1 

т51 

^ 120(1  -0,005)°  " 120(1-  6 

0,005) 

120  ' 

X | 

d)  U ovom  slučaju,  imamo 

0 < (i + ®)^  - 1 - 

0 

X x~ 

X3 

1 

- -i — < 
2 8“ 

— < 
16  “ 

16’ 

odakle  sledi 

max  y/l  + x~l- 

2 

X X 

— 7:  + — 

1 

< 77- 

► 

0<х<1 

2 8 

16 

262.  Za  koje  х je  sa  tačnošću  0, 0001  ispunjena  približna  formuia  cos  х 

1 _ *1? 

X 4y  « 

< Prema  formuli  za  ostatak  u Lagranžovom  obliku,  đobijamo 

cosx-  - 1 + ~ = ^х4  < ~ < o,  0001, 

odakle  nalazimo  ocenu:  |aj  < 0, lj/24  < 0,222.  f> 

263.  Dokazati  formulu 

х 

\Jan  + х = ai r — r 

nan~l 

(n  > 2,  a > 0,  х > 0)  gde  je  0 < r < ^ -Š+rr . 

< Saglasno  nejednakosti,  dokazane  u piimeru  186,  imamo 

V>(®)  = С + Ф(х)  = \/ci"  + г-; 

<p  (0)  = i p (0)  = a,  <р'  (0)  = ф'  (0)  = — Jzj-; 


tp"  ( х ) = 0,  ф"  (х)  < 0; 


zato  je 


a + r " '</ап  + * - r > 0. 
nan~l 


Sa  diuge  stiane,  preina  Tejlotovoj  formuli  sa  ostatkom  u Lagranžovom  ob- 
liku,  dobijamo 

n - 1 х2  ф"  (£)  з 


Г”  2n2  6 ‘Т 


S obzirom  da  je 


V/"(0  = -f--i 
n V n 


--2]  (а”  + 0"'3>п, 
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to  je  r < 


264.  Koiisteći  Tejlorovu  foimulu,  približno  izračunati:  ^ 

a)  \/250;  b)  sinlS0;  c)  arctanO.8;  d)  aicsin0,45;  e)  (1, 1)г’2  i oceniti 


^ a)  Imamo 


У25б  = 3?/1  + ^з=з('1  + ~-Д3)=3.°т-ЗД,, 


6 243 


gde  је  3/?з  saglasno  oceni,  dobijene  pri  lešavanju  primera  263,  n — 5,  a — 3, 

0<ЗЛз<4  §<|<°,°,ш 

b)  Saglasno  Maldorenovoj  foimuli  sa  ostatkom  u Lagranžovom  obliku,  do- 
bijamo 

7Г  7Г  1 7Г3  1 7Г5 


sin  18°  = sin 


10  " 10  6 103  + 120  105 


+ R7, 


gde  je  \Rj\  < 71^7  I tako  je 


n 7Г  / 7Г“  n‘l 

sin  18°  ~ —11  — гггггг  + 


10 


600  12  * 105 


( 9,869604  (9, 869404)2 \ 

~ 0,314159^1-  6Q0  + 12.iq5  J 

« 0,314159  (1  - 0,016449  + 0,000079)  « 0,309017. 

c)  Tejlorova  formula  (хо  = 1)  : daje 

aictan0,8  = arctan  (1  - 0, 2) 

« arctan  1 — (arctan  х)'  |x=i  0,2  + —0, 04  (arctan  х ) jx=i 

—I  . 0, 008  (arctanx),//  |I=i  ~ — — 0, 1 — 0, 01  - 0, 00066 
« 0,67474. 

Pošto  je  (arctanx)^'0  |x_i  = 0,  a (arctanrc)^  = 24 1 ^^6  < 12  kad  je 

0,8  < х < 1,  to  prema  foimuli  za  ostatak  u Lagranžovom  obliku,  dobijamo 
procenu  greške: 

\R\  < ^ (0, 2)б  < 3, 2 10~5. 


2 9 TEJLOROVA  FORMULA 


325 


d)  Prema  jstoj  foimuli  za  ostatak,  imamo  (0  < х < 0,5)  : 

aicsin  0, 45  = aicsin  (0, 5-0, 05)  = arcsin  0, 5 - 0, 05  (arcsin  х)'  |ж=о,5 

H — ~ — (aicsm.r)  |x=o,5 (aicsmz)  |i=o,5  + Ra 

7г  *"b,05  0,0025  0,000125  ^ R 

~ 6 ~0,5ч/3  + 3 0,5\/3  3 0,75  0, 5^/3  4 

к 0, 523598  - 4=  (°. 1 ~ °. 001666  + °.  °00111)  + 
v3 

« 0, 46676  + R,\ 

Sada  apsoiutnu  giešicu  ocenjujemo  na  sledeći  način: 

jaicsin0,45-0, 46676|  = jAi|  < ^0,00000625  (aicsinx)(4)  |I==i  < 0,000006. 

e)  Siično  prethodnom,  imamo  (0  < х < 1)  : 

(1,  l)1,2  = 1,1(1  + 0,1)°'2 

= ^{^04-Ђ  f 0.0!  + 1|-0,°01  + Л„) 

« 1,12117  + 1,1^4, 

gde  je  1, 1 |Д,||  < 1, 1 10“4  < 5 • 10~6  ► 

265.  Izračunati: 

a)  sinl°  sa  tačnošću  do  10“8;  b)  igll  sa  tačnošću  do  10  + 

a)  Odiedimo  bioj  članova  laziaganja  funkcije  у = sinz  (0  < х < jfg) , 
po  Maklorenovoj  formuli,  ladi  postizanja  date  tačnosti.  Njega  možemo  do- 
biti  iz  ostatka  datog  u Lagianžovom  obliku.  Imamo 


7Г  N-«-1 


(l8o)  (2/7  - 1)! 

odakle  sledi  n > 3 Na  taj  način  je 


< 10  8 (7?.  € N) . 


sin  1°  = sin  — « — « 0, 01745241. 

180  180  6 (180)Ј 


b)  Postupajući  slično,  nalazimo  / (z)  = ln  (1  + х) , 0 < х < 1 : 
igll  = Ig (10  + 1)  = lg  10  + lg (1  + 0, 1)  = 1 + J~Jq  ln (1  + 0, 1) 

« 1 + J_  (0, 1 - 0, 5 - 10-2  + 0, 3333  • 10"3  - 0, 25  • 10“4  + R5) 

ln  10  v 
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(S  < 1п_6)  1 tako  је,  lg  11  ~ 1, 04139  > 

Koristeći  razlaganja  I-V,  naći  sledeće  limese: 

266.  z ~ iim  ( ( х 3 — x~  + § ) e*  — -\Д-е  + l)  . 

< Primenom  I i IV,  nalazimo 


lim  х3 

£—»4-00 


, 1 1 


, 1 1 1 

1 _l f — ^ 4.  — - -f  o 

х 2x2  6xđ 


1+љ?+° 


X 


Л1 


х— »4-00 

l 

хА 


lim  х3  ( 1 Н b 7 + о 

х 


Ј_ 

2х2 


+о 

-1 


_1_ 

6х3 

1 


,3 


1 


1 1 - - , 

+ ^ + 2^  + 4^  + 2^+° 


1 

2х6 


+ о 


Л1 


v з / 1 / 1 \\  1 

lim  х°  -r-n  + о -тг  = - 
*+со  у6хЈ  \Ха  Ј Ј 6 


= > 


_L 1_ 

2х*  6n+1 


267,  L = iim  (х  — *т2  In  (l  + “))  ■ 

a:— +oo  4 4 x// 

< Primenom  formule  V,  imamo 


L = lim  ( a;  - т2 


1 

2т2 


+ 0 I ~ 


1 

2* 


= > 


268.  L =lim  - (7  — cot  т) .. 

х— »0  x Kx  J 

< Pnmenom  iazlaganja  II  i III,  đobijamo 
1 /1 


lim 
x->0  х V х 


cos  х \ . . 1 sm  х — х cos  х 

= lrni : 

s-~>0  X х sin  X 


sm  х 


= lim 

х— 0 


x + ^ + o(x4) 


х2  (х  + o(x2)) 


lim 


r 


г~*0  3 (х3  + O (х'1))  3 


269.  L =iim  х 5 (sin  (sinx)  — x\/l  — х2) 
■4  Piema  I i V,  imamo 


L = iim 

х — *0  X° 
1 


sm  х — 


sin3x  sin5x  , fi4  1 љ ju  , лч 

— + + ° ) -■ 1 ( 1 - - - т + ° (*  ) 


2 „4 

X X 


х— »0  Xa 


X 


„3 


55nl  x 7-  Trm  7Г  *5* 


X 


X 


9 


х3  . хб  , 19 


120 


36  + m~x  + J + у + °(а;5))  - 


90 
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270.  L =lim  лГ3  (l  - (cosx)sinx^j  . 

Polazeći  od  piedstavljanja  uv  = evinu  (u  > 0)  i iazlaganja  I i V, 
nalazimo 


L = 


lim  х 

X— *0 


lim 
з;— o 


'Ч1- 

In  COS  X 


,sin  х In  cos 


X* 


lim 

л:~*0 


■т>ј  = lim 
/ *— *o 

lri  (1 


1 - (1  + sin  х ln  cos  х + o (ж3) ) 


siir  х) 


2.x2 


х3 

1 sin2  х + o (.х2)  1 

= - lim 5 = тг- 

2 ж— >o  .х2  2 


271.  L =lim  .x“3  (sinh  (tan.x)  - х) 

x—>0 

Na  osnovu  I i lezultata  piimeia  253,  siedi: 


lim 

x~ *0 


tan  .х  + | tan3  х + o (a:3)  - х 


тЗ 


, х + 4 + ° (x'3)  + т + 0 (;c3)  “ x 

lim — — 


1 

2 ► 


Za  beskonačno  male  veličine  у kad  х —*  0.  odrediti  glavni  član 
oblika  c.xn,  gde  je  c konstanta,  ako  je: 

272.  у = tan  (sin  х)  - sin  (tan  .х) 

< Ustanovimo  najpre  lazlaganje: 


х" 


17 


Zaista,  polazeći  od  jednakosti  tan  х = i koristeći  razlaganja  I,  III  i IV, 
dobijamo 


tan  х = sin.x  (l  - sin2.x)  2 
1 . 


, 3 5 

sin  .х  + ~ sin3  х + - sin5  х + rr  sin7  х + о (.х8) 
2 8 16 


х 


X3  X5 


5! 

,.з\  s 


3! 


х7  1 

7!  + 2 


х3  х5 
3!  + 5! 


+ ( ж ~ зГ ' + т«*7  + 0 0г'8) 


16 


х3  2 5 17  7 / 8\ 

= 1 + Т + 15-г  +315"  +о(г)’ 


što  је  i tiebalo  dokazati  Koiisteći  tu  foimulu,  a takođe  i pomenuta  mzla- 
ganja,  dobijamo 


у - tan  (sin х)  - sin  (tan  х) 
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smJ  х 2 . 5 , 1 1.7  , , tan  х 

= sin  х H r h — sm  х + — sm  х - tan  х + — * — 

3 15  315  5 

tan5x-  tan7.x  / 8\ 

+ — ХГ-  + O (x“) 


7! 

X°  X' 


,3  0.5  nJ  2 


_ _ * , х3  х5)3 

- X 3!  + 5!  7!  + 3 VX  3!  + 5!  J 


_j I ДЈ 

15 


x3\5  17  • 


3! 

„з 


+ -X7-X-ĆL-  Jlx5 


315' 


г- 

T _ 15' 


17  7 

х 

315 


1 ( хл  2 5 

+ 6 Х + У + 15'Т 


1 

120 


,3  \ 5 7 


! + V ) + л + 0 (-x'8) 


X 

30 


+ O (х8) ; 


odavde  je  cxn  = fjj,  c = n = 7.  ► 
273.  у = (1+ж)*-1. 

< Iz  I i V,  sledi 


V 


ex  in(lH-s)  _ 1 = х ln  (1  + х)  + o (аг) 


= х ! х 


(х-^  + о (ж2)^  + О (х2)  =х2  + о (х2) . 


Daide,  схп  = х2,  с = 1,  п = 2.  > 

274.  у = 1 - -^f11 

< Na  osnovu  formule  i+  = evlnu  (u  > 0) , i razlaganja  V i I,  nalazimo 

у = i_eiMi+x)-r  = i_eKa-^+0(a:2))-1  = l-e-f+o(!B) 


l-(l-|  + o(x))  =|+о(.т); 


Znači,  cxn  = f , c = 5,  n = 1,  > 

275.  Odiditi,  koeftcijente  /1  i B,  tako  da  kad  х — *•  0,  važi  asimptotska 

formula:  , ,, 

1 + Ах-  ,.-./54 

cotx  = = з . + 0 (х  ) 

х + Вхл 

< Imamo  0 

cosx  1 + Ах-  , 5) 


cot  X = 


sm  х х 


odalde  se  dobija 


(х  + Вх3)  cos  X = (1  + Ах2)  sinx  + O (х7) 
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Piema  II  i III,  dobijamo 


(х  + Вхг 
(l  +•  Ах2) 


r2  r'l 

¥+ж+0('гЈ 


.г3  х 5 


±.  + ±_+0(г-7)ј+0(х'), 


t.i 


.X3  .x° 


+ ~ + O (.X7)  + Bxs 


2!  4! 

a:3  .x° 


■B 


f! 

2 

4.x5 


= х 


Sledi,  -HB=A-|;5i-f  = ilo-i  odnosno,  A = B = . ► 


276. ~Ako  х —*  0,  za  koje  vrednosti  koeficijenata,  /1,  B,  C i D je  ispunjena 
asimptotska  foimula 


ex  = 


1 Ах  + Bx~ 


+ O (.х5)? 


(1) 


1 + Сх  + Dx2 

< Irnamo 

ex  (1  + Сх  + Dx2)  = 1 + Ах  + Bx~  + O (.хб)  , 

Požto  je  e1  = 1 + .х  + §•  + + O (х5) , stoga  iz  (1)  dobijamo 

1 + Ax  + Вх2  + O (.х5) 

= ^l  + s + ^ + ^r  + lj  + O 0*°))  (X  4 Cx  4 Dx~ ) 

odakle  sređivanjem  iziaza  do  stepena  najviše  4,  sledi 
1 + /1х  + Вх2  + O (х5) 

т2  C ■ D х3  Cx‘l  x‘l 

= I + Сх  + Dx 2 + х + Cx~  + Dx3  + ” + ~^'хЛ  + ~^хл  + -g-  + — g-  + ^ 

Za  određivanje  nepoznatih  koeficijenata  A,B,C  i D imamo  sistern 

C + 1 = A\  D + ^С  + ~ = 0; 

1 „ D С 1 n 

I5  + C + - = B;  т + ~ + ^ = 0, 
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čije  je  reSenje:  A = B — ^3,  C = -5,  = —33,  ► 

277,  Smatiajući  х malim  po  apsoiutnoj  viednosti,  izvesti  pribiižnu  foi- 

mulu  oblika 

х = cv  sin  x + (3  tan  х. 

sa  tačnošću  do  člana  х5. 

< Primenom  razlaganja  II  kao  i razlaganje  za  funicciju  х i->  tana;  (piimer 
253),  dobijamo 


odakle  je  a = § , (3  - 5-  Pošto  je  Д s =Д  <p  {R  = 1) , а sin  Д џ>  <Д  <p  < 
tan  д ip  to  je  moguće  izabrati  biojeve  a i (3  talcve  da  važi  jednakost 

д <p  = asin  Д tp  + јЗ  tan  Д џ>  (д  tp  —>  0) 


sa  najboljom  tačnošću,  što  je  i uiađeno  u navedenom  primeru.  > 

278,  Oceniti  relativnu  greSku  sleclećeg  Čebiševljevog  pravila:  kružni  luk 
je  približno  jednalc  zbiru  bočnih  strana  ravnokrakog  trougla,  konstiuisanog 

nad  tetivom  tog  lulca  sa  visinom  jednakom  \J~^  centralnog  rastojanja  tetive 
od  luka. 

< Iz  uslova  primera  sledi  da  je 

s*  = 2 J siir  tp  + ~ (1  — cos  \p)2 , 


gde  je  2<p  centralni  ugao  luka  (R  = 1) ; 
lulca,  dobijena  Čebiševijevim  pravilom 


s*  je  pribiižna  vrednost  dužine  tog 


Dalcle,  treba  oceniti 


. Imamo, 


s — s* 

<p  - 2 \J sin2  џ>  + |(1  - cos  <pf 

5 

<P 

\ 

1 

<PA 

~ Jl — p. 

V 90 

180 

2.10  Ekstremumi  funkcija 

Neka  je  funkcija  / definisana  svuda  u nelcoj  okolini  tačlce  c . Kažerno  da 
funkcija  / ima  u tački  c lokalni  maksimum  (minimum),  ако  postoji  olcolina 
tačke  c,  talco  da  je  / (ж)  < / (c)  (/  (х)  > f (c))  za  sve  х iz  te  olcoline. 
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Lokalni  maksimum  i lokalni  minimum  se  jednim  imenom  zovu  ekstremumi 

funkcije  /.  , . . . 

Ako  je  funkcija  / diferencijabilna  u tačlci  c i irna  u toj  tacla  ekstremum, 

tada  je  f'  (c)  = 0 ICoreni  jednačine  f (х)  = 0 nazivaju  se  tačkama  mogućeg 
ekstremuma  iii  stacionarnim  tačkama  U kandidate  za  apscise  lokalnih  ек- 
stiemuma  spadaju  i one  tačke  oblasti  definisanosti  u kojima  izvod  funkcije 
ne  postoji  Te  tačke  zajedno  sa  stacionarnim  tačkama  funkcije  zovu  se  kri- 
tičnim  tačkama. 

2°  Dovoljni  uslovi  za  ekstremume. 

Prvo  pravilo.  Neka  je  funkcija  / diferencijabilna  u nelcoj  okolini  tačke 
c.  sa  izuzetkom  možda  same  tačke  c,  i neka  je  nepiekidna  u tački  c Tada 
funkcija  / u tački  c ima  lokalni  maksimum  (minimum)  ako  pivi  izvod  /'  (ж) 
prolazeći  kroz  tačku  c menja  znalc  od  + na  - (-  na  +).  Ako  lzvod  f'  (х) 
ne  menja  znak,  piolazeći  kioz  tačku  c,  onda  funkcija  u tački  c nema  lokalni 

ekstremum 

Drugo  pravilo,  Neka  tunkcija  J u datoj  tački  c mogućeg  ekstremuma 
ima  konačan  drugi  izvod,  Tada  funkcija  / u tački  c ima  maksimum  (mini- 

mum)  ako  je  f"  (c)  < 0 (}"  (c)  > 0) . 

Ti-eće  pravilo.  Neka  je  n neki  ceo  pozitivan  broj  i neka  funkcija  у = 
f(x)  ima  u neko.j  okolini  tačke  c izvod  leđa  n - 1.  a u samoj  tački  c izvod 
reda  n . Neka  je  u tačld  c ispunjeno: 

f (c)  = }"  (c)  = • ■ = /(п_1)  (c)  = o,  f{ll)  (c)  Ф o 

Tada,  ako  je  n paian  broj,  funkcija  у = / (х)  ima  u tački  х — c ekstremum 

i to  minimum  (maksimum)  za  /(п)  (c)  > 0 (/(и)  (c)  < 0). 

3°  Apsolutni  ekstremum.  Neprekidna  funkcija  / na  segmentu 
postiže  najveću  (najmanju)  vrednost  ili  u kiitićnim  tačkama  ili  na  kiajevima 
n i b segmenta  [a,  b\  , 

4°  Rešeni  zadaci. 

Ispitati  ekstremume  sledećih  funlccija: 

279.  y=  (l  + x + fj  + - +^f)e-:c  (n€N) 

< Ekstremume  ćemo  ispitati  pomoću  pivog  izvoda.  Difeienciranjem, 
dobijamo  n 


Izjednaćavanjem  izvoda  sa  nulom,  nalazimo  da  je  х-  — 0 stacionaina  tačka. 
Proveiimo  dovoljan  usiov.  Za  bilo  koje  £ > 0 i paino  n imamo 
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Sledi,  ako  je  n paian,  funkcija  nema  ekstremuma  Neka  je  e > 0 pioizvoljno 
i n nepaian  pritodan  broj;  tada  je 


у'  (-e)  = ~ (-£Г  м > 0,  у'  (£)  = —Л"  < п 


Znači,  u tački  х = 0 funkcija  ima  maksimum  jednak  1 t> 
280.  у — xm  (1  — x)n  ; m,  n € N. 

<a  Nađimo  izvod  i izjednačimo  ga  sa  nulom: 


у'  {х)  = (m  + n)  xm  1 (1  - x)n  1 


m 

m + n 


= 0, 


Rešenja  (koreni)  te  jednačine:  x\  — 0 {m  > 1) , x->  — 1 (n  > 1)  , жз  = 
su  stacionarne  tačke  Proveiimo  dovoljan  uslov. 

Neka  je  0 < e < Za  parno  m je  у'  {-e)  < 0,  у'  (e)  > 0,  sledi,  u 
tački  x\  = 0 funkcija  ima  minimum  jednak  0. 

Slično,  za  tačku  x->  = 1 : za  parno  n,  у'  (1  - e)  < 0,  у'  (1  4-e)  > 0.  Zato 
funkcija  u toj  tački  ima  minimum,  jeđnak  0.  Za  neparno  n : у'  (1  — e)  > 0, 
у'  {l  + e)  > 0,  tj.  funkcija  u toj  tački  nema  ekstremum.  Na  kraju  za  tačku 

•г-з  = TFUl  imamo 


m 


m + n 


- £ ) > 0,  у' 


m 


m + n 


+ £ ) <0. 


Znači,  u toj  tački  funlccija  inm  maksimum,  i on  iznosi 

/ m \ mmnn 

y\^+7i)  = (m  + n)"l+n 


U slučaju  m = 1 (n  = 1)  dobijamo  isti  rezultat  > 
281.  у = x5  (1  - x)i  . 

■4  Izjednačavanjem  izvoda  sa  nulom 


У ~ n 


з x 


9 yxl  (1  — х) 


= 0, 


nalazimo  stacionainu  tačku  x\  — I.  U tačkama  хч  — 0 i Жз  — 1 izvod  ne 


postoji,  Nelca  je  0 < e < I;  tada  je 


- П > 0,  у'  Q < 0,  у'  (~e)  > 0,  у'  (e)  > 0 
у'{  1-e)  < 0,  г/  (1  + e)  > 0 
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зд 

Slecli,  za  x\  = 4 funkcija  ima  maksimum,  i on  iznosi  Ap  Za  х'2  = 0 funkcija 
nema  ekstiemum,  a za  x3  = 1 funkcija  ima  minimum  jednak  0,  f> 

282.  Ispit.ati  ekstremume  funkcije  f (х)  = (х  - xq)h  <p  (х) , n € N,  u 
tački  х = хо,  ako  je  funkcija  <p  neprekidna  u toj  tački  i p (xq ) ф 0 

o Iz  datih  uslova  sledi  da  postoji  okolina  ].г-о  — б,  xq  + <5[ , u lcojoj  funkcija 
p ima  isti  znak  kao  <p  (xq)  . PoSto  za  parno  n.  razlika  / (г)  - / (г0)  = 
(ж  _ г0)п  (.хо)  u б—  okolini  tačke  г0  inra  znalc  као  i <р  (г0) , to  tada  u 
tački  г0  funkcija  / ima  minimum  ako  je  <p (г0)  > 0,  tj.  malcsimum  ako 
je  <p  (г0)  < 0 Ako  je  n neparan  prirodan  broj,  razlika  f (х)  — / (г0)  u 
proizvoijnoj  б— okolini  tačke  г0,  uzima  vrednosti  različite  po  znaku,  što  znači 
da  u toj  tački  nema  ekstremum.  > 

283.  Neka  je  /(г)  = f(x)  = i neka  je  г0  stacionarna 

tačka  funkcije  /,  tj.  Px  (г0)  = 0,  Q(x0)  ф 0 Dokazati,  da  je  sgnf"  (г0)  = 
sgnP{  (г0) , pietpostavljajući  da  P{  (г0)  postoji  i da  je  Q (г)  neprekidna 
funkcija. 

<3  Po  definiciji  drugog  izvoda  u tački  г0,  nalazimo 


f"  (г0)  = iim 


f (ж0+  Д г)  - f'  (г0)  __ 


Д X 


Pi  (г0+ Д г)  _ Р{(х0) 
Д х ■ Q2  (г0+  Д г)  Q2  (г0) 


Odavde,  sledi  da  је  sgn  f'  (г0)  = sgnP{  (г0) . t> 

284.  Može  Н se  tvrditi,  da  ako  funkcija  / u tački  г0  ima  maksimum, 
to  u neicoj  đovoljno  maloj  okoiini  te  tačke  sleva  od  г0  funkcija  / raste,  a 
zdesna  od  nje,  opada. 

<з  Ne  može  Na  primer  funkcija  / (г)  = 2 - г2  (2  + sin  i) , г ф 0 i 
/ (0)  = 2,  u tački  г0  = 0 ima  maksimum,  jer  je 

/ (г)  - / (0)  = — г2  f 2 + sin  i'j  <0,  г ф 0. 


U isto  vreme,  njen  izvod 

f'  (г)  = -4г  - 2г  sin  - + cos  - , г ф 0 
v г х 

u svakorn  od  intervala  ]—  б, 0[  i ]0, <5[,  б > 0 uzima  vrednosti  različite  po 
znaku,  što  znači  da  u svakom  takvom  intervalu  funkcija  nije  monotona  > 

285.  Dokazati  da  funkcija 


e T1 , х ф 0; 
0,  г = 0 


/ (г/  = 
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ima  u tački  х = 0 minimum,  a funkcija 


3 (*)  = 


хе  = , х^О; 
0 , х = 0 


u tački  х = 0 nema  ekstremum,  iako  je  (0)  = 0,  <?(n)  (0)  = 0,  n € N. 
Nacitati  giafike  tih  funkcija. 

-<4  Nađimo  priiaštaje  funkcija  / i g u tački  х — 0 Imamo:  Л / (0)  = 

д g (0)  =д  x-e~^.  Pošto  je  Д / (0)  > 0,  to  funkcija  / u tački  х = 
0 ima  minimum  jednak  0 Znak  piiraštaja  Д g (0)  funkcije  g u svakoj  okolini 
nule  je  promenljiv,  pa  stoga  funkcija  g u nuli  nema  ekstremum.  Giafici  su 
dati  ledom  na  (sl„S4).  > 


286.  Ispitati  ekstremume  funkcija: 

a)  / (х)  = e~1*i  (\/2  4-  sin  i)  za  х ф 0 i / (0)  = 0, 

b)  / (х)  = е~И  (\Д  + cos  i)  za  х Ф 0 i / (0)  = 0. 

Nacitati  grafike  tih  funkcija 

< a)  Ispitajmo  znak  piiraštaja  funkcije  / u tačlci  х = 0.  imamo, 
д f (0)  = e~T^i  (Д  + sin  -“Л  > 0 


za  sve  Д х ф 0,  sledi,  funlccija  ima  za  х = 0 minimum,  jednak  / (0)  = 0.  Za 
х ф 0 funkcija  je  diferencijabilna,  i zato  za  nalaženje  stacionarnih  tačalca, 
razmotrimo  jednačinu  f (х)  = 0 Očigledno  je 


V 


х ~e  1*1 


\ћ  + 


sm- 


1 


х 


sgnx  — cos  — J , х ф 0. 

3?  . 


Pošto  je  |sin  - + cos  < Д,  to  izvod  funkcije  priiikom  prolaženja  lcioz 
tačke  u kojirna  je  jednak  nul , ne  menja  znak.  Zato,  osirn  fin in  = / (0)  = 0, 
funkcija  neme  više  ekstremnih  vrednosti. 
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U slučaju  b)  se  analognim  zakljucivanjem  dobija  isti  lezultat:  funkcija 
ima  jedinstvenu  ekstiemnu  viednost,  jednaku  nuli  za  х = 0. 

Giafici  funkcija  su  dati  na  (sl.85).  > 


Naći  ekstremume  sledećih  funkcija: 

287.  у = arctan  х — | ln  (l  4-  x~) . 

< Imamo,  у'  = . Pošto  je  у'  (1)  = 0,  to  je  tačka  х = 1 stacionarna. 

Lako  se  vidi  da  je  za  x<  1,  у'  > 0 a za  * > 1,  у'  < 0..  Odavde  sledi,  da  za 
х = 1 funkcija  ima  maksimum  jednak  f - 5 1п2.  > 

288.  у = |ж| 

< Imamo, 

у'  = Sgnx  — ј.гј  (г  — 1)  (х  ф 0 i х ф 1) 

Pošto  pivi  izvod  ne  postoji  u tačkama  г = 0 i г = 1,  a u njima  je  funkcija 
očigledno  neprekidna,  i lcako  je  f (—1)  = 0 to  su  te  tii  tačlce,  tačke  moguceg 
ekstiemuma.  Za  znak  prvog  izvoda,  imarno 

у'  (—1  — e)  > 0,  у'  (—1  + e)  < 0 (j/max  — e ”)  i 

у'  (-e)  < 0,  у'  (e)  > 0 (j/min  = 0) ; 

у'  (1  — • e)  > 0,  у'  (1  + e)  <0  (l/max  = 1)  • ^ 

Naći  najmanju  i najveću  vrednost  sledećih  funkcija: 

289.  / (х)  = |г3  - Зх  + 2|  na  segmentu  [-10, 10] 

<3  Nađimo  izvod  f'  (х)  : 

f'  (х)  = (2г  - 3)  sgn  (:c2  - Зг  + 2) ; х ф 1,  х ф 2; 
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odakle  dobijamo  tačke  u kojima  funkcija  možc  da  ima  ekstremume: 

XI  = \ (/'  (I)  = o)  ; a2  = l,  x3  = 2 

(/'  (1) , f (2)  ne  postoje)  Upoređujući  viednosti 

/ (Ж1)  = ±;  / (*,)  = 0;  / (*3)  = 0;  / (-10)  = 132;  / (10)  = 72, 

zaključujemo  da  je  najveća  vrednost  132,  a najmanja  0.  > 

290.  / (х)  = л/5  — 4x  na  segmentu  [-1,1] 

<!  Pošto  izvod 


postoji  i razlikuje  se  od  nuie  na  segmentu  [—1, 1] , to  su  najveća  i najmanja 
vrednost  funkcije  postignute  na  krajevima  tog  segmenta,  tj.  /(-1)  = 3, 
/(!)  = !■► 

Naći  infimum  i supremum  sledećih  funkcija: 

291.  / (*)  = (l  + % + §•  + ' ■ + e_I>  x 6 l°i  +001  • 

< Nađimo  izvod 

f'  (ж)  = -e~x^-y  <0;  x>0. 

Upoređujući  brojeve  lim  / (ж)  = 1 i lim  / (х)  = 0,  nalazimo  da  je 

i— >+0  х— *+oo 

inf  / (ж)  = 0,  sup  / (х-)  = 1,  na  osnovu  toga  što  / opada  na  ]0,  +oo[  ..  > 

x>0  x>0 

292.  / (х)  = е~х'  cosx2  na  intervalu  ]— oo,  +oo[ ,. 

< Uzimajući  u obzir  parnost  funkcije  / dovoijno  je  posmatrati  polu 
interval  х > 0.  Imamo 

f (х)  = -2\/2хе~х1  cos  - х2)  , 

odakle  nalazimo  tačke  mogućeg  ekstiemuma: 

Зтг 

xi  = 0,  х2.  = — + ктг,  кеПо- 

Upoređujući  biojeve 

f (0)  = 1.  f (xk)  = (-1)  -■  +6-^-'»,  k e No,  = 0, 
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đobijamo  da  je 


~oo<x 


inf  f{x)  = — т=е  , sup  / (х)  — 1.  ► 

<x  <тСо  \/ 2 — oo<ar<4-oo 


293.  /(£)  = na  skupu  х < £ < +oo,  a zatim  nacitati  giafike 

funkcija 

M (х)  = sup  / (0  i m (a;)  = inf  / (£)  . 

x<£<+co  х<$<+со 


< Nalazimo  da  je 


e (o  = 


3 — — 2/ 


(з +er 

a odatle  tačke  = —3,  £2  = 1 mogućeg  ekstremuma,  Razmatranjem  bro- 
jeva 

/(-3)  = -h  /(1)  = h Hm/(0  = ”4;  Ит  /(0  = 0 

6 Z >ar-fO  O + Ж £— >-foo 

i upoieđujući  ih  među  sobom,  nalazimo  da  je 


M (х)  = sup  / (х) 

:c<£<-f-oo 


14-s 


1,  х < 1; 

l3L  xf>  1 * 

3+fP’  x ^ i’ 

-i,  х < -3; 


"»(*)  = x<|5f+00  / (:t)  = 1 i&>  — 3 < х < — 1; 


З+х- 

0,  х > — 1 


Giafici  funkcija  M (х)  i m(x)  piikazani  su  na  (sl.86,  87).  > 


sl  86  si  87 


294.  Neka  je  Mk  =sup  \}k  (x)| , k E N0.  Naći  Mo,M\  i M2,  ako  je 
£ 

/ (х)  = е~х' . 

< Upoređujući  viednosti  /(0)  = 1 (f  (0)  = 0)  i lim  / (х)  = 0,  nalaz- 

1 X— >СО 

imo  da  je  Mq  = 1.  Radeći  to  isto  sa  vrednostima  f'  (±+)  {f"  (±+)  = o) 
i lim  |/(x)|  = 0,  dobijamo  da  je  M\  = \fle~~i  Analogno  nalazimo  da  je 

>CX) 

= 2e. 
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295.  Odrediti  najveći  član  niza  an  : n 6 N ako  je 
a)  dn  = n102  n;  b)  an  = „.(.цјџцц i c)  an  = у/™ 

< Stavljajući  n = х , u datim  piimeiima,  možemo  smatrati  da su  članovi 
niza,  vrednosti  odgovarajuće  diferencijabilne  funkcije,  tj.  da  je  an  = / (n) 
Neka  je  .гц  stacionarna  tačka  funkcije  /.  Tada  je  k < жц  < k + 1 za  neki 
prirodan  broj  k.  Sada  imamo:  ako  niz  an  ima  najveći  član,  u oznaci  maxan, 
to  je  on  jednak  najvećem  među  biojevima  a\,ak,ak+ 1 

a)  Imamo  f (х)  = §£  (х  > 1) . Izvod  f (х)  = 2"1  (10  - ж ln  2)  х9  je 

jednak  nuli,  za  х = « 14,5  Upoieđivanjem  biojeva  a x = 3,  ам  = ^тг, 

ai5  = Џпг  dobijamo  da  je  maxan  = тјтг  ~ 1,77  107. 

b)  Šlično, 


f (*) 


х'  + 10000 


f (*) 


104 


х 


2\/x  (х  + 104) 


2 J 


odakle  je  f'(x)  = 0 za  х = 10'1  I tako  je  ai  = рцдцЈ,  «10000  = 0,005,  tj. 
maxan  = 0,005. 

c)  Ovde  je  / (х)  = х* , f (х)  = ж*"2  (1  - lni) . Odavde  nalazimo  da  je 
f (х)  = 0 kad  je  х = e Upoređivanjem  brojeva  ai  = 1;  ao  = л/2;  аз  = V^, 
nalazimo  da  je  maxan  = Š/3  ~ 1,44.  > 

296.  Dokazati  nejednakosti: 

a)  |3x  — x,3|  < 2 za  |xj  < 2; 

b)  gjprr  < xP  + (1  — x)p  < 1,  za  0 < х < 1 i p > 1; 

c)  xm  (a  - x)n  < (m^)C,,«m+n  za  m > 0,  n > 0,  0 < х < а; 

d)  < l/xn  + ап  < х + а (х  > 0,  а > 0,  n > 1); 

2 n 

e)  ја  sinx  + 6cosx|  < f а2  + If 
< a)  Nađimo 

max  I/  (x)|  = max  Ј3.т  — x3\ 

|i|<2  |a|<2  1 1 

Imamo,  f (х)  = 3 - Зх*2.  Odatle  je  f (х)  = 0,  za  х = ±1  Upoređujući  sada 
viednosti  funkcije  u stacionarnim  tačkama  i na  krajevima  intervala,  |/  (— 2)| , 
|/  (~1)| , |/  (1)| , |/  (2)|  nalazimo  da  je  niax  |/  (.г)|  = 2,  tj.  |3ж  - г3|  < 2. 

b)  Razmotrimo  funlrciju  / (.г)  = xp  + (1  — x)p . Njen  izvod  f (г)  = 
+p(l  -х)р~г  ima  nulu:  х = Uporedivanjem  biojeva  / (0)  = 1; 

/ Ш = 2i^x;  /(1)  = 1,  dobijamo  da  je  ттх  f (х)  = 1,  a шп  f (х)  = 

Odavde  sledi  nejednakost  b) 

c)  Slično,  nalazimo  da  je  max  / (х)  = ”l  'т-|-.га”|+п  , gde  je  / (х)  = 

' ’ ' 0<a;<a  (m+n) 
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xm  _ х)п  i gde  je  maksimum  postignut  u tački  х = ; zato  važi  ne- 

jedakost  c) 

d)  Ako  je  х > 0,  a > 0,  n > 1 važe  nejednakosti  ^/xn  + an  — х < a 
. njxn+a"  _ § > §,  lcoje  se  lako  dobijaju,  na  osnovu  metoda  prethodnog 

paragiafa.  Odatle  i sledi  nejednakost  d). 

e)  Posmatrajmo  funkciju  / (х)  = |asinx  + /jcosx|  . Imamo, 

f'  (х)  = (a  cos  х — b sin  х)  sgn  ( a sin  х + b cos  х) . 


Izvod  ne  postoji  u tačkama,  gde  je  tanx  = — \ (bcosx  + asinx  = 0) , i 
postaje  nuia,  u tačkama  gde  je 


tanx  = 


a 

b 


(6sinx  = a cosx) . 


(1) 


Zamenjujući  u jednalcosti 

/(х)  = |asinx  + frcosx|  = V a2  sin2  х + b2  cos2  х + 2 ab  sin  х cos  х 

vređnost  2a6sinxcosx  = a2  cos2  х + b2  sin2  х.  dobijenu  prema  (1),  imamo 
da  je  / (х)  < Va2  + 62,  što  je  i trebalo  dolcazati  > 

297.  Dokazati  nejednakost 


х2  + 1 


2 

- < — S - 

3 х2  + х + 1 


< 2 


za  — oo  < х < +co, 

<l  Dokaz  sledi  na  osnovu  upoređivanja  sledeća  četiri  broja: 


/тах(ж);  /min(a);  Пт  / (х) ; iim/(x) 

X — > — 00  х—  >-f-oo 

gde  je  / (х)  = (х2  + l)  (х2  + х + l)  1 . ► 

298.  Odrediti  “rastojanje  od  nule”  polinoma 

P (х)  = х (х  — l)2  (х  + 2) 

na  segmentu  [—2, 1] , tj.  naći  Ep  = sup  |P(x)| 

-2<i<l 

< Imamo: 

P'  (х)  = (х  - l)2  (х  + 2)  + 2x  (х  - 1)  (х  + 2)  + X (х  - l)2  . 
Iz  jednačine  P'  (х)  = 0,  nalazimo 
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Upoređivanjem  brojeva  / (xi) , / (zo) , / (хз)  i / (-2) . dobijamo  da  je 


EP  = 


9 + 6\/3 
4 


> 


299.  Odrediti  q talco  da  je  “rastojanje  od  nule”  polinoma  P ( х ) = х2  + q 
na  segmentu  [—1,1],  najmanje 

-4  Prema  zadatku  298,  treba  naći  q za  koje  je  Ep  = sup  |Р(х)|  min- 

imalno,  Upoređivanjem  brojeva  P (0)  = q\  P (±1)  = q + 1,  naiazimo,  da 
је 


sup  |Р(ж)|  =max{[g|,|g  + l|}  = 

— 1<а<1 


l?l , \g\  > l?  + i|; 
k + ij,  k + i|  > kh 


Dalje,  imamo 


tj.  sup  |P(®)| 

-i<i<i 


min  Ep  =min  max  {|g| , \q  + 1|}  =min 
ч ч 


1 

2 


za  q = — i.  > 

300.  Apsolutnim  rastojanjem  dve  funkcije  / i g na  segmentu  [0, 1]  naziva 
se  broj 

Д=  sup  |/(®)-ff(®)|- 

a<x<b 

Odrediti  apsolutno  rastojanje  funkcija  / (х)  = х2  i g (х)  = х3  na  segmentu 

[0,1]. 

-4  Diferencijabilna  funkcija  <p(x)  = f (х )~g  (х)  uzima  jednake  vrednosti 
na  krajevima  segmentana  [0, 1] ; p (0)  = <p  (1)  = 0 a u intervaiu  ]0, 1[  ima 
jedinstvenu  stacionarnu  tačku  х = Sledi, 


Д=  max 


|V(0)|, 


> 


301.  Funkciju  f (х)  = х1  na  segmentu  [®i,®2]  približno  zameniti  lin- 
earnom  funkcijom  g(x)  = (®i  + хо)  х + b taico  da  apsolutno  rastojanje 
funkcija  / i g bude  minimaino  i odrediti  to  rastojanje. 

< Diferencijabilna  funkcija  <p(x)  = f (x)—g  (х)  uzima  jednaice  vrednosti 
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na  luajevima  segmentana  [xi,x2] ; ^(a-'i)  = V (±'2)  = -b-x  ix2  a u intervalu 
] г’1  > x2 [ ima  jedinstvenu  stacionainu  tačku  xq  = Sledi, 


д=  min 


tp 


,x'i  + x2 


odakle  se  dobija 


№ (®i)l 


№ 


X\  -F  X2 


ili 


{:£,)  = J (ј’’  j J-)  . Ч 

(x,x2f  + 2fa,*2  = (21±^)4  + 26  (±±S)2  . 

Sledi,  b = -5  (®f  + 'A  + 6x1x3) ; g (х)  = (xx  + x2)  х - | (xf  + x\  + 6хгх2)  ; 
Д=  g (xi  Х2)  . ^ 

Odrediti  broj  realnih  korena  (rešenja)  i lolcalizovati  ih,  ako  je: 

302.  х3  — 6x2  + 9x  - 10  = 0 

< Zapišimo  jednačinu  u obliku  y\  (х)  = y>  (х) , gde  je  1/1  (х)  = х3  - 
бх2  + 9x  a у2  (х)  = 10  Sada  ispitajmo  ekstreme  funkcije  y\  (х) . Njen  izvod 
ij[  (х)  = Зх2  — 12x  + 9 ima  za  nule  biojeve  Xi  = 1,  x2  = 3,  gde  je  у"  (1)  < 0, 
xJi  (3)  > 0;  zato  je  ylmax  = y\  (1)  = 4,  yimin  = Vi  (3)  = 0 Dalje  je 

j/i  (х)  = ±oo  Dalde,  kubna  parabola  y\  (х)  i prava  y2  (х)  seku  se  u jednoj 
tački;  tj  data  jednačina  ima  jedan  koren  xq  (3  < хо  < +oa) . > 

303.  х3  - Зх2  - 9x  + h = 0. 

< Zapisujući  jednačinu  u obliku  y\  (х)  = y>  (х) , gde  je  yi  (х)  = х3  — 
Зх2  — 9x;  y2  (х)  = — /г,  i primenjujući  istu  shemu  kao  u prethodnom  primeru, 
dobijamo 


y[  (х)  = Зх2  - 6x  - 9;  yi  (-1)  = 0;  y\  (3)  = 0; 
y'l  (-1)  < 0;  У\  (3)  > 0;  y\  max  = У\  (-1)  = 5;  yi  min  = yi  (3)  = ~27; 
lim  y\  (х)  = ±oo. 

х — i’ioo 


Nule  funkcije: 


3 (1  - л/5)  л 3 (1  + V5) 

x\  = ; x2  = 0;  Х3  = 


2 1 2 
Sada  irnamo:  ako  je  -00  < h < -5,  jednačina  ima  jedan  koren  a\ 

/ 3 (l  + a/5)  \ 

-±— L < qi  < +00  j ; 
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za  -5  < Л < 0,  jednačina  ima  tri  realna  korena:  /3\,  02, 


'3  (1  — ч/5) 


< 0i  < -1,  -l<02<  0, 


3(1  + n/5) 


< 03  < +oo 


ako  je  0 < h < 27,  to  jednačina  ima  tri  realna  korena:  71,  72,  73 


-oo  < 71  < 


3 (1  - л/5)  3 (1  + \/5)  \ 

— - — ?г“!  0 < 72  < 3,  3 < 73  < — 1 ; 


i na  kiaju,  ako  je  27  < h < +00.  jednačina  ima  jedan  realan  koren  б\ 

(-00  < б,  < +9®).  - 

304.  lnx  = кх. 

< Zapišimo  jednačinu  u obliku  y\  (ж)  = уо  (ж) , gde  је  у\  (i)  = 

У2  (х)  = к (к  > 0)  . Pošto  је  ^lim^  у\  ( х ) = -оо;  ^ lirn^  у\  (х)  = 0;  у(  (е)  = 0, 

to  funkcija  у\  (х)  na  intervalu  ЈО,  +оо[  uzima  najveću  vrednost  u tački  х = e, 
jednaku  Pored  toga,  y\  (1)  = 0.  Ako  je  k > to  se  kriva  y\  (х)  i prava 
У2  (х)  ne  seku  i tada  polazna  jednačina  nema  rešenja.  Ako  je  0 < k < 
onda  jednačina  ima  dva  realna  korena:  01,02  (1  < Qi  < e;  e < 02  < +00). 
Ako  je  k < 0,  jednačina  ima  jedan  realan  lcoren  0\  (0  < 0\  < 1)..  > 

305.  ex  = ах1. 

< Zapišimo  jednačinu  u obliku  y\  (ж)  = у^  (ж) , gde  је  у\  (ж)  = х_2ех; 
У2(х)  — а.  Diferenciranjem,  nalazimo  у((х)  = х~2ех  (l  — |) . Funkcija 
1/1  (х)  ima  za  х = 2 minimum  jednak  Је1  )е  Hm  y\  (х)  = lim  у\(х)  = 

+00.  Zato  imamo:  ако  је  0 < а < §р,  jednačina  nema  realnih  rešenja  na 
intervalu  ]0,+oo(.  Za  ~\r  < u < +00.  jednačina  ima  dva  realna  korena  : 
01,02  (0  < 01  < 2;  2 < 02  < +00).  Na  osnovu  toga  što  za  х < 0 funkcija 
y\  (х)  raste  (inf  y\  (х)  = 0,  supyi  (х)  = +00)  za  svako  a > 0 uvek  postoji 
jedan  negativan  koren  . Dalde,  za  0 < a < jednačina  ima  jedan  lcoren: 
01  (-00  < oi  < 0) ; za  ^ < a < +00  fcri  korena:  0\,  02,  0з  (~oo  < 0i  < 0, 

0 < 02  < 2,  2 < 0з  < +00),  ► 

306.  sm3xcosx  = a 

< Razmofcrimo  izvod  7Г— periodične  funkcije  f (х)  = sin3xcos  х — a. 

Imamo  f'(x)  = sin2  х (3  — 4 sin2  х)  Njegove  nule  na  [0, 7гј  su:  0;  §;  ; тг. 

Lalco  se  proverava  da  u tačkama  i redom,  funkcija  posfciže  maksimum 

1 minimum.  Upoređivanjem  brojeva:  / (0)  = / (71)  = a;  /тах  = — ai 

/min  = — — a,  zaldjučujemo  da  za  0 < a < posfcoje  dva  korena 

funkcije  /( х)  : 0 < xi  < §;  f <хз<  ako  je  a > korena  nema.  Za 
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< a < 0,  opet  postoje  dva  korena:  < хз  < if » if  < 1 na 

kiaju  za  a < jednačina  nema  korena  ► 

307.  Pod  kojim  uslovima  jednačina  х3  + рх  + q = 0 ima:  a)  jedan  iealan 
koren;  b)  tri  realna  korena.  Nacrtati  odgovaiajuće  oblasti  u lavni  (p,q) 

Pošto  / (х-)  -»  ±oo  kad  х -+  ±oo,  gde  je  f (х)  = х3  + рх  + q,  to 
pod  uslovima:  ili  /min  > 0,  ili  /max  < 0,  ili  f (х)  > 0 data  jednačina  ima 
samo  jedan  koren.  Ako  je  /max  > 0 i /mm  < 0,  onda  jednačina  ima  tii  realna 
korena.  Sudeći  po  izvodu  f'  (х)  = 3:гг  +p,  nalazimo  /max  i /min  Nule  izvoda 
su:  X\t2  = p < 0 (za  p > 0 jednačina  ima  jedan  realan  koren).  Na 

osnovu  znaka  diugog  izvoda  u tačkama  хчо,  naiazimo  da  je 


z 


шах 


Na  osnovu  rečenog,  za  postojanje  tii  realna  koiena,  treba  da  bude  ispunjeno: 
/max  > 0 i /ш in  < 0.  Odatle  sledi, 


2p 

3 


fcj-  l?l  < \ iH  T ± 4јРА  < 0 

Za  postojanje  samo  jednog  realnog  korena,  treba  da  bude,  ili  /min  > 0, 
ili  /max  < 0,  iii  f'  (х)  > 0.  Iz  svega  ovoga  sledi,  da  je 

9 4 Ц - 

ч~  + трјр'  > o 

(slučaj  p > 0 je  uključen  u tu  nejednakost), 

Odgovaiajuće  oblasti  u iavni  (p,q)  date  su  na  (sl.88).  ► 
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2.11  Tok  i grafik  funkcije 


Ispitivanje  i crtanje  grafika  funkcije  у = /( х)  izvodi  se  po 
sledećoj  shemi: 

1.  Odredi  se  oblast  definisanosti,  periodičnost,  nuie,  znak,  simetričnost 
grafika,  tačke  prekida  i intervali  neprekidnosti. 

2.  Asimptote. 

3.  Monotonost  funkcije  (intervali  rašćenja  i opadanja). 

4.  Konveksnost,  konkavnost  i prevojne  tačke  . 


5.  Crtanje  grafika  funkcije. 

1°  Rešeni  zadaci. 

Ispitati  tok  i nacrtati  grafik  sledećih  funkcija: 


308.  у = 


д— 2 
л/ x~  4T 


< 1.  Funkcija  je  definisana  i neprekidna  u svakoj  tačlci  х € M,  pozitivna 
je  za  х > 2,  a negativna  za  х < 2 : у (2)  = 0. 

2.  Iz  lim  у = ± 1 sledi,  da  je  prava  у = 1 asimptota  grafika  funkcije, 

х — 

kad  х — ► +oo,  a prava  у = — 1,  kad  х — > — oo, 

3.  Pošto  je  izvod 


< 0,  х < — |; 
> 0,  х > — |, 


to  funkcija  opada  za  х < — ^ a raste  х > zai  = - \ ima  minimum, 
jednak  — у/б  « —2, 24. 

4.  Sudeći  po  znaku  drugog  izvoda  : 


+ 1)5 


< 0,  х < -^±3; 

> 0,  - чЛ*|+3  < х < 

< 0,  * > 


ч/41-З 

8 


zaključujemo,  da  je  za  х < — ^+3  ~ —1,18  i za  х > ^ 3 « 0,42  grafik 
funkcije  konkavan,  a za  — v^+з  < т ^~3  konveksan.  Prevojne  tačke 
su:  x\  « —1, 18;  y\  ~ —2,06;  i x%  « 0,42  уо.  та  —1,46. 
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5.  Giafilc  je  nacrtan  na  (sl.89).  > 


У 


■i| 

sl  90 


309.  у = № - л/ x~  + 1. 

< 1.  Funkcija  je  definisana,  neprekidna  i nenegativna  za  sve  х;  njen 
giafik  je  simetričan  u odnosu  na  osu  Оу , jer  je  у (. х ) = у (~x) 

2.  PoSto  je  lim  у = 0,  to  je  y = 0 asimptota;  drugih  asimptota  nema. 

x—>oo 

3.  Po  znaku  izvoda 

; _ 2 ((.Т2  + 1)^  - J <Q}  x<0; 

у 3x3  (х2  + 1)5  t > 0>  x > 0 

zaključujemo,  da  funkcija  opada  za  х < 0 a raste  za  х > 0,  dakle,  za  х = 0 
ima  minimum,  jednak  —1. 

4.  Pošto  je 


//  ~ * 
v = ~r 


•3  (х2  + 1)  * ((х2  + l)  * + 3x3  - х^  j < 0 (0  < jx|  < +oo) 


to  je  grafilc  funkcije  konkavan  i nema  prevojmh  tačaka. 

5.  Na  osnovu  dobijenog  crtamo  grafik,  (sl.90).  > 

ЗШу=П±А„ 

< 1.  Funkcija  je  definisana,  neprelddna  i pozitivna  za  svalco  х > 0. 

2.  Iz  očigledne  jednakosti  lim  у = +oo  sledi,  da  je  х = 0 vertikalna 

lim  | = 1,  b = lim 


asimptota.  Kosa  asimptota  je  у = kx  + 6,  gde  je  k 

(у  - х)  = |,  tj.  у = х + 

3.  Prvi  izvod  у'  zadovoljava  nejednakosti 


У'  ~\x  5 (l  + x)2  (2x- 1) 


х~~*Ч-оо 


1 . 


-»4-00 


0,  X 7)  j 


sledi,  funkcija  opada  za  0 < х < | a raste  ako  je  х > тј,  tj.  za  х — ^ funkcija 
ima  minimum,  jednak  |\/3  « 2, 60. 
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4.  Pošto  je 

у"  = (1  + ж)~5  >0  (0  < х < +oo) , 

to  je  grafik  funkcije  konveksan. 

5.  Grafik  je  nacrtan  na  (sl.91).  > 


•4  1.  Funkcija  je  definisana  i neprekidna  za  sve  x\  periodična  je  sa 
periodom  27г;  ima  kooidinatni  početak  za  centai  simetrije;  у = 0 za  х — ктт, 
k € Z.  Očigledno  je  sgny  = sgn  sin  х . 

2.  Asimptota  nema.  Uzimajući  u obzii  peiiodičnost,  ispitaćemo  je  samo 
na  segmentu  [0, 2?r] .. 

3.  Na  osnovu  znaka  prvog  izvoda 


1 + 2 cos  х 
(2  + cosx)" 


> 0,  0 < х < 

< 0,  м 

> 0, 


l 


< X < Ti 


< х < 2тг , 


zaključujemo,  da  za  0 < х < 4p  < х < 27г  funkcija  raste,  a za  j < .т  < 
funkcija  opada;  redom  u tačkama  x\  = j i 12  = j ima  maksimum  i 
minimum,  koji  iznose  « 0, 58  i — ~ —0, 58 

4.  Kako  je 


„ 2 sin  х (cos.r  — 1)  j < 0,  0 < х < 7г; 

V ~ (2  + cosx)‘'2  \ > 0,  7Г  < X < 2тг, 

to  je  za  0 < х < 7Г  gtafik  konveksan,  a za  7Г  < х < 2тг  giafik  je  konkavan;  pa 
je  prevojna  tačka  clata  sa  x\  = 7r,  y\  = 0, 

5.  Giafik  je  nacitan  na  (sL92).  > 

312.  у = 

< 1.  Funkcija  postoji,  neprekidna  je  i pozitivna  za  sve  х € ]~oo,  -1]  U 
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|^j_  -|~oo[  \ рг i čgitiu  je  у > 1 za  sve  х iz  oblssti  definiscinostij  gisiik  je 

simetričan  u odnosu  na  oidinatnu  osu;  у (-1  - 0)  = у (1  + 0)  = 2'/5. 

2.  PoSto  je  lim  у = 1,  to  je  у = 1 asimptota  funlccije,  lcad  х — * co. 

' х— »±оо 

3.  Imamo 


> 0,  х < -1 
< 0,  х > 1, 


sledi,  funkcija  za  х < —1  raste,  a za  х > 1 opada,  u tačkama  х — ±1 
ima  krajevni  maksimum,  jednak  2'y-  (funkcija  f,a<x<a(j3<x<b} 
ima  u tački  a ( b ) krajnji  maksimum,  ако  postoji  polu  okolina  \a,  <5[  C (a,  а\ 
(}(3,  б[  C ]/3,  b})  takva,  da  je  / (a)  > f (х)  (f  (b)  > f (х))  za  sve  a:  iz  te  polu 
okoline,  Analogno  se  defmiSe  kiajnji  minimum). 

4.  Očigledno  je 


sledi,  giafik  funkcije  je  konveksan. 

5.  Grafilc  je  dat  na  (sl.93).  ► 


313.  у — хх  .. 

^ 1*  Funkcija  je  definisana,  nepiekidna  (kao  kompozicija  elementarnih 
funkcija:  у — х*  — e * *nx)  i pozitivna  za  х > 0. 
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2.  lim  у = lim  = 1,  zato  je  у = 1 asimptota. 

х — >-f-oo  х — 

3.  Iz  jednakosti 


> 0,  0 < х < e; 

< 0,  e < х < +oo, 


proističe,  da  za  0 < х < e funkcija  raste,  a za  e < х < +oo  opada,  zai-e 
ima  maksimum,  jednak  e« ; pored  toga  je  у (+0)  = 0. 

4.  Pievojne  tačke,  konkavnost  i konveksnost  nećemo  ispitivati. 

5.  Grafik  je  nacrtan  na  (sl.94).  > 

314.  г/  = (1  + .х')г. 

< 1.  Funkcija  je  defimsana  za  х > —1;  х ф 0;  pozitivna  i nepiekidna  u 
toj  obiasti  Pošto  je  lim  (1  + х)*  = e,  to  je  х = 0 tačka  otldonjivog  prekida. 

2.  Iz  relacije  lirn^  у = +oo;  ^lim^  у = 1 siedi  da  je  prava  х — —1 

asimptota  giafika  funkcije,  kad  х -»  -1  + 0,  a prava  у=1Шх->  +oo. 

3.  Izvod 


У =У 


ln  (ж  + 1) 


X (ж  + 1) 


— 1 < х < 0,  0 < ж < +оо 


је  negativan  u oblasti  definisanosti.  Zaista,  uzimajući  u nejednakosti  piimera 
161, g)  =x,  imamo  nejednakost 


- < ln  (1  + ж)  < ж (ж  > 0) , 

1 + ж 


која  је  ispunjena  i za  —1  < ж < 0 Polazeći  od  nje,  dobijamo 


У -V 


ln  (ж  + 1) 


ж (ж  + 1) 


ж- 


< У 


X 


х (ж  + 1)  ж2  + ж3 


Na  taj  način,  funkcija  opada  na  svakom  od  inteivala  definisanosti, 

4.  Pokažimo  da  je  diugi  izvod 


У"  = У 


ln  (ж  + 1) 


ж (ж  + 1) 


ж2 


+ -з  (21п(1  + ж)- 


2ж  + Зж2 

(1  + ®)5 


pozitivan,  U tom  cilju  lazmotrimo  funkciju 


<p  (ж)  = 2 ln  (1  + ж)  — 


2ж  + Зж2 
(1  + ж)2 


Pošto  је  <р'  (ж)  = 


2 12 

(ТТхр 


> 0;  -1  < ж < +оо  i <р{0)  = 0,  to  је  <р(х)  < 0, 
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za  _i  < х < 0 i <p{x)  > 0,  ako  je  0 < х < +co  Tada  je  > 0 za 

ll  < s < 0,  0<ж<  +oo;  Dalde,  za  sve  viednosti  promenljive  iz  oblasti 
definisanosti’funkcije,  imamo  da  je  у"  > 0,  tj.  giafik  funkcije  je  konveksan, 
na  svakom  od  intervala  defmisanosti 

5.  Na  osnovu  rečenog,  crtamo  grafik  funkcije,  (sl.95).  > 


315.  у = х-  (1  + i)*  (х  > 0) . 

■4  l.  Funkcija  je  definisana,  nepreiddna  i pozitivna  za  sve  х > U; 
y(+0)  = Нт^  xelln(1+*)  =0 

2.  Za  kosu  asimptotu  у = kx  + b,  imamo: 


k = lim  — 
х— >4-oo  х 


; lim 

X~~+"fOO 


1 + 


b = lim  (у  - ех)  = lim  ж (exln(1+*)  - e) 

X"— >4*oo  з:—>4-оо  \ / 


х-- >4*oo 

lim  х 

ДЈ“~*4"00 


K*“2^+o(?0) 


■ e } = lim  e 

х— >4-oo 


; +0(1) 


e 

'2' 


3.  Imamo 

у' = y (i(šr+T) + ln 

Odavde  sledi  da  funkcija  raste  za  х > 0. 

4.  Drugi  izvod 


>0 


V 


)i 


= У 


(ж  (ж"+  1) 


+ ln2 


х + 3 \ 

X (1  + X')2  / 


je  pozitivan . Da  je  to  tako,  uvedimo  novu  piomenljivu  t = j i primenuno 
primer  186,  stavljajući: 

<p  (t)  = ((1  + 1 ) ln  (1  + 1)  + 12)2  ; ijj(t.)  = t4  + 3f3  + 11]  to  = 0,  k = 4. 
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Tada  su  ispunjeni  svi  usiovi  piimera  186.  Sledi,  у"  > 0 za  х > 0 tj.  grafik 
funkcije  je  konveksan. 

5.  Grafik  je  nacrtan  na  (sl.96).  > 


316.  у = 

< 1.  Punkcija  je  definisana,  neprekidna  i pozitivna  za  sve  vrednosti  х, 
izuzev  tačaka  ±1,  za  koje  je 

у (—1  — 0)  = 0;  у (-1  + 0)  = +oo;  у(1-0)  = +оо;  у (1  + 0)  — 0. 


Grafik  je  simetričan  u odnosu  na  у osu. 

2.  Imamo  prave  х = — 1 i х = 1 za  vertikalne  i pravu  у = 0 za  horizon- 
talnu  asimptotu  funkcije 

3.  Nalazimo 

у'  = 2x3el~x‘} 


3 — хi 2 


(1+X2)2(1 


-х2)2 


Pošto  je  у'  > 0 za  -oo  < х < -\/3;  0<х<1;1<х<  \/3>  to  na  svakom 
od  tih  intervala  funkcija  raste;  dalje  je  у'  < 0,  za  — \/3  < х < —1;  -1  < х < 
0;  V3  < х < +оо,  tj,  na  tim  intei  valima  funkcija  opada.  U tački  х = 0 ima 
minimum  jednak  e,  a u tačkama  х = ±\/3  funkcija  ima  maksimum,  jednak 

4^Š  ~ °’ 15” 

4.  Za  diugi  izvod  dobijamo 


у"  = 2 У 


2x6  (3  - х2)2  + х2  (l  — х2)  (9  + х2  + 7x4  — х6) 


2^2 


(1  — X2)  (1  + X2) 


i očigledno  je  у"  > 0 za  jx|  < 1 Zatim  je  у"  (\ДД)  > п;  у"  (л/З)  < 0 i 
у"  (х)  — + +0  kad  х — ► +со.  Sledi,  u svakorn  od  intervala  ] 1,  л/З  [ , ] л/3,  +oo  [ , 
a zbog  parnosti  i u svakom  od  intervala  ] — oo.  — \/3  [ , ] — \/3,  — 1 [ funkcija  ima 
bai  po  jednu  pievojnu  tačku. 

5.  Grafilc  je  nacrtan  na  (sl  97).  > 
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Ispitati  tok  i nacrtati  giafike  krivih  koje  su  date  paiametarski: 
317.  х = 2t  — t 2,  у = 3i  — t3. 

чј  1.  Obe  funkcije  х , у su  definisane  i nepiekidne  za  — oo  < t < +oo  i pri 
tom  je  — oo  < х < 1;  -oo  < у < +оо..  Dakle,  funkcija  у = y(x)  je  definisana 
za  -oo  < х < 1. 

2.  Pošto  х ( t ) — > — oo;  у ( t ) — > +оо,  -~||j  — > ±oo  lcad  t — * ±oo,  to  grafik 
funkcije  nema  asimptota 

3.  Izvod 

dy  3 1 — t2 

dx  2 1 — t 

za  h = —1  postaje  nula  (х^  = —3)  a za  t2  = 1 (х’2  = 1)  ima  otklonjiv  prekid, 
gde  je 

lim  ~ =3. 
t~*  1 dx 


4.  Drugi  izvod 


fy  = 3 (1  - t2)2 
dx2  4 (1  - tf 


ima  prekid  u tački  t = 1.  Iz  tabele 


t 

t<- 1 

— 1 < t < 1 

t > 1 

X 

х'  < —3 

— 3 < х < 1 

х < 1 

У 

У > -2 

-2  < у < 2 

У<  2 

<k 

dx 

1F°~ 

“f^o" 

ш 

Jl 

sledi  da  funkcija  opada  za  х < — 3 a raste  ako  je  -3  < х-  < 1;  za  х = —3  ima 
minimum  jednak  — 2 a za  х = 1 maksimum  jednak  2.  Ako  zatim  х raste  od 
— oo  do  1,  grafik  funkcije  je  konkavan,  a ako  х opada  od  1 do  — oo  grafik  je 
konveksan,  i prevojna  tačka  je  (1,2) .. 

5.  Na  osnovu  dobijenog,  na  (sl.  98)  nacrtan  je  grafik  krive.  > 

318.  х = јгј,  у = ^rzi- 

< Funkcija  x(t)  je  definisana  i neprekidna  za  svako  t ф 1,  očigledno 
prave  t = lix  = t + lsu  njene  asimptote , Zatim  je  х'  (t)  — , odakle 

sledi  da  х (t)  raste  na  svakom  od  inteivala  ]— oo,  0[ ; ]2,  ±oo[  a opada  na  ]0, 1[ 


i]l,2[; 


ZI13-C1  *Tmax 


0 za  t = 0;  x'min  = 4 za  t = 2.  Grafilc  funkcije  х = х (t) 
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nacitan  je  na  (sl.99). 


sl  98  sl  99 


Punkcija  у ( t ) je  đefmisana  i nepiekidna  za  sve  t ф ±1;  prave  t = ±1  su 
asimptote.  PoSto  je  у'  (t)  = - < 0,  to  funkcija  у (t)  opada  na  svalcom 

od  intei  vala  definisanosti  (sl.100)  . 

Iz  ispitivanja  navedenih  funlccija,  sledi  da  je  у = у (х)  definisana  za 


— oo  < х < 0;  4 < х < +oo.  Pošto  х (t)  -»  ±oo,  у (t)  — * +0  kad  t — > ±oo; 
x(t)  -»  -\,y(t)  -»  ±oo  kad  f -»  -1  ± 0;  to  su  prave  у = 0 i х = -\ 
asimptote  grafilia  funkcije  у = y(x) , Pored  toga,  % -*  \,  У — f — — f ^ 


t -» 1,  sledi,  у = | - f je  kosa  asimptota. 


Nalazimo  izvode: 


dy  f2  + 1 #y  _ 2 (t  — l)3  (t3  + 3ž  + 1) 

dx~  t(t  — 2)(t  + l)2  ’ dx2  t3  (t  - 2)3  (t  + l)3 


iz  kojih  sledi,  da  je  y"2  = 0 za  to  « —0, 32;  ti  = 1;  х (to)  ~ —0, 07 ; у (fo)  ~ 
0,37.  Najpre  se  cita  grafik  na  odvojenim  intervalima. 

Ako  je  — oo  < t < -1,  to  je  -oo  < х < -\\  -oo  < у < 0;  y'x  < 0; 
y"2  < o (sl.101) . Za  -1  < t < 0,  je  -\  < х < 0;  0 < у < +oo.  Drugi  izvod 
> 0 za  -1  < t < t0  i y"2  < 0 za  t0  < t < 0;  sledi,  za  t = f0  dobijamo 
prevojnu  tačku  (.'c0)J/o)  > gde  je  ж0  w —0,07;  y0  ~ 0,37  (sl.102). 


sl  100  sl  101 
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Neka  je  0 < t < 1.  Tada  je  -oo  < х < 0,  — oo  < у < 0,  y'x  > 0,  y"2  > 0 
(sl.103)  Za  1 < t < 2,  je  4 < х < +oo,  § < у < +oo,  y'x  > 0,  y"2  < 0 
(sl.104). 


sl  102  sl  103  sl  104 


Na  kraju,  za  2 < t < +oo,  je  х > 4;  0 < у < §;  y'x  < 0;  y"2  > 0 (sL105). 
Konačan  giafik  clat  je  na  (sl,  106)*  > 


sl  105  sl  106 


319.  х = t + e"',  у = 2t  + e~2t. 

< Na  uobičajeni  način  detaljno  ispitarao  funkcije  х — х ( t ) i у — y(t) , 
i nacrtamo  njihove  grafike  (sl.107). 


сП  t o'  t 

sl  107 


Odatle  sledi  da  treba  razmatrati  slučajeve  t < 0 i t > 0.  Pošto  je  y'x  — 
2 (l  + e-t)  > 0;  y"2  — —2  (e4  — l)  to  je  u prvom  slučaju  funkcija  rastuća 
i konkavna,  a u drugom  opet  iastuća  i konveksna.  Za  х = 1 funkcija  ima 
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minimum  jednak  1.  Dalje,  kad  t -»  +oo,  f -+  2,  tako  da  je  tada  prava  у = 2x 
kosa  asimptota  giafika  funkcije  (sl.108).  ► 


320.  х = V = tan3 1 (a  > 0) . 

< Lako  se  ustanovljava  da  je  grafik  kiive  у = у (х)  simetričan  u odnosu 
na  obe  ose  i da  je  dovoljno  uzeti  da  t € [0,  § [ . Za  te  vrednosti  paiametia  t 
je  х > 0 i у > 0.  Iz  činjenice  da  je  tada 

y'x  = sin  t i y"i  = — cos5 1 sin"1 1 


dobijamo  intervale  monotonosti,  konveksnosti  i konkavnosti  funkcije.  Nalažen- 


jem  limesa 


k- 


x(t) 


i b — lim  (у  (t)  — k х (t)) 


dobijaino  da  funkcija  nema  kosu  asimptotu. 

Giafik  krive  za  sve  t (cos  f # 0)  dat  je  na  (sl.109).  ► 

Predstaviti  jednačine  krivih  u pai  ametarskom  obliku,  i nacrtati 

njihove  grafilce,  ako  je  : 

321.  xl  + у2  = х4  + ул 

Uzimajući  у — tx  (t  > 0) , sledi 


1 -И2 
1 +t4 


,y  = t 


1 + t2 
1 + 14 ' 


Detaljnim  ispitivanjem  funkcija  х.у  dobijaju  se  svojstva  date  luive  (sl.110), 
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Čiji  je  grafik  simetričan  u odnosu  na  obe  ose  i na  koorđinatni  početak.  > 

322.  x2y2  = ж3  - ;;Д 

< Smenom  у = tx,  dobijamo 

x = Jo-t,  y = j-t2  (t  Ф 0) 

Iz  parametaiskog  predstavljanja  laive,  imamo  i jednakosti: 

9 1 1 o 2 

У = ~x  - J + У =x-t  + t2, 

odakle  sledi,  у2  ~ х kad  t — > ±0  (tada  х —*  +oo,  у — > ±cxd);  у ~ ж lmd 
t — > ±oo  (tada  .т  — > ±oo,  у — > — oo) 

Polazeći  zatim  od  jednakosti:  х— у = u,  х+у  = u,  dobijamo  (rr  — гг)2  = 
12d2,h  + 4a3,  odakle  sledi  simetričnost  giafika  u odnosu  na  pravu  v = 0,  tj. 
na  pravu  х + у = 0.  Ostatak  ispitivanja  se  ostavlja  čitaocu.  Grafik  je  dat  na 
(sl.  111).  > 

323.  xy  = yx  (х  >0,  у > 0) 

< Neka  je  у = (1  + 1)  х (1  + 1 > 0,  t ф 0) . Tada  je 

x = (l  + <)‘ , у = (1±<)1+Г 


Ako  je  t = to  funkcija  у ~ х zadovoijava  polaznu  jednačinu.  Pošto 
х (t)  — > 1 , у (t)  —*  +oo  kad  t — > +оо  i o;  (i)  — j-  -foo,  у (t)  — > 1 kad  t -+  — 1 + 0, 
to  su  piave  х = 1 i у ~ 1 asimptote  gtafika  funkcije.  S obzirom  da  je 


с1У  - n < t\  t-\n(l+t) 

љ-<1  + г>+з,мГ TT) 


<0 


(primei  161,  g)); 


cfy 

dx2 


(1  + t)x 


3t2  — 2 1 (t  + 2)  ln  (!+#)  + (!  + 1)  ln2  (1  + 1) 


(т+г  ln  (1  + t 


))' 


>0 


(3t2  + (1  + 1)  ln2  (1  + 1)  < 2 1 (t  + 2)  in  (1  + t)  prema  primeru  186),  to  je 
funkcija  у = у (х)  opadajuća  i konveksna  (sl.53).  > 

324.  Nacitati  grafik  lcrive  cosh2  х — cosh2  у = 1. 

< Giafilc  kiive  je  simetričan  u odnosu  na  obe  ose.  Ako  je  х > 0, 
у > 0 onda  jednačina  jedne  grane  lcrive  glasi  sinh  х = coshy,  odalde  je 
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х = ln  ^cosh  у + л/l  + coslr  у j ..  Lako  se  dobija,  da  je  prava  х — у kosa 
asimptota  te  funkcije.  Iz  izvoda 

, sinh  у 

У л/l  + cosh2  у ’ 

sledi  da  funkcija  х = х (у)  raste  za  y > 0,  a u tački  у = 0 dostiže  minimum, 
jednak  ln  (l  4-  \/2)  - Dalje  je 

„//  _ 2 cosh  у 

x _ _ ;> 

(l  + cosh“  у)  - 

t.j.  grafik  je  konveksan  Uzimajući  u obzir  simetiičnost  lciive  u odnosu  na 
obe  ose,  crtamo  grafik  krive  (sl.112),  > 


Nacrtati  grafike  funkcija,  koje  su  zadate  u polainom  koordinat- 
nom  sistemu  {p,p)  P > 0. 

325.  p = а^,  gde  je  > 1 (n  > 0) 

< Funltcija  р {џ>)  je  neprekidna,  kao  elementarna;  ^lim  q p {<p)  = +oo, 
tj  ima  asimptotu  <p  = 1;  lim  р(<р)  = 0,  tj.  kiiva  asimptotsld  ulazi  u pol 
po  spirali.  Nađimo  izvod 


P* 


1 


tanh  (р 

cosh2  <р  {<p  — 1)  {ip  — l)2 


poSto  je  p - 1 < h sinh  2<p  za  ip  > 1,  to  je  p'v  < 0;  sledi,  funkcija 


(sl.113).  > 

326.  p — arccos  // 

•4  Oblast  definisanosti  funkcije  dobija  se  iz  nejednakosti 


p (</?)  opada 


2,11.  ТОК I GRAFIK  FUNKCIJE 


ЗБ7 


odakle  sledi, 


P 1 


-1  + ч/5 


< p < +СХ)  . 


Limesi  funkcije  <p  u graničnim  tačkama  su 


7Г 


Jim  ф(р)  = 7г;  lim  <p{p) 


Pošto  je  p — 1 p2,  to  funkcija  џ>  (p)  nema  nula  i pozitivna  je  Njen  izvod 


Pc 


P- 2 


pokazuje,  da  u tački  p = 2 funkcija  postiže  minimum,  jednalc  arccos  | U 
tački  p = p\  izvod  ne  postoji;  funkcija  u toj  tački  postiže  kiajevni  maksi- 
mum,  jednalc  7r„  Za  p\  < p < 2 funkcija  opada,  a za  p > 2 raste. 

Како  je  već  napomenuto,  funkcija  ima  veitikalnu  asimptotu  (prema 
limesima  na  krajevima  intervala  defmisanosti) . Nađimo  njeno  rastojanje 
« od  pola.  Imamo, 


a = lim  pcos<p  (p) 

p—*C O 


lim  р^—ц 

OO 


1 


= 1 


Grafik  je  dat  na  (sl„114),  > 


Nacrtati  grafike  familije  krivih  («  je  patametar). 

327.  y = x±  ,/«(1  - z2).. 

< Postoje  dva  slučaja:  a)  a > 0;  b)  a < 0 

a)  a > 0..  Oblast  definisanosti  je  dat  sa  |aj  < 1.  Nule  funkcije  su  x\p  = 
±Jj^‘,  za  < x < 1>  funkcija  у = х + У«  (1  -х2)  је  pozitivna,  а za 
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—1  < х < negativna;  za  — 1 < х < funkcija  у = x—\fa 

je  negativna,  a za  Jf+  <x  <1  pozitivna.  Nađimo  izvod 


у'  = 1 ± • 


Odatle  sledi,  da  funkcija  у — х + л/а(1  — х2)  za  х = Ј ima  maksimum 


jednak  л/а  + 1,  a funkcija  у = х 
jednak  — fa  + 1. 

Iz  iziaza  za  drugi  izvod 


• :т;'- ) minimum  za  х = — у ^rf 


у"  = ± 


(1-X-2)V^ 


sledi,  da  je  gi-afik  prve  giane  konkavan,  a druge  konveksan  (sl.115).  Ako 
se  a menja  od  0 do  +oo  dobija  se  familija  elipsi,  koje  sve  prolaze  kioz  tačke 
(-1,1)  i (1,1)  (sl.116). 


sl  115  sl  116 
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У t! 


I Jfhte 


Ж* 


>5/ 

'/Ч>  //  // 


m/i 


b)  a < 0.  Oblast  definisanosti  funkcije  je  j-co,  —1]  U [1,  +oo[ . Asimptote 
su  у — kix  + b;  у = k%x  + b , gde  je 

х + \/  — a (х^  — 1 ) . 

k\  2 — lim  — = 1 ± y/—a;  b — 0 

' X — »-{"DO  X 

Grafik  je  dat  na  (sl.117).  ► 

328.  у = xe~a . 

< 1.  a > 0.  Funkcija  je  pozitivna  za  х > 0,  negativna  za  х < 0 Imamo 


У =e 


(*-:) 


Odatle  sledi,  da  za  х = a funkcija  ima  maksimum  jednak  Dalje  je 


//  _E  / x 2 

У = e - — - - 

\+  a 


odalde  se  dobija  da  u tački  х = 2a  funkcija  ima  prevoj,  kao  i da  je  za  х < 2a 
grafik  konkavan,  a za  х > 2a  konveksan,  Prava  у = 0 je  asimptota  grafika 
funkcije,  kad  х — + +oo. 
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2.  Ako  je  a < 0,  to  se  siučaj  svodi  na  prethodni,  ako  se  u njemu  х zameni 
sa  — х,  a у sa  —у  . 

Grafik  familije  krivih  nacrtan  je  na  (sl.118,  119).  > 


sl  118  sl  119 

2.12  Zadaci  iz  maksimuma  i minimuma  funkcija 

329.  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / nenegativna,  onda  funkcija  F (х)  = 
c/2  (:c)  (c  > 0)  ima  ekstremume  u istim  tačkama  kao  i /. 

< Određenosti  radi,  neka  funkcija  f u tački  x-q  ima  maksimum  Tada 
postoji  б > 0,  tako  da  za  sve  х za  koje  je  0 < \x  — жо|  < б važi  f (х)  < f (xq) 
PoSto  je  / (х)  > 0 i c > 0,  iz  poslednje  nejednakosti  se  dobija: 

c/2  (х)  < cf 2 (:c0) , 

tj.  F(x)  < F (xq)  . Dobijeno  znači,  da  funkcija  F u tački  :c0  postiže  maicsi- 
mum.  U slučaju  minimuma  postupa  se  slično  > 

330.  Dokazati,  da  ako  funkcija  <p  iaste  u strogom  smislu  za  -оо  < х < 
+со,  onda  funkcije  / i уз  o f imaju  ekstremume  u istim  tačkama. 

< Neka  funkcija  / u tački  :c0  ima  maksimum  Tada  za  sve  х iz  okoline 
0 < јх  - x'o|  < б važi  : 

/(*)</(*  o). 

Po  pretpostavci  o funkciji  <p,  imamo  da  je 

4>(f(x))  < <P(J  (xo))> 

za  sve  х iz  navedene  okoline.  Analogno,  se  pokazuje  da  ako  u xq  funkcija 
ip  o / ima  maksimum,  tada  u toj  tački  funkcija  / ima  maksimum,  > 

331.  U kojem  sistemu  logaritama  postoji  broj,  jednak  svom  logaritmu? 

< Neka  je  у osnova  traženog  sistema  logaiitama.  Tada  saglasno  uslovu, 

log^  X = X (х  >0,  у > 0,  у ф\) 


lmamo 
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odalcle  јеу  = х*  Funkcija  у je  već  ispitana  u primeru  313.  Ođatle  sledi  da 
je  у < eč,  tj.  u svim  sistemima  sa  osnovom  у (0  < у < e« , у ф 1)  takvi 
brojevi  х postoje.  > 

332.  U dati  kružni  odsečak  koji  je  manji  od  poiula uga  upisati  pravougaonik 
maksimalne  povrSine. 

■4  Neka  je  х visina  a 2 у šiiina  pravougaonika.  Sa  (sl.120).  imamo 


0 

sl  120 

S = 2 ху  = 2R2  sin  p (cos  y>  — cos  а) . 

Izjednačavanjem  izvoda  sa  nulom, 

S'  (ip)  = 2 R2  (2  cos2  tp  — cos  < p cos  a — l)  =0, 

imamo 

cos  a + у/ cos2  a + 8 cos  a — Vcos2  a + 8 

cos  кр\  = , cos  (/32  = 4 . 

Luk  tp2  ne  odgovara  smislu  zadatlra. 

Pošto  je  S'  (<pi  — e)  > 0;  S'  (<p\  + e)  < 0 (e  > 0 dovoljno  malo),  to  za 

cos  a + \/cos2  a + 8 
costpi  = 

funkcija  S (p)  ima  maksimum.  ► 

333.  U elipsu  = 1 upisati  pravougaonik  maksimalne  površine, 

tako  da  mu  stranice  budu  paraleine  osama  elipse. 

•4  Ako  sa  х,  у označimo  dužine  stranica  pravougaonika,  onda  je  površina 
S = 4 ху.  Jednostavnosti  radi,  uzmimo 

х = acos t,  у = bsint . 

Tada je  S = 2absin2t,  odalde  sledi  da  je  5max  = 2a6  za  t = pa  je  х = -ђ=, 
у = -K  S obziiom  da  znamo  stianice,  lako  je  upisati  pravougaoniic.  > 

334.  Kroz  tačku  M (x,y)  elipse  Џ + = 1 postaviti  tangentu,  taico  da 

sa  koordinatnim  osama  gradi  trougao  najmanje  površine. 
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<l  Jednačina  tangente  na  elipsu 
(ж0,Уо)  glasi 


xxQ  уу  o 


= 1, 


= 1 u tački  sa  kooidinatama 


odakie  sledi  da  tangenta  gradi  na  svakoj  od  osa  redom  odsečke  i j+ 
Znači,  povišina  tiougla  je  S = Paiametrizujući  jednačinu  elipse  (kao 

u prethodnom  primeiu),  dobijamo  da  je  5 = +^7,  tj  5m,n  = ab  za  t = 
pa  je  onda  гсц  = ?/o  = ^75 - ► 

335.  Popreeni  presk  otvorenog  kanala  ima  oblik  lavnokrakog  tiapeza, 
Odrediti  nagibni  ugao  bočne  strane  kanaia,  tako  da  je  obim  pokvašenog  dela 
tiapeza  najmanji,  ako  je  površina  poprečnog  preseka  S a visina  /1? 

< Obim  P određen  je  formulom  (sl.121). 


P = a + — 


2/i 


sm<p 


a površina  pieseka 


Iz  (1)  i (2)  nalazimo 


Izvod 


S = h ( a + h cot  <p) 


S , 2 h 

P = - — h cot  <p  + — 

/1  Sin<p 


P'  = /г 


sin2  tp 


2cos  <p 
sin2  9? 


(1) 


(2) 


pokazuje,  da  za  <p  = f funkcija  P postiže  minimum.  > 

336.  Krivinom  zatvorene  konture,  koja  ograničava  lik  povišine  S,  naziva 
se  količnik  obima  te  konture  i obima  kružnice  povišine  takođe  S Odrediti 
oblik  ravnokrakog  tiapeza  ABCD  ( AD  je  paralelno  sa  BC ),  koji  ima  naj- 
manju  krivinu,  ako  je  osnovica  AD  = 2a  i oštai  ugao  BAD  = a. 

o Neka  je  П krivina  tiapeza.  Tada,  saglasno  definiciji,  irnamo  (sl.122). 


s 1 121  si  122 


П 


L 

2>/тт£’ 
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o'ds  je  S = AB sin oc\  L = 2AB  -t-  BC  -(-  2 ci.  Pošto  je 


2a  — BC  = 2 AB  cos  a, 


(1) 


to  uzimajući  AB  = х,  dobijamo 


2a  4-  х (1  — cos  a) 
\FJ\J  (2a  — х cos  a)  х sin  a 


Ispitujući  ekstiemume  funkcije  fj  (х) , dobijamo  da  ona  ima  minimum  za  х = 
flsec 2 f , Iz  (1)  sledi,  BC  = 2a  tan2  f PoSto  je  sada  AD  + BC  = AB  + CD , 
to  se  u talcav  tiapez  može  upisati  kiužnica,  tj,  tiapez  je  tangentni  > 

337,  Koji  isečak  kiužnice  polupiečnika  R tieba  uzeti,  da  bi  se  od  ostatka 
dobila  kupa  maksimalne  zapremine? 

< Ako  je  a centralni  ugao  pieostalog  isečka,  onda  je  zapremina  odgo- 
vaiajuće  lcupe  data  sa 

Ispitivanje  ekstiemuma  ove  funkcije,  dobija  se  da  ona  ima  maksimum  za 

a = 2*Л  > 

338.  Dva  bioda  plove  konstantnim  brzinama  u i v po  piavama  koje 
grade  ugao  в.  Odrediti  najkraće  lastojanje  izineđu  njih,  ako  su  oni  u jednom 
tienutku  udaljeni  od  preseka  puteva  za  a i 6, 

-4  Po  kosinusnoj  teoremi  sledi 

r 2 = (a  + ut)2  + (b  + ut)2  — 2 (a  + ut)  ( 6 + vt)  cos 0 


(sl.123),  gdejer  rastojanje  između  njih  u trenutku  t.  Ispitiijući  ekstiemume 
funkcije  7' 2 (t) , nalazimo 

. (bu  + av)  cos  9 — au  — bv 

т (to)  — 07  t()  — n z ^ ; o ' 

ul  - 2 uv  cos  9 + vl 


Zamenjivanjem  fo  u r2  (t) , dobijamo 

\ub  — uajsin^ 

{ min  s/u2  - 2ut>  cos  0 + v2 
Ako  u zamenimo  sa  -u,  onda  na  osnovu  jednakosti 


sin  (тг  - 0)  = sin  0 i cos  (тг  — 9)  = — cos  9 
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dohijamo 

|u6  + шг|  sin  в 

mm  \/и'г  — 2uv  cos  9 + v~ 

339.  Svetlosna  tačka  se  nalazi  na  pravoj  odeđenoj  centiima  sfera  polupiečnika 
R i r,  koje  se  ne  selcu.  Odrediti  položaj  svetlosne  tačke  na  toj  pravoj,  tako 
da  je  zbir  osvetljenih  deiova  sfera  najveći,  pod  uslovom  da  je  svetiosna  tačka 
van  tih  sfera. 

< Iziazimo  zbir  osvetljenih  površina  sfeia  kao  funkciju  od  х (sl.124). 


Imamo 

2тг R (. R - a?o)  = 2тгј?2  (l  - ^ j ; 

2m 2 («  > r + х) , 

gde  je  ci  lastojanje  izineđu  cenfcam  sieia.  Tieba  ispitati  elcstremume  funkcije 
f = S+S\s  Nalazimo  viednosti  ж,  za koje je postignufc  maksimum  fce funkcije; 
pii  tom  је 

a 

a > r + х = ? 4 з*  i 

n-(i)5 


s = 
Si  = 


odakle  sledi  n > r + R\p^- 

Ako  je  f (х)  < 0,  onda  je  maksimalna  vtednost 
i tada  važi  nejednakost 


п < r + R 


postignuta  zax-i 


a — r, 


340.  Na  kojoj  visini  iznad  centra  okruglog  stoia  polupiečnika  a treba 
staviti  električnu  lampu,  da  bi  osvetljenost  luajeva  stola  bila  najbolja? 

< Pod  osvetljenošću  se  podrazumeva  veličina 


I = k 


sm<p 

'~7Г~ 
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gde  je  r rastojanje  od  izvora  svetlosti  do  tačke  osvetljenja,  k = corist,  <p 
ugao,  piedstavljen  na  (sl.125)  Imamo 


1{х)  = 


кх 

(ar  + 


odakle  nalazimo  visinu  xq , za  koju  je  postignut  maksimum  funkcije  I (х)  : 

a 

г"°  л/2" 

341.  U reci  Siiine  a metara  izgiađen  je  pod  piavim  uglom  kanal  Sirine 
b rnetaia.  Ko  ja  je  maksimalna  dužina  broda  koji  može  ući  u taj  kanal? 

■4  Dužina  bioda  l,  kao  Sto  sledi  iz  (sl.126), 


a 

sl  125  sl  126 


jednaka  je 

b a 

т 1 ■ 

sm  (p  cos  (p 

Ispitivanjem  eksfciemuma  funkcije  /}  dobijamo,  da  ona  uzima  maksimum  za 


( p = arctan 


Na  taj  način,  maksimalno  moguća  dužina  broda  jednaka  je 


3 

2 


metara,  > 

342-  Dnevni  rashodi  plovidbe  broda  sastoje  se  iz  dva  dela:  konsfcanfcnog, 
jednakog  a mbalja,  i piomenljivog,  koji  laste  proporcionalno  kubu  bizine, 
Pri  lcojoj  bizini  v je  plovidba  bioda  najekonomičnija? 

< Prefcpostavimo  da  brod  pielazi  Skm  za  T dana.  Tada  je  rasliod  R 
jednak 

Tci  + кГиг  j 

gde  je  k koeficijent  propoicionalnostL  No,  kako  je  T = f , to  je 
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ođakle  nalazimo  brzinu,  za  koju  je  rashod  minimalan: 


343.  Teret  težine  P,  lcoji  leži  na  hoiizontalnoj  hiapavoj  ravni,  treba 
pomeiiti  piimenom  sile  Pod  kojim  uglom  sa  hoiizontalnom  lavni  je  ta  sila 
najmanja,  ako  je  koeficijent  tienja  teieta  jednak  /с? 

<j  Razlaganjem  sile  na  komponente  (veitikalnu  i horizontalnu)  i prema 
njihovoj  lavnoteži  dobijamo  (si.127). 

T = Fpk  = (P  - F sin  a)  k = FT  = F cos  <p, 

odakle  je  F fcshivš+cos^  , 

Ispitujući  ekstiemume  funkcije  F{ip),  naiazimo  da  je  za  <p  = aictanfc 

veiičina  sile  F najmanja  ► 

344,  U čašu,  koja  ima  oblik  polukugle  polupiečnika  a,  spuštena  je 
osovina  l > 2a 

Naći  položaj  lavnoteže  osovine. 

« Nađimo  potencijalnu  energije  f{  osovine  u odnosu  na  dno  čaše  Imamo 
J]  = mgh,  gde  је  h - | sin  <p  + y visina  težišta  osovine  u odnosu  na  dno  čaše 

(sl.128). 


s(  127  sl  128 


Dalje,  pošto  je 

tan  <p  = 

to  dobijamo  х = — acos2v? 

Koristeći  jednačinu  polukiužnice,  nalazimo,  da  je 

у = о(1  ~sin2(p)  • 


I tako  je  П = m9  (I  sin  9 + a (1  — sin  2<p))  , Pošto  osovina  teži  položaju 
sa  minimalnom  potencijalnom  energijom,  to  je  neophodno  naći  <ра,  za  koje 
funlccija  П postiže  minimum.  Imamo 


Ф + 128a- 


cos  = 


16a 


Pošto  je  cos <p  < 1,  to  je  ravnoteža  moguća  samo  za  / < 4a;  za  l > 4a 


ravnoteža  je  nemoguća.  ► 
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2.13  Zadaci  za  samostalni  rad 


Naći  izvod  sledećili  funkcija: 
f sin2  тгх,  х € Q; 

1 1{x)=\0,  X€I. 

2.  a)  /(: х)  = inf  {cos / } ; b)  / (*)  = sup  {cos£} 

0<Z<x  fžSS1 

3.  f (х)  = cosif'  iim  r2"'1' 

4.  a)  / (х)  =<p(<p  (х)) ; b)  / (ж)  = ф (<p  (х)) ; 

c)  / (.т)  = <p  (ф  (х)) ; d)  / (х)  = ф (<р  (х)) , gde  је  <р  (х) 


|»|  < i; 

\х\  > 1; 


Ј ех,  х > 0; 

*<*)  = { l,i<0. 

5.  / (®)  = lim  П c°sh£ 

n_>CX5  fc=i 

6.  а)  1 (*)  = Um  £ Inarctan^g;  b)  / (*)  = lim  Д (l 

Naći  levi  i desni  izvod  sledećih  funkcija: 

7.  a)  у = <p  (-)  , gde  je  <p  rastojanje  do  najbližeg  celog  broja; 

b)  у = min(tan:c,  2 — sin2.T)  (— | < х < f); 

c)  у = гаах  (4l®l,:c2) . 

8.  f(x)  = [х2]  |sirnr.T2j  (nacrtati  giafilc  ove  funkcije) 

9.  a)  / (ж)  = д— jzz-  (х  Ф 1) , / (!)  = 1; 

b)  / (т)  = sr  (з  Ф 1) . / (1)  = 0. 

10.  а)  / (х)  = Ш exsinf2;  b)  / (х)  =Ига  exsin(2 

t — >оо  f — >СО 


11.  / (*)  = Им  (*  > 1)  - 12.  / (X)  = | > * € Qi 

13.  Naći  f!_  (xq)  i f+  (xQ)  u tački  л;0  funlccije  f (х) , ako  je: 

a)  / (х)  = |*|H  i b)  / (®)  = i-inHn'Jf- 

14.  Pod  kojim  uslovom  je  funkcija 


/ (ж)  = |.t|2q  [|x|2^]  (х  ф 0)  i/(0)=0 


difeiencijabilna  u tački  х = 0? 
15.  Neka  је 


- C'/.t'  (1  - т)"-1 , k e N. 

. n / 
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Izvesti  lekuientnu  vezu  za  funkcije  //■  (х) .. 

16.  Iziačunati  Dinijeve  biojeve 


D*f(x) 

D±f(x) 


lim/i 


'i— »±0" 


f(X  + h)-f(x) 


' f(x •■  + h)-f(x) 
h 


liin 
л— ±o 


za  iunkcije: 

„ _ / *«n  i,  X > 0;  b,  _ f a.xsin2  £ + fcxcos2  х # 0; 

а)  У ~ \ 0,  х <0;  j J ~ 1 0,  т = 0. 

17.  Naci  D<^  (х)  , ako  je 


L^k±\  (х) 


D o 


D\  (*) 


(1  - xWl  (*))  Dk.x  (*) 

1,  Di  = 


(k  = 1,2, ,19), 


18.  Dokazati,  da  je  skup  tačaka,  u kojima  se  đesni  i levi  izvod  iazlikuju, 
najviSe  piebiojiv 

Naći  izvod  funkcije,  alco  je  : 

“•  / W = { S w > , »•  / w - 9 {Н  - (-Чн  } 

~21.  f (х)  = f + f (*  - [*]  - з)  { 1 - 2 I*  ~ И - з1 } 

22.  Pokazati,  da  postoji  jeđnoznačna  lealna  funkcija  у = у (*) , defin- 
isana  jeđnačinom 


■х  = 12 у5  - 30i/4  + 40(/:1  - 30jf  + 15y  + 1. 

Naći  jednostrane  izvode  y'x,  ako  je: 

23.  х = 2t  - *2,  у = 3t  - t3  u taćki  t.  = 1. 

24.  х = t + 3 v/l  + 1,  y = 2t-  10  v^l  + t u tački  t = 0. 

25.  х = sin2 1]  у = cos2 1 u tačkama  t = 0 i t = f - Po  čemu  se  razlikuje 
data  funkcija  od  funkcije  у = 1 - ж? 

Naći  (/(.,  ako  je:  o ч 

26.  arctan  (ж2  + у 2)  - lnx-y  -1  = 0.  27.  sin  17  + 17  + \/x~  + ~ 0 
Naći  у'  (0) , ako  je  : 

28.  х2  sin  ^ sin*  = 0 (х  ф 0)  i у (0)  = 0, 

29.  х2  arctan  | + tan  (х  + у)  — 1 = 0 (х  ф 0)  i у (0)  = f . 

Naći  Д у (0)  i dy  (0) , ако  је: 
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30.  у = /i  31.  у = | * £ °;  32.  х = f2  + И ; у = f3  + t; 

Д t ss=  dt  1. 

33.  X = t4  - 4t2;  у = Č - 5/;  A t = c/f  = 1 34.  х = у8  + 5y 

35.  Izračunati  с/у  (0) , ako  je  у + sin  | = 0 (х  ^ 0) , у (0)  = 0 
Neka  su  u i v difeiencijabilne  iunkcije  od  х. 

Izračunati  dy  (0) , ako  je: 

36.  у = uv\  du  (0)  = 5 dx\  dv  (0)  = — § dx\  u (0)  = e;  v (0)  = 1. 

37.  у = aicsin  jj;  du  (0)  = 3dx;  du  (0)  = \/2dx ; u (0)  = 1;  v (0)  = \/2. 
Neka  je  d±y  (х)  = f'±  (:c)  dx.  Naći  d±y  (0) , ako  je 

38.  у = |sin  хј  39.  у = aictan  - (х  ф 0)  i у (0)  = § 

40.  х = |t|-<  - 1;  у = tant;  х(0)  = 0 (|/ј  < f ) 

41.  Naći  у"  (0) , ако  је 

у = х3  (sin  (lnrn  |х|)  + cos  (lnm  |хј))  (х  #0)  i / (0)  = 0, 


gd  је  vi  = ; p,q  €Z.  Da  li  je  neprekidan  diugi  izvod  u nuii?  Može 

П se  izabiati  m,  talco  da  postoii 
У"{  0)? 

42.  Za  које  vrednosti  a,  funkcija  / (х)  = |x|Qsinf,  х ф 0 i / (0)  — 0, 


ima  nepiekiđan  drugi  izvod? 

43.  Naći  у",  ako  je  у = tp  {ф  (х))  i 


ip  (х)  = / x:  ^^,2;  9 ф (х)  = | 

J \ sin х,  |x|  >2;  ( 


ex,  |x[  < 2; 
cosx,  |x|  > 2,. 


44.  Iziačunati  uopSteni  diugi  izvod  funkcije  у (х)  u tački  prekida,  ako 
je/(x)  = ^ (х/0) 

45.  Naći  diugi  izvod  funkcije  у (х) , lcoja  je  inverzna  funkciji  х = х (у) , 
ako  je 

a)  х = у + у3;  b)  х = у + sin  у. 

46.  Naći  d2y  (0)  funkcije  у = |x|“  arctan  |fj  (х  ф 0)  i у (0)  = 0. 

47.  Naći  y"2  (0) , ako  je  х = 2/  - f2;  у = (f  - l)4  . 

48.  Odrediti  drugi  izvod  y"2  funkcije,  date  parametarski: 


/ 2f,  f < I;  _/  farcsinf,  |f|  < 1; 
\ f2,  f > 1;  У \ 1 + f-f2,  |f[  > 1 


49.  Naći  drugi  izvod  funkcije  у (ft) , zadate  jednačinom 
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50.  Naći  /5 oo  (®) , ako  je 


/»+ 1 (x)  ~ xfn+ 1 (-т)  i /1  (X") 


х (l  - 11a;10  + 10a;11) 


(1  - х)- 


51.  Naći  у'  (0) , ako  je  funkcija  у (х)  zadata  jednačinom  y5+x3+x2-y2  = 
0 i dva  puta  je  nepiekidno  difeiencijabilna  u okolini  nule. 

Odrediti  v/30)  (0) , ako  je: 

52.  у = sinx2.  53.  у = jzjt+&-  54.  у = -пј^.  55.  х = 2t  - t“, 

У = 3f  - t3  ■ 

56.  Da  li  funkcija 


/ (т)  = 


l-T-'l  < l; 

-^4-(3-|*|)2,  1 < M < 2 


57.  Neka  je:  1)  / € C(2)  (R) ; 2)  za  bilo  koje  * i li  važi:  / (ж  + Л)  - 
/ (х)  = hj'  (х  + Oh)  ;3)  }"  (х)  ф 0. 

Dokazati:  a)  ako  je  0 = 0 (z) , to  je  9 = b)  ako  je  |0'|  < 00  i 0 — 9 (h) , 
to  je  lim  в = тј- 

/i — *0 

58.  Nekaje 

(х  -j- 1)"  — хп  = — (х  + в (z))  * (х  > 0;  ii  > 1) 


Naći  limese  funkcije  0 (х)  kad  х — ■>  +0  i kad  z — + +00, 

59,  Neka  su  funkcije  / i g diferencijabilne  na  segmentu  [z^z^] , tako  da 
je  g (z)  ф 0,  g'  (z)  ф 0 
Dokazati,  da  je 


1 

1р(хг)  <p(xo) 

l 

v{0 

g (z-2)  - 9 (x  i) 

g (zi)  9 M"2) 

~д'Ш 

чПО  s'K) 

gde  je  zi  < i < :t‘2 

60.  Pokazati,  da  je  izvod  funkcije 

, / ч _ f zi  sin  (|  ln  z)  , х ф 0; 

; {X)  \ 0,  х = б 

nepiekidan  za  х > 0,  iako  je  funkcija  £ (z) , koja  zadovoljava  zelaciju 
/'  (х)  = f'  (/  (z))  х,  0 < e (®)  < х,  prekidna, 

61.  Dolmzati,  da  ako  je  ff  {х)  neprekidna  i monotona  xm  segmentu  [0,  Лј , 
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ptj  čemu  je  / (0)  = 0,  oncla  je  funkđja  х £ (®)  nepielddna  na  tom  segmentu 

(piimer  60) 

- 62.  Da  П važi  Lagranžova  teorema  na  segmentu  [a,  6]  za  diferencijabilnu 
funkciju  / (-т)  = fi  (х)  -)-  if%  (х) , gde  je  i imaginarna  jedinica?  Razmotriti 
piimer:  / (ж)  = cosa?  + г sinrc  na  [0,  § ] . 

63.  Pokazati,  da  Dirihleova  funkcija  nije  ni  rastuća  ni  opadajuća 

64.  Ispitati  rastućost  na  [1,2]  sledećih  funkcija: 
a)  у = [-гј ; b)  у = (*  - 1)  [x] ; c)  у = х,  х E Q. 

65.  Dokazati,  da  su  zbir  i pioizvod  pozitivnih  funkcija,  od  kojih  je  jedna 
lastuća  a diuga  nije  opadajuća,  lasluća  funkcija. 

66.  Dokazati  nejednakosti: 

a)  žMttel  - ^£±2,  > 0 Za  х > 0; 

b)  + >пгагс>0 

Ispitati  monotonost  sledećih  funkcija 

67.  у = (2  + х)  ln  (1  + .т)  - 2x  . 68.  у = -fjjp. 

69.  х = sin  t - t + -j,  у = 4t5  — 5i4  + 1 

70.  p = <ptan(£>  (p  > 0).  Nacrtati  giafike  tih  funkcija. 

71.  Neka  je 


п п п 


k= 1 k= 1 A:=l 


П 71  Tl 

E = Y] akck,  F = ]Г' akbk,  G = bkck, 

k= 1 k=l  k= 1 

gde  su  cik,bk,ck  realni  brojevi  Dokazati,  da  je 


A F E 
F B G 
E G C 


> o. 


72.  Dokazati,  da  je  x>  < 1 + za  1 < х < e 

73.  Neka  je  j diferencijabilna  funkcija  na  [a,b\ , talco  da  je  / (o)  = 0 i 
da  postoji  realan  A,  da  je  \ ј'  (.т)  | < A\f  (ж)|  za  х € [a,b]  Dolcazati,  da  je 
/ (.т)  = 0,  za  sve  х 6 [a,  6]  . 

74.  Ispitati  pievojne  tačke  giafika  sledećih  funkcija: 


a)  V = 


arsin  *,  .т  / 0; 


0,  х = 0; 

Nacrtati  grafike  tih  funlccija 


b)  y = 


x°  cos  I х ф 0; 
0,  х = 0. 
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Ispitati  konkavnost,  konveksnost  i prevojne  tačke  grafika  sledećih 
funkcija  у (х) 

75.  х = tlni,y  = —6 et  — 3 f2 

76.  х = (1  + t)  ‘ , у = (1  + t)l+ r . 77.  p = 1 (0  < ifi  < f J. 

78.  p = tp  — <p2\  <p  > 0 (pt<p  su  polarne  koordinate). 

79.  Ispitati  konkavnost  i konveksnst  funkcije  у (.т)  zadate  implicitno 
jednačinom:  т3  ~ у3  - З.т2у  - Зу  + 1 = 0,  u okolini  taćke  M (-1,0) 

80.  Neka  je  / konveksna  funkcija  na  ]n,6( . Dokazati,  da  je 


/ 


X\  + Т9  + ' + Xn 


n 


< — (/  (^l)  + / (^'2)  + ■"■+/  (xn)) 


gde  je  n < x’i  < Х2  < < xu  < b (n  > 2)  , 

Primenom  teoreme  prethodnog  primera,  dokazati  nejednakosti: 


81. 


*^В<(2-*  + г*«гГ<»еИ). 

■ xn  S n (®i  + х’2  + + xn)  (xi  > 0;  i — 1, 2, n) 


82.  {/xi  ■ хо 

83.  Može  li  se  kod  nizova,  piilikom  oslobađanja  neodređenosti,  primen- 
jivati  Lopitalovo  pravilo? 

Primenom  Lopitalovig  pravila,  naći: 


84.  lim 


" .т 


85.  lim 


Slll(c 


ctjgh  r. 
2x 


ШП  7 

T~+0  т!  cusx— l-fxp  J 

/ рх*  1 \ 

8T.  lim  (^jl) 


, gde  je  [ ] celobiojna  viednost, 
86'  (i+ГВ  - i) 

"•  «3  ШУ 


89.  lim  (e  > 0)  . 

Polazeći  od  Tejlorove  fonnule  u lokalnom  obliku,  razložiti  po 
celim  pozitivnim  stepenima  х do  člana  najvećeg  reda  zaključno, 
sledeće  funkcije: 

90.  / (х)  = т6  sin  l za  х ф 0,  / (0)  = 0 91  / (ж)  = e*3!*!.  Da  U je  tačno 
razlaganje 


= 1 + T3  \x\  + % + Xt!  + 


“ЗГ“  'г 1 n!  + 0 (ж4П)  ' 

92.  / (т)  = е“^ , х ф 0;  / (0)  = 0,  do  člana  т10,.  Da  li  važi  razlaganje 

e-+  _ 1 _ Д.  + + (-1)"  + o У* )? 

93.  / (т)  = (х  ф0)  i f (0)  = 0. 


94.  х = 2 3 1 - t3  (do  člana  т3). 

95.  х3  + у3  + xy-  1 = 0 (do  člana  х3) 
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96.  Neka  je 

/ (X  + h)  = / (X)  + hf'  (х)  + . . . + -+1  /(w^)  (*  + eh) 


(0  < 0 < 1) , pii  čemu  je  /(n+1)  (х)  ф 0 i neprekidna.  Dokazati,  da  je 


lim  0=1  — 

li- — .0 


1 


\/ti  + 1 


Polazeći  od  Tejloiove  formule  sa  ostatkom  u Lagranžovom  obliku 
razložiti  sledeće  funkcije  do  navedenog  člana: 

97.  f (х)  = rc*3  za  х ф 0;  i / (0)  = 1,  do  člana  х2  (0  < х < 1) ... 

98.  f (х*)  = sin|xj5  ( \x\  < 1;  do  člana  najvećeg  reda.  Da  li  je  tačna 
foimula: 


sin  \x\ 


+ (~1) 


f «14  rX9 

Л0п-6 


71  — 1 


X 


(271-1) 


+ (-!)“ 


cos£ 
(2n  + 1)! 


10n-f-4 


(0  < £ < i)? 

99.  хл  + ул  + sinx’iy  — 1 = 0 (do  člana  х 3 na  segmentu  |ij  < 1). 
Odrediti  koeficijente  A,B,  C tako  da  za  х — * 0 budu  ispun- 

jene  asimptotske  formule  sa  najvećim  mogućim  redom  tačnosti 
u odnosu  na  х.  Ustanoviti  taj  red. 

100.  aictana-  = fijjgfr  + O * (. xn ) . 101.  arcsinx  = + O*  (xn) 

102.  ln  (1  + х)  = + O * ( xn ) . 103.  (/lTi  = + O*  (*”) 

104.  (1  + a-)1  = 1+lxcfx2  + O*  (:rn)  . 

105.  Napisati  sedam  prvih  članova  raziaganja  po  lokalnoj  Maklorenovoj 
formuli  funkcije  у (х) , ako  je  х = у + у1 . 

106.  Primenom  Tejlorove  foimuie,  naći: 


iim  arctan 

:r~~+0 


30 


sin  (tan  х)  — tan  (sin  х) 


Ispitati  ekstremume  sledećih  lunkcija  у = у (х)  : 

107.  a)  у = |ж| , х ф 0;  у( 0)  = L b)  у = |х| , х ф 0 с)  у = D(x) 
(Diiihleova  lunkcija). 

d)  у = х2,  х € <Q>;  у = х4,  х G I. 

108.  у = |x|vf  jl  — x|1_T5  . 109.  у = cos100 х + cosh100 х 

110.  y=  \ (cos х + jcos хј) . 111.  х = 3t  — č3;  ?/  = 4t  - t4  (0  < t < 1) 
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112.  /9=14-  cos  (/з  (0  < < f ) . 113.  х3  4-  у3  4-  x,2y  4-1  = 0 

114.  Može  li  se  tvrđiti,  da  ako  neprekidna  funkcija  / u nekoj  maloj 
okolini  tačke  хо , sieva  od  te  tačke  raste,  a zdesna  od  nje  opada,  ima  u toj 
tački  maksimum? 

Naći  najmanju  i najveću  viednost  sledećih  funkcija: 

115.  f (х)  = (^\/2  + sin  j (х  ф 0)  na  [— 7г,7г] . 

116.  / (х)  = — In  |sinxj  , х ф ктг,  f (kir)  = 0,  A:  6 Z na  |xj  < 4тг.. 

Naći  inf/(x)  i sup/(x)  sledećih  funkcija: 

117.  / (х)  = e”f  ^4-sinx)  (х  ф |)  i / (f ) = -1  na  inteivalu 
0 < х < 4-oo 

118.  / (х)  = |sinx  — |x  — a||  na  intervalu  —1  < х < 1 

Nacrtati  grafike  sledećih  funkcija: 

119.  a)  / (х)  = sup  {sin  х,  cos х,  tan  х}  ; b)  / (х)  = inf  {sin  х,  cos  х,  tan  х} 

120.  х = fcosf,  у — fsinf,  z = t.  121.  х = acosf,  у = acos2f, 
z = cos3 1 

Naći  geometrijsko  mesto  tačalca,  čije  lcoordinate  zadovoljavaju 
jednačine: 

122.  (1  - х2  - |1  - x2|)2  4-  y~  = 0 

123.  (2  — х2  — |l  — х2  j — [1  — y|  — |y|)(2— у2  — |l  — y2|  — 11  — хј  — jx|)  = 0 

124.  х2  4-  у2  4-  9 - |x2  4-  у2  - l|  - |2  - y|  - \y  4-  3|  - јхј  - |5  - x|  = 0 

125.  2 - у - |1  - у - хј  - |1  4-  х - у|  - јуј  = 0 


2.14  Rezultati 


1.  f'  (к)  = 0,  к 6 Z;  f'  (х)  ne  postoji  za  х ф к. 

( 0,  f <х<  Џ\ 

2.  a)  f (х)  = { ’ “ “ b)  f'  (х)  = l - smx,  \<x<  2тт; 

u,  тг  s х < oo,  I 0,  2тг  < х < 4-oo. 


3.  /'М  = ( 0za|1s.1;  . 

{ ne  postoji  za  јхј  > 1 

4.  a)  /'<-)={  »m*) 

c)  f'(x)  = l 2xex~ , |x|  >1;  d)  f(x)  = < J.*+x  “ ^ %% 
1 0,  - 1 < х < 0;  1 


oo  < х < 0; 

0 < х < 4-00. 

<0; 

< 4-co. 


5.  f (;t)  = - anh*  x ф 0.  y/(0)  = 0.  6.  a)  f'(x)  = х;  b) 

/'(*)  = §ef. 
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7.  a)  y'±  (х)  = -аДП^" — , х ф f ; (fe  = ±1,  ±2, ) ; 


0 


<4  (!)  = (-i)fc  т;  у-  (1)  = (— i),;+I  ¥ (fc  = ±1,  ±2, 
b)!4W  = ( ^Sifc,V<V<f.  ЛИ)-°- »'-(»-** 


c)  !4  (0)  = ±V;  У+  (1)  =2;  y'_  (1)  = 21n2';  (2)  = 81n2;  y'_  (2) 

y'+  (-1)  = -21n2;  V-  (-1)  = ~2;  y(,  (-2)  = -4;  y'_  (-2)  = -8  ln  2; 

/ / s _ / !*5г41ж1  sgnx,  0 < |.т|  < 1,  2 < |.т|  < +oo; 

У±  (-T)  ^ 2x,  1 < |т|  < 2. 

8.  f±  (х)  = 2тгх  [т2]  cos7 пс2  ■ sgn  (smnx‘2)  , х ф ±л/к  (к  € No) ; 


L Ј ' ' 

±2тг Ус§;  /4  (±\Ж)  = +2тг  (А:  - 1)  \/fe. 


9.  а)  /4  (х) 


2ЈЕ1  ln  2 


(1-*)2(1-2Т±*у 


(•т  Ф 0;  хф  1);  Д(1)  = 0;  f'_(  1)  = 


+со; 

b)  /4  (х)  = (х  7^  0;  т # 1) ; /4  (1)  = +<х>;  /1  (1)  = 0 

(1-х)-(1-2г=^Ј 

10.  а)  /4  (х)  = dxl  sgnx  (х  ф 0) ; /4  (0)  = ±1; 
b)  /4  (х)  = -e~Wsgnx  (х  ф 0) ; /4  (°)  = +1; 

11.  /4  (х)  = 0 (х  Ф 1,2, 3, ...) ; /4  (к)  = 0 (к  = 1, 2, 3, ) ; /4  (fe)  = 

+оо  (fe  = 2,3, ...  .) 

12.  у4  (fe)  = 0,  fe  G Z.  13.  a)  /4  (0)  = +oo;  b)  /4  (fe'7r)  = ±oo,  fe  € Z, 

14.  a + j)>5;zaj3>0ia6®.  15.  Д+i  (ж)  = xfk(x)  + 

(1  - х)  Д (х) 

16.  a)  D±s  (*)  = адм  = { ■“i'  1 " 01  b)  D+f  (0)  = 


1,  D~f  (0)  = 0,  D+f  (0)  = -1,  D_f( 0)  = 0 . 

b)  D^f  (х)  = D±f(x)  = asin2f +6cos2f +^sin§,  х ф 0;  D±f( 0)  = 
тах  (a,  b) , D±f  (0)  = min  (a,  b) . 

гл/  /..\  _59  /1  j.\  40a'6+b'a  , igŽOa'O-fej-i/a 

17.  D20(x)  = a (1-0)  (1_6o.10)'i  + a — 1 . 


a = 5-^+9- I0x.4hxi,&  =4,(1-  2) 2 . 

19.  f (х)  = тах  (l,x2)  . 20.  f'  (х)  = [x]  |sin7rx| 

21.  Г (x)  = *P( x ) » Scle  Је  ф(х)  rast;ojanje  bioja  х do  najbližeg  celog 


23.  3.24.  f . .25.  -1.  28.  у'  (0)  = 0.  29.  у'(0)  = -1.  31.  dy( 0)  = 0. 
32.  Д y(0)  = ±2,  dy( 0)  ne  postoji.  33.  Д y(0)  = ±4,  ±4\/3,  206, 
-250, 18,  26,  22  ± 4\/3;  dy  (0)  = 75. 

34.  dy  (0)  = 0, 2 dx.  35.  dy  (0)  = kxdx  (dx  <0;  fe  € Ћ) „ 

36.  dy  (0)  = 3dx.  37.  dy  (0)  = 2tfx„  38.  d±y  (0)  = ±dx.  39.  d+y  (0)  = 
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~dx . 


40.  d±y  (0)  = 0.  41.  у"  (0)  = 0;  da  ; m < 0..  42.  a > 4 
~c.osx,  |x|  > 2; 


43.  у' 


- 2 < х < ln  2; 


ex  (cos  e1  — ex  sin  ex) , ln  2 < х < 2. 

46.  d2y  (0)  = тг  (dx)2  (a  = 2) , d2y  (0)  = 0 (a  < 2) . 

- oo  < t < —1; 

47.  у",  (0)  = 2.  48.  у". 


44.  fU 0)  = -|. 


^(1-г2)-»,  |г|  < 1 


' 4 13  ’ 


t > 1. 


49-  'Љ  (I)  = - Ј±т 50-  £ i100*1-  51-  у'  (П)  = ^1-  у'  (°)  = 0 

i— 1 

52.  j/C50)  (0)  = 26  ■ 27  • ■ 50,  53.  0.  54.  0.  55.  ±^95U.  58. 

62.  ne.  64.  а)  ne  b)  da;  c)  da  67.  raste  68.  opada.  69.  za  0 < t < 1 
funkcija  opada;  za  f < 0 i t > 1 funkcija  iaste.  70.  svaka  grana  funkcije 
laste  74.  nema  pievoja.  75.  za  0 < t < e”1  i t > e funkcija  je  konlcavna;  za 
e— t < t < e konveksna.  76.  konveksna  77.  konkavna.  78.  za  0 < (/)  < ^* 
funkcija  je  konveksna;  za  (p*  < < 1 konkavna,  gde  je  tan^*  = ■ 

Pievoja  nema.  79.  za  х < — 1 konveksna,  za  х > 1 konkavna  83.  ne. 

84.  0.  85.  -ps  86.  e""ni  87.  e.  88.  e"11  89.  0.  90.  / (:c)  = o(:c3). 
91.  / (:c)  = 1 +°o  (:c3)  ; da.  92.  o (:c10)  ; da,  za  х ф 0.  93.  / (х)  = o (л;2) 
94.  2/i  = |:c  + |:c“  + fg  + o (:c3)  ; y%  = —2  + |:c  — |:c2  — fg  + ° (a'3)  95 

»<*) - i-i-i*»+.(**)  ?т.  /<*)  = 1+ф*»- 98-  /<*)- 

da.  99.  ух  = 1— f 

4 — A B = - n 
л 15  > D s > 


n 


4.103.  Л 


“ 32  “ 24 

= 7 101 

/с-fl  O _ 
2Ar  1 n 


3 +С^.г-'1, 1)1  = 1-f +§+fJ+1Oi):c4  100 


4! 


4! 


fc-1 
‘2А:  ’ 


|j,*n  = 7 102.  A = \,B  = §, 


3.  104.  /1  = C = B = 1,  n 


-1  za  х = 0; 


105.  у = x + o (ж6)  . 106.  -|  107.  a)  ymax  = l;b),c)  nema  ekstremuma 

d.)  ymin  = 0,  108.  ymin  = 0 za  х = 0 i х = 1;  ym ах  = ^ ^ 

za  х = -џ=..  109.  Ушш  = 2 za  ж = 0.  110.  ymax  = 1 za  х = 2ктг.  111. 

Утш  — 0 za  X = 0.  112.  Ушах  = 4 — 7 113.  ymin 

m га  1 = w 

sin  1 — a — 1,  — 00  < a < a **“  1; 

— sina,  — 1 < a < 0; 

0,  0 < a < 1 -f  sin  1; 

1 — a — sin  1 , — co  < a < — sin  1. 

1 +a  + sin  1,  — sin  1 < a < +oo 
1 — a — sin  1,  — oo  < a < — sin  1. 


Утах  = za  :c  = 4=.  14.  ne.  115.  ^/Ге"*.  116.  0 117.  -l;\/2e  e 


118.  inf  / (:c)  = 


sup  / (®) 


2.14.  REZULTATI 
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{cos.t,  — Ђ < х < aicsin 

sin.T,  f < х < 7г;  iunkcija 

tanx,  arcsin  < х < f , тг  < х < ^. 


f je  27Г— peiiodična. 

{tanx,  - f < ж < 0,  f < т < § + aiccos 
sinx,  0 < х-  < f , < х-  < 

cos.r,  f < X'  < f , f + at  ccos  < х < 

120.  kiiva  piipada  konusu  х2  + у2  — z2  — 0.  121.  piipada  cilindiu 
у — — a.  122.  segment  |x|  < 1 123.  unutiašnji  deo  | kvadrata.  124. 

unutrašnji  deo  pravougaonika  0 < х < 5,  — 3 < у < 2 tako  da  je:  х + у 2 < 1 
125.  lavan  trougla  sa  vihovima:  M\  (—1,0) ; Mo.  (0, 1) ; Л/з  (1,0)  - 
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GI&vh  3 


Neodređeni  integral 


3.1  Jednostavniji  neodređeni  integrali 


1°  Ројаш  neodređenog  integrala.  Funkcija  F je  piimitivna  za 
funkciju  / na  razmaku  X,  ako  je  u svakoj  tački  tazmaka  X funkcija  F 
dif'eiencijabilna  i ima  izvod  F'{x)  jednak  f(x)  za  svalco  х € X Skup  svih 
primitivnih  funkcija  date  funkcije  / na  lazmaku  X naziva  se  neodređenim 
integralom  funkcije  / (na  tom  tazmaku)  i označava  se  sa  j f(x)dx,  Ako  je 
F proizvoljna  piimitivna  za  funkciju  / na  razmaku  X,  to  je 

f f(x)dx  = F(x)  + C, 


gde  je  C pioizvoljna  konstanta. 

2°  Glavna  svojstva  neodređenog  integrala: 

a)  d (/'  f(x)dx)  = f(x)dx ; 

b)  j d$(x)  = Ф(х)  + C; 

c)  j Af(x)dx  = A ( f(x)clx  (/1  je  lconstanta,  A ф 0); 

d)  ./  ( f(x ) ± ff(x))  dx  = / f(x)dx  ± f g(x)dx; 

3°  Tablični  integrali: 


I.  f xadx 


Q-f  1 


+ C,  х > 0,  (a  Ф -1);  Ako  funkcija  х *-*■  xa  ima  smisla1 


i za  х < 0 onda  foimula  važi  i na  svakom  intervalu  koji  je  podskup  njenog 
definicionog  skupa; 

II.  / ~dx  = ln  \x\  + (7,  na  svakom  inteivalu  koji  ne  sadrzi  tačku  х = 0; 

ттт  j dx  f arctan.r  + C\^  г đx  i 

■ ~~~  [ — arccot х + Сч\ 

svakom  intervalu  koji  ne  sadiži  tačke:  —1,1; 


IV-  = }ln 


14-д: 

l~~x 


+ C ; na 


lPrim.  prevodioca 
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V.  / 


dx 


VT- 


ai  csin  х + G\) 

— tu  ccos  х + Co\ 


w<1'>VI  -1Љ  = >п 


X + х/х  '2  ± 1 


+ 


C\  pii  čemu,  u slučaju  kada  se  javlja  \/x~  — 1,  foimula  važi  na  inteivalima 
definisanim  sa  |xj  > 1; 


VII.  / axdx  = &+С(а>  0,  аф  1);  f exdx 

VIII.  / sin  xdx  = - cosa-  + C;  IX.  f cos  xdx 

X.  / Ai  = ~ cofc  X + C>  x Ф kw>  XI-  I 
XII.  / sinh  xdx  = cosh  х + C\  XIII.  f 
XIV.  I cosh  xdx  = sinh  х + C\  XV.  j ^ 


= + C; 

= sin  х + C\ 

= tan  х + C;  х ф \ + ктт\ 
= — coth  х + C;  х Ф 0; 

= tanhx  + C 


4°  Osnovne  metode  integraljenja: 

a)  Metod  uvođenja  nove  promenljive.  Ako  je  / f(x)dx  = F(x)+C, 


to  je 

J f(u)du  = F(u)  + C,  gde  je  u = </?(*)- 

b)  Metod  razlaganja.  Ako  je  f(x)  = jj(x)  + fo (х),  to  je 

/ f(x)dx  = j fi(x)dx+  j fo(x)dx,  ako  funkcije  /ј  i /2  imaju  primitivne. 

c)  Metod  smene.  Ako  je  / nepiekidna  funkcija,  tacla  uzimajuci  х 
<p(i),  gde  je  <p  neprekidna  funkcija  zajeclno  sa  svojira  izvodom  <р'  dobijamo 


I f(x)dx  = j f(<p(t))Ć(t)dt. 

d)  Parcijalno  integraljenje.  Ako  su  u i v difeiencijabilne  funkcije  i 
ako  postoji  piimitivna  za  uv',  tada  je 


I udv  = uv  — I 


vdu . 


5°  Rešeni  zadaci. 

Koristeći  tablične  integrale  naći: 

1.  I л/1  — sin  2 xdx.  

< Pošto  je  /1  - sin  2x  = ^/(созх  - sinx)a  = |cosx  - sin  x| 

= (cos х - sin  x)sgn (cos  х - sin х) , to  piema  foiraulama  VIII  i IX  imamo 


I(x)  = { 


— (sinx  + cos  х)  + C_i,  f — 27Г  < х < f — тг; 
sin  х + cos  х + Co,  f — 7г  < х < f ; 

-(аи  + cosx)  + Ci,  f < х < + ?r; 


(— l)n(sinx  + cos х)  + C„,  f + (n  - 1)тг  < х < f + шг; 


Saglasno  definiciji  piimitivne  funkcije,  moia  da  važi  /(f +/стг)  — I(\  +kit  0) 
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381 


za  svako  k e Z,  ođakle  se  clobija  Ck  — 2ft>/2  + C,  fc  = - } C = Cq. 

Dakle} 


тг  — ц.  O.  $ 

I (z)  = (— l)*(sma;  + cosx)  + 2kv2  + C,  к=  ^ 


2,  Ако  je  f f(x)dx  = F(x)  + C',  tada  je  / /(ах  + 6)Љ  = \F(ax  + 6)  + C 
(а  ф 0 ),  DokazatL 

A Očigledno  je 

f(ax  + b)clx  = -f(ax  + 6)d(ao:  + 6)  (a  ф 0) 
a 

zato  piimenom  metoda  uvođenja  nove  piomenljive  imamo 

I f(ax  + b)dx  = I -f(ax  + b)d(ax  + b)  = i / /('u)đu  — -F(tz)  + (7, 

J J a a j a 

gde  je  u = ах  + 6.  > 

Naći  integrale: 

3. 

-4  Koiisteći  rezultat  prethodnog  primeia  imamo  da  je 


Ј(х-)  = 


3xdx  = -1  / (1  - Зж)з  rf(l  - Зх) 


~/|)  (i-3i)HC=  j(l-3i)v^+C.  ► 


4-  Ј Љ- 

< Slično  piethodnom  je  za  х Ф ±/| 


I(x)  = 


r dx  1 f d(Jlxj 


1 , 1 + „ 1 , VŠ  + aV 3 , „ _ 

— = ln  =r~  + C — — 7=  ln  — /= = + C.  >■ 

2y/%  i [Џх  2%/б  \/2-.тУЗ 
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-al  Za  |ж|  < imamo 


d[Jlx 


I J . = i-  / 

J \[2  - 3;c2  %/3  / 

./  1 -hsi'n  X 

< Očigleđno  je  za  ;c  ^ f + 2/стг,  /с  6Z 


\/3 


aicsm 


— х’  j + C 
o 


- /ет-7 


(/  (f  - у) 

1 + cos  (^ј  — X’) 


/ 


%4)=— (H)+c 


cos 


it  Г xc/:t: 

7-  .1  1+F 
< PoSto  је 


= l I - ^ = - aictan  - + G\  a ф 0, 

J a-  +u2  a I 1 -f-  (ii)-  a a 


I xdx  1 / d(x2)  1 х2 

to  +/  = 2 / Г+¥  = 4 MCtaI1  T + a 


8-  I fžS; 

^ Како  je  za  х 7^  dba, 


глл  „ f dx  „ 1 / (a;  + a)-(g-fl)rf 

J х2  - a2  2a  J (х  + a)(x  - a) 

1 / / 1 1 \ rfx.  „ J_  / / ~ «)  __  f d(x  + n) 

" 2 aj  \x-a  х + а)  x~2 a\J  х-а  J х + а 


~ (ln  |x  - a|  - ln  јх  + a|)  + C = + ln 


х ~ a 


х + a 


+ C,  to  je 


/ х3(/х'  1 

f d(x*)  __  1 ln 

хл  - ч/2 

1 

II 

CN 

1 

co 

(x+  - (У2)2  Sn^ 

х'4  + ч/2 

+ C,  хф±\Ј 2.  ► 


3 . 1 JEDNOSTAVNIJI NEODREĐENI INTEGRALI 
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11.  / 


dx 


•0  Ivoristeći  jednakost  |.гј  = хздпх , imamo 
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12.  I —тЈш==. 

< Iz  uslova  sledi  da  je  x(x  + 1)  > 0.  Za  х > 0 imamo 


JJVJ) 

ri + т 


2 ln  (v^  -f-  v/1  + x)  + C 


Siično,  za  1 + х < 0 sledi 


-X  V — X'  — 


d (Ј-х 


d ( V-x  - 1) 

/ј  + 71==, 


= — 2 ln  ( \/ — 1 — ;t’  + \/~~x)  + C. 


Fonnalno,  ob  jeđinjujući  oba  slučaja,  dobijamo 


I (х)  = 2sgnx  ln  ^ + \/\x  + 1|J  + C (х  < — 1;  х > 0).  t> 

13.  I . џ 

< Podintegialna  funkcija  je  definisana  za  0 < х < 1,  Imamo, 


fx\  l - (Јх) 


= 2 aicsin  у/х+С..  > 


14.  / — fe— 


ex  _j,  e~~x 


exclx 
e2x  + 1 


1 + е2ж 


= arctane*  + C.  > 


15-  1 

^ Zbog 


e Xdx 

+ 1 


d(e  x) 
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sledi  / . = — = - / ? = ~ ln  (e  1 + f e“2x  + + C.  t> 

I + ^ J У(е-*)2  + 1 V ; 


16.  j a;lnx  ln(ln 


ixln{lnx) 

^ Uzimajući  u obzir  jednakost: 


dx 

® ln  2? 


= dln(lnx)  (х  > 1),  imamo  da  je 


/ ~7 у-71 — г = / 4^  = in  |ln(l„x)|  + C ► 

/ .т  ln  х - ln(ln  х)  ) In(lna:) 

17.  / sinx+cusz 

; Vsina;“cu5:c 

•<3  Primenjujući  da  je  (sinx  4-  cosa*)dx  = d(sina*  ~ cosa),  dobijamo  za 
х ф 4"  /с7г  , fe  E Z da  je 

, ч /'  sinaj  + cosa’  . /*  . v_i  . v 

/ (х)  = / :.„ax  = / (sm  х — cos  х)  з d(sm  х — cos  х) 

J vsina  — cosx  J 


18.  / 


-(sinx  - созх)з  + C = 2 v^l  — sin2x  + C.  > 

nn  х cos  xdx 


\f  \ a 2 sin2  х-1-62  cos2  х 
tj-  i » ti(a2  sin2  ж-|-62  cus2  х)  , / « » 

<3  Како  je  sinxcosxax  = 2(a^-62) » Je  za  a т ^ 


I(x)  = 


sin  х cos  xdx  _ 1 / cl(a2  sin2  х + b2  cos2  х) 

a2  _ 5+  J 2л/ n2  sin2  х + 62  cos2  х 


./  \/ a2  sin2  ж + č>2  cos2  х 


a2  _ 52 


\/ a2  sin2  .т  + 62  eos2  х + C,  a2  ^ 62 


1 Q / sinxdx 


< Pošio  je  = Xwx-I’  dobijarao  za  I*  “ fc7ri  < f /г  € Z-  da 


Зе 


I sin  xdx  __  1 I d(\/2cosx')  _ 1 

J Vcos2*  “ л/2  / ^/(1/2  cos.t)2  — 1 ~ ^ 


ln 


\/2  cos  .т  + \/  cos  2ж 


+C. 


20.  | 


sžnh  .Tffx 
л/cosh  2x 
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< Očigleclno  je 
sinh  xdx  1 


d {у/2  cosh  х) 


;osh  2x  V2  J J^coshxf  _ i /2 


ln  ( у/2  cosli  х 4-  V cosh  2x  ) +C 


2i.  / . :г-. 

; sin"  х+2  Cus"  х- 

< Imamo 


/ dx  1 fcanx'  . 

' ; / (tan2  ;c  + 2)  cos2  х V2  \/2 

П7Г  - f < х < | + Л7г,  n € Z.  Zbog  nepiekidnosti  primitivne  funkcije  sledi 
/ /^  + птг  - ОЈ  = I + ПЋ  + 0)  » 71  e 


iT! + Cn  ” ”271 + Cn+i;  Cn+1  ~ 72 + Cn 


Oclavdo  nalazimo  da  jo 


Cn  = 7_  + c-  c = c0 


_ . 2.T  + 7Г  , 

Pošto  ]e  n < — < n + 1, 

2тг 


to  je  11  = . Dakie, 


1 tan.T  7Г  Г 2т  + 7Г 1 . 7Г 

ад  = -7=aictan-^-  + -^  -5^-  + С;*^?+птг; 


/ (-r  +П7г)  = lim  /(*). 

\2  / X— »7Г  + ПТГ 


22.  / 4s~. 

f ssn  X 

< Imamo  da  je 


dx  dx  dx  х 

— = — — = d ln  tan  — , 

sin  х 2 sin  f cos  f 2 tan  ^ cos2  7?  2 


te  je  / — I clln  tan  — = ln  tan  7 + C,  х ф /гтг,  /с  € Z.  ► 

/ sinx  2 2 
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23.  /“П+ 

<1  Iz  piethodnog  primera  sledi  da  je  za  ж ф § + kir  : 

f dx  f d (S  -f  х)  (X  тг\|  _ 

J cos  х J sm  (f + i')  '2  4 /I 

24.  1Љ 

< TiansformiSući  podintegi alnu  funkciju,  za  х ф 0,  dobijamo 


dx 

sinh  х 


Г dx  _ Г d:> 

I 2sinhfcoshf  / 2tanhf 

-J 


dx 

2 cosh2  | 


' d tanh f 
tanh  | 


-h  C 


sinh  х cush  xdx 


25.  / , 5 -j-. 

Vs*n”  x-f-cosh  a: 
^ Imamo  da  je 


/ (ж)  dm  = 


sinh  х cosh  xdx 


sinh  х cosh  xdx 


sj sinh'1  X 4-  cosh4  X ^/(sinh*  x+cosh~  j)2+(cosh~  х sinh  х)2 

sinh  2 xdx  _ d(cosh  2 a) 

2 cosh2  2.т  + | 2\/2\/cosh“  2a  + 1 


Onda  je 


/(a) 


sinh  х cosh  х dx 


d(cosh  2x) 

\J sinh4  х + cosh4  х 2y/2  I sj cosli2  2x  + 1 

ln  ^cosh  2x  + \/ cosh2  2x  + + C 


j sinh  х c 
/ \J\ sinh4  х 


J 


2\/2 


-J-=  ln  ( C0Sl^  + у/ sinh4  х + cosh4  + C. 

2\/2  \ s/2  J 


dx 


cosh2  х у/ tanha  х 

■4  Očigledno  je 


/ ^ — = / tanh  з xd(tanhx)  = S-^tanhs  + C (х  ф0).  > 

J cosli"  XV  tanlr  х J 
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< Imamo  da  je 

х2  H- 1 
х4  + 1 


1 + -4  d (ж  — ~ ) . 

—dx  = - — V . ■o— — , i onda  je 


х2  + 4т 

X л 


(*-ir+ 2 

/(r)  = f i t±ldx=  I JfczD. 
(“}  / x‘l  + 1 ' J (x-L)2  + 


1 х2  - 1 

— = arctan т=- 

^/2  x\/2 


(*-ir  + 2 

-1-  e(x)  + C = F(x)  + C, 


gde  F e C(~ co,  +oo) , Iz  uslova  F(0)  = 0,  F(- 0)  = F(+0)  = F(0)  nalazimo 
da  je  ф-)  = —дбдпх.  > 

28.  /5+<* 

< lz  jeclnakosti 


AAdx  = 1 “ ^ 


X*  + 1 


V d (х  + ~) 

( — rix  = - — - ~~ф—  clobijamo 


х2  + A 


(*  + i)  -2 

d(x  + i) 


/w  = /5ттљ=./+тт 


2\/2 


ln 


х + ј-у^ 


+ ч/2 


{x  + х)  — 2 

+ C 


1 ;inf! — **g+i  + a > 


2ф  x2  + x\/2  + l 


29,  / 

./  v/l+xn-hi 

^ Neka  je  n Ф —2;  tada  je 


/ xf  , 2 

I d 1 

/ n-b2  \ 

X 2 

0 t 

= л ln  -г^И  4-  i/l  -4-  x«+2 

I Vl  + xn+2  n + 2 J 

/ / n+2  \ 2 n + 2 I 1 

"кС; 


^ -2.  Ako  je  n = -2,  to  je  ^ j ™clx  — ^ ln  |x|  4-  C,  a;  ф 0 > 


on  / cus  xdx 

/ V2+cus  2x  * 

<3  Imamo 
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cos  xd:c 


1 I rf(\/2sinx)  1 


kl 


у/2  + cos  2x  уД  J 2 sin2  х V2 

/ sin  х cos  xdx 
I sin'1  a; ' 

< Posle  jednostavnih  tiansfoimacija,  sledi 


aicsm 


sin  х + C > 


I sin  х cos  xdx  j'  tan  xclx  Г ta.nxd(tanx) 

J sin4 х + cos4 х I (tan4 х + 1) cos2 х J tan4 х + 1 

1 j d( tan2  х)  _ f ^ aictan(tan2  х)  + C,  хф~+  ктг,  k € Z, 

2 J tan4  х + 1 \ | f C,  a;  = | + ктг , k G Z,. 

32.  J ^dx, 

< Posle  deljenja  imenioca  i biojioca  sa  4X,  imamo  da  je  za  х ф 0 

rM  = / 2Жза  , , / (|)д  1 М((  1Л 

и ./9* -4*  ./ m2*_  1 ln  I У ((in2-i 


21nf 


ln 


(Г-1 


(Г  + 1 


+ с 


i 


2(ln3  — ln  2) 


ln 


З33  — 2Х 


-ј-  2Х 


4-  С7  о 


33.  /'-> ==. 

^ Polazeći  od  jednakosti  = d + о?)  , dobijamo 


(х)  = ј 


xdx 


-Ј 


xdx 


л/ 1 + \/l  + x^y/\  + 


1 4.  x2  ^VT ’ + Д?) 

I d ^ч/Г  + а^  j d ^l  + vTT^)  j 1 ‘1..:... 

J VI  + \/l  + х2  J 2 v 1 + \/1  + a?2 

Primenom  metoda  razlaganja,  izračunati  integrale: 

34.  / :r(l  — x)l®đx. 

< Polazeći  od  očiglednog  identiteta  ж = 1 — (1  — rr),  dobijamo 


^ + C > 


J (х)  = j а(1  — а:)10г/,г’  = j ( 1 — (1  — :r))  (1  — а)10с/а* 
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У (1  — x)10dx  — j(l-x)ndx 


(1  - ;c)10rf(l  - .т)  + / (1  - x)nd{l  - х ) 


(1-т)11  (1-.т)12 

= — + -J2-  + 6 * 

35.  I _:l:) i«u dx„ 

< Razlažući  х2  po  stepenima  1 - х,  sledi 

х2  = (1  - .т)2  - 2(1  - х)  + 1; 


(1  - х)100 
dx 

(1  — жј»в 
1 


' , _ / (1  — х)2  — 2(1  — .т)  + 1 

з;)100с‘г  Ј (1-т)100 

£ 9 / Ах  I / - 

г)98  \i  (1-х)99  Ј (1-х)100 


97(1  _ ж)97  49(1  - х)98  99(1  - xf 


36-  / 

<1  Oslobađanjem  koiena  iz  imenioca  dobijamo 


I(x)  = 


X - V-'l'  — 


l (х  + 1)2ф-  + 1)  - i j (х-  1 )Ц*  - 1) 


(г  - 1)3 ) + C,  (х  > 1)  .. 


37.  I ху/2  — 5 xt 
PoSto  je 


-|(2-5®)  + |,  to  je 


i / / (2  - 5.x) i - 2(2  - 5.т)з^  с/.т 


3.1.  JEDNOSTAVNIJI NEODREĐENI INTEGRALI 


391 


j ^(2  — 5x)2  — 2(2  — 5х-)г  j d( 2 — 5x) 
(2  - 5x)i 


25 
2 

125 
8 + 30x 
375 


1{2-5х)§+С 


У(2  - 5x)3  + C x< 


38-  i ira- 

< Zbog  х s — 1(1  — Зх)  + |}  sledi 


'(■)  - /та—з/О1-****-«1 -**>'*)*’ 

= ~ I ((1  - Зх)§  - (1  - 3x)-i)  d(l  - Зх) 

= l(l-3x)f-^(l-3x)i+C 

= -i^(l-3x)f+C  > 

39 , / х3  v^l  + x2dx . 

Pošto  je 

xAdx  = ix2rf(x2  + 1)  = \ ((1  + X2)  - 1)  d(  1 + х2),  to  je 


I (х)  = У х3  \fl  + x2dx  = ^ J ^(1  + х2)з  — (1  + х2)з)  d(l  + х2) 

= A(l  + x2)^-^(l+x2)i+C.  > 

40-  fz4Z=2 

Najpre  je 

1 = 1 = 1 (_L 1\ 

2 (х  — l)(x  + 2)  3\x— 1 х + 2 ) 


Onda  je2 


^Piimeclba  ptevodloca 
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I dx 

I x~  + х 


+ ж — 2 " ' 9 

41*  i (ia+l1(in-+2) ' 

<3  Integi  aljenjem  jednakosfci 

1 


ilnf^  + C-i,  x<  -2; 
|lni=f  + C0,  — 2 < х < 1; 
3 1°  i+i  d-  Cj,  X > 1 > 


(x2  + l)(x2  + 2)  х2  + 1 х2  + 2 ’ 


nalazimo  da  je 


J (** 


dx 


1 х _ 

= aictanx = aicfcan  — = + C >• 

+ 1)  (х2  + 2)  л/2  \/2 


42‘  / a:'1  +3.x-  +2 " 

< Pošto  je  xdx  = |d(x2)  i 


х4  + 3.x2  + 2 ” (х2  + l)(x2  + 2)  х2  + 1 х2  + 2 

т(  ,_i  / ф?)  „ 1 ln gj+l  + 

Ј - 2 / х2  + 1 2 / х2  + 2 2 х2  + 2 


? to  je 


fix 


43,  / (х+аУ+х+б)-1 ' 

< Polazeći  od  identićnosti 


(х  + а)  - (х  + 6) 
а — 6 


dobijamo  da  je 

(х  + а)2(х  + 6)2  = (а  - 6)2  V (-X  + fc)2  _ 0^1»  V®  + 6 х + а у*  T (х  + а)2 
Sada  је  za  х ф — а;  х ^ — b : 


9/1  1 \ 1 

Т*  / \0 


I(x) 


j d'x  ~ 1 I 

L 1 - 2 , i„ 

х + 6 

/ (х  + а)2  (л;  + 6) 2 (а  — 6)2 

\ х+6  а-6 

х + а 

X + G. 


ci  + 1)  + *2х 


+ 


(а  - b)2(x  + а)(х  + b)  (а  - b)3 


• ln 


X + 


х + b 


+ C.  ► 
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44.  / sin'1  х dx 
< Integraljenjem  jednakosti 


sin4  х 


dobijamo 


1 — cos  2x 


1 1 
4 “ 2 


cos  2x  + -7  cos2  2.т 


- - \ COS  2x  + i + i cos  4x  = | - \ cos  2x  + ~ cos  4x, 
4 2 o o o 1 o 


/31  1 

sin4  xdx  = —х  — - sin  2.т  + — sin4:c  + C.  ► 

8 4 32 

45.  / cot2xdx. 

< Pošto  je  cot2  ж ---  -Д 1,  to  je  za  /стг  < х < (fc  + 1)тг,  fc  G Z : 

I cot2  .тс/х'  = / — ^ I dx  — — cot  х — X + Ck  > 

J J Sin"X  j 

46.  / tan3  xdx. 

< Imamo 

/ tan3  xdx  — I tanx  ( — \ l)dx=  / tanxd(tanx)  - / SmXdx 

f J \cos2x  J J J cosx 

= 1 tan2  х + ln  |cosx|  + Ck  ~ + ктг  < х < — + />:тг,  к g 

47.  / 

< Polazeći  od  primeia  22,  f = ln  |tan§  | dobijamo 

0 


Г dx  Г cos2x  + sin2xrfr_  Г dx  Г 

J sin  х cos2  х _ J sin  х cos2  х ‘ / sinx  J 


sin  xdx 
cos2  х 


ln 


X „ (kn  (к  + 1)7Г  , _ , 

tan  77  H 1-  Cfc  ( — < х < - — , к € Z . > 

2 cosx  V 2 2 


48.  f^fdx 

J sin  X 

< Očigledno  je 


/ cos3  х /■  1 — sin2  х . . . Г d{  sinx)  у . ...  , 

/ dx  = / : f/  smi  = / -+ / sin  xd(sin  х) 

/ sin  х J sin  х 7 smx  / 

= ln  |sinx|  — \ sin2 х + Cfc  (A:tt  < х < (к  + 1)тг,  А G Z). 
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49.  r-£h. 

' sin  X 

< Polazeći  od  jednalcosti 


dx  


j cix,, - - I — \—cl{cotx)~-  I (coirx  + l)d(cotx 

J sin4  х J sur  х I 


-d(cota-).  nalazirao  cla  je 

х) 


■ cot3  х - cot  X + Ck  (А--ТГ  < х < (k  + 1)тг,  k G Z).  > 


50.  J ^. 
<1  Kalco  je 


dx  rf(ea)  = (e*  + l )-e*  e /1  _ _ 

1 + ex  ex(ex  + 1)  ех(ех  + 1)  VeI  eI 


d(e*), 


to  je 


I сћ L.  = I' t/(gT)  - [ = x-ln(e*  + l)+a  > 

./  1 + ex  / ex  ./  ex  + 1 


51.  j cosh  .'L'  cosh  Зхс/л; 
<5  Imamo 


I cosh  х cosh  3xdx  = ~ j (cosh  2.x  + cosh  4.x)  с/х  = - sinh  2x+-  si 


sinh  4x+C.  > 


52.  J - rg-~  , г~ 

1 smh -a-oosh  i 

<3  Zbog  cosh  х - sinh“  х = 1,  dobijamo  za  х 5*  0 : 


/ dx  / cosir  х — sinh"  х , 

I (х)  = / 0 Го-  = / — rrm rf® 

./  smlr  х coslr  х / sn 


sinh2  х cosir  х 


= / . g L_  - / 

I sinlr  х j 


dz 


- coth  х — tanh  х + C,  > 


sinh2  х / cosh2  х 
Primenom  zgodne  smene,  naci  sledeće  integrale: 
53.  I z3(l-~5z2)10đz\ 

< Stavljajući  1 - 5x2  - 1,  nalazimo  zdx  ^ ~-±dt\  te  je 
x3(l  - 5x2)10dx  = +(in  - tw)dt, 

odakle  sledi 


I (х)  = J x3(l  - 5x2)10dx  = ^ j (tn  - tw)dt 

-(1  — 5.x2)11  + C.  > 


1 (tVŽ  tU\  \ Г 1 + 55x~ 

" 5о1Т2  11  Г 6600 
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/ ATTI" 

■4  Smenora  \/2  - х = t,  dx  = -2tdt,  imamo 


x~dx 


J у2  — х 


-2  I (4  - 4tr  + t‘l)dt  = -2  ^4/.  - + 15  ) + C 


15 


(32  + 8.x-  - Зх2)\/2^х  + C {х  < 2) . ► 


55- 

4 Uzimajući  \/l  — х2  = t,  dobijamo 


= — pr  (8  + 4x-2  + З.г4)  \/l  — х2  + C (|a:|  < 1).  > 

56.  / x°(2  — 5ж3)зЉ 
<1  Stavljajući  2 - 5.x3  = t3,  dobijamo 


I (х)  = I x5(2  - 5x3)ldx  = ~~  J (2  - t3)i4dt 

6 + 25x3 


'25 


2 - 
-t° 
5 


i8  +C  = -- 


1000 


(2  - 5х3)з  + C.  ► 


57.  f cos5  x\/sin  xdx 

■4  Smenom  sinx  = t- , cos xdx  = 2tdt,  cos4  х = (1  — £4)2  imamo 


I (х)  = J cos5  x\/sin  xdx  = 2 j (1  — t4)2  t2dt 
2 ,3  4 7 2 u 

= з‘  -f  +Il‘  + c 

= | ^ ^ sin2  ж + 77  sin4  х ) \/sin3x  + С*, 

\3  7 11  / 


(2/стг  < х < (2 k + l)Tr,keZ)  > 

5g  j s\nxco+xdx 

«1  Smenom  1 + cos2  х — t , dobijamo  cosxsina*dr  = —\dt  i 
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'<*>  - /отљ4/^<Ч/(Нл 


1 

- ln  i - ~t  + C = i ln(l  + cos2  х)  - - cos2  х + С.  > 


59.  f sin Џс1х. 

<l  Smenom  tan х = f,  z a — f + А:тг  < х < § + А;тг,  к £ Z,  dobijamo 
/ (®)  = | t2(t2  + 1 )dt  = |t5  + it3  + C = t,an3  х (^+  + |)  + °к-  ► 


60.  | 

' e^-fex 

<4  Neka  je  e~?  = t,  tada  je  # = -2rft; 

e"§  б/х 


/ (х)  = / gdl = / — 

4 7 ./  ег  + ex  ./  ea 


(1  + e~2 ) 


■'h 


tdt 
t + 1 


= _o 


1 


1 


dt 


1 + t 

~2e?  — х + 1п(1  + e^ ) + C' 


■2i  + 21n(l+t)  + C 


81-  fvfe 

< Stavimo  t = 4г.  Dobijamo 


/(*)  = -2/ 


dt 


, ..=  — 21n  (t  + v^+l)  + ^ 

ч/F+l  V / 

X - 2 ln  (1  + vT”+e*)  + C.  > 


/ arctan  у/х  dx 

J l+*‘ 

^ Smenom  it  = arctan  \fx,  imamo 

/ aictan  yf%  dx__  _ 9 / frh  — f2  4-  C = arctan2  + C (ж  > 0)-  ► 


I aictan  Јг-  = 2 1\л  = 

J у/х  1 + X’  ./ 


Лс 


63.  / 

^ Ako  uzmemo  х — sini,  rte  — cos  tdt  za  |ж|  < 1,  dobijamo 


/ ^ — - = / — = tant  + C = tan (arcsin х)  + C = / =? 

J (i-x+  .1  vi-*- 


-C  ► 
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64.  / ^ 

<1  Uzmimo  ж = +~§j.  Ako  х € ]-cc,-\/2[,  to  t € ]-f,0[;  ako  х € 
] у/2,  +co  [ l;o  t € ] 0,  j [ Piimetimo  da  je  za  te  viednosti  х i t : sgn  cot  2t  — 
Sgnt  = $дпх;  zato  imamo 


ФО  = I -0=  = -Asgncot2t  I 

f (sin2  1 4 
./  sin3 1 


dt 


sin3  '2/ 


+ д = san(  _ an  . 
2 / RinJtcos3t  V sin2  2t  ' 


Iz  jednakosti  sin  2t  ==  — = uzimajući  u obzii  |tani|  < 1 za  |i|  < 

imamo  da  je 


.т  ± \/x^~~2  | 


Л 


tan  i 


ж < -ч/2 


Dakle, 


J(x)  = sgnx  ( + у1  “ -~2  + sgnx  ln 


^ \/.г-2  — 2 + ln  х + \Л;*2  ~ 2 


х + Л“  - 2 

+ C7.  > 


+ O 


65.  j у/о?  — х *dx„ 

A Smenom  х — asint.  dobijamo 


I (х)  = j д/а2  — x2dx  = сг  I cos2  tdt  = —■  j (1  + cos  2t)dt 

= — (t  + i sin  2^  4-  C = arcsin  — + ^—у/а?  — х2  + C 
2 V 2 ) 2 a 2 

(|xj  < а).  > 


66-  < 7<*¥ 

< Smenom  х = atani,  imamo  (а  ф 0); 


Г dx  _ 1 / 

/ х/(.г2  + а2)3  “ o2  / 


1 X* 

cos  idi  = — т sin  i + C = - =======  + C > 

a 1 a-  vi'  + а2 
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67.  I 

< Neka  je  .т  = a cos  2 1.  Tada  je  ,/f±|  = cot  f , dx  - -2a  sin  2 tdt  i 


= I \ЈШс1х = ~Aa  J cos 

= a aicsin  — — \/a2  — т2  + C (— a < т < a).  > 


r tdt  = -4a  ( | + ^ sin  2f  ) + C 


68*  / а'  \J 2а-~х^Х 

< Stavljajući  т = 2asin2 1 (primei  44)  dobijamo 


I (т)  = j х J— -—-dx  = 8a‘"  j sin4  tdt  = a2  (3 1 - 2 sin  2t  + - sin  4t)  + C 

= 3a2  aicsin < [Ž.  - /т(2а  - т)  + C (0  < т < 2а).  ► 

У 2а  2 

ао  / ^:с  ■ — 

(a:— а){6— i) 

< Smenom  т-а  = (6-а) sin2 f,  posle  jednostavnih  transformacija  nalaz- 


ипо 


d х 


уДх  - а)(6  - т) 


2 I dt  = 2t+C  = 2aicsin  у ^ — — +C,  (а  < т < 6)..  > 


70.  / л/(т  - а)(6  - т)Љ  (t>  > а). 

< Piimenjujući  smenu  iz  prethodnog  piimera  dobijamo  da  je  za  a < х < 


b: 


I (т)  = j Дх  — a)(b  — x)dx  = 2(6  - а)2  j sin2 1 cos2  tdt 
— ^ — j ( 1 — cos4/)df 


2 

(6  - а)2 


^ а)‘  ^t-isin4f  ) +C 


т-а  2т  — (а  + 6) 
b — a 4 


aicsini/-; 1 У — ■ — 1 \/(т  — а)(6  — т)  + С > 


71.  / \/а2  + x2dx. 

< Smenom  х = asinhf  (f/т  = а cosh  tdt),  sledi  ч/ a2  + т2  = acoshf,  te  je 


^ \/ a2  + т2с/т  = a2  j cosh 


„ a“  , . a4t 

2 fc/f  ==  — smh  2 1 + + C. 
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h jednakosti  sinli  t 

t s=  lll  + \/ or  Јг  Х* 


е*  2 ” f imamo  el  = — . Zbog  el  > 0 je 


ln  a.  Očigledno  je  sacla 


sinh  2t  = 2 sinh  t cosh  t = 2 sinht“\/ 1 + sinh2 1 
х 


— 9 


l + ^^v^+^2, 

a-  a- 


te  je  konačan  rezultat  datog  integiala 


\/a2  + x2dx  = Ј\/«2  + Х'2  + тг  ln  -г'  + \/a2+*2 


+ C 


72.  / 

Podintegralna  funkcija  je  definisana  za  .т  < — a i х > a.  Nelca  je  х > 
Tada  se  smenom  a;  — a = 2asinh2  t dobija 


I \j^7^dx  “ ^ sinh^  tdt  = a sinh  2t  — 2 at  + C. 

Uzimajući  u obzii  da  je  asinh2i  = \/x2  — a2,  sinht  = уЈ^јјЈГ  = et-*  1 } 
t = ln  (уТГнГа  + \/х’  ~~  «)  ~~  ln  у/2 a,  imamo 


rr  — a 
л;  + a 


Љ — д/ х2  — a2  — 2a  In  (>/x  + a + уЈх ~ a)  + (7. 


Ako  je  х’  < — a,  srnenom  х + a = — 2asinh2 1 imamo 

I (х)  = j dx  — —4a  j sinh2  tdt  = — sinh  2č  + 2at  + C 

= — \/х2  + a2  + 2a  ln  (>/— х — a + \/— х + a)  + C > 

73.  J 


dx 


\/(xTa){x-f6) 

<3  Ako  je  ж + a > 0 i х+6  > 0 (6  > a)  to  se  smenom  х+а  = (b  — a)  sinh2 1 
dobija 

/ -==Ž==  = 2 / dt  = 2i  + C = 21n  f ч/НГ+^  + ч/Ј+Т)  + C. 

/ 1/(.г'  + а)(х  + 6)  / V / 

Za  х + a < 0 i х + 6 < 0 ( 6 > a ) smenom  х + b = — (b  — a)  sinh2  č sledi 

= = = -2  / dt  = -2/-+C  = -2  ill  f \/ — X*  — O + >/-Ж  “ б)  +C 

v/(x'  + a)(x'  + 6)  / Vv  / 


> 
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74.  I f(x  + n)(x-  + b)dx. 

■4  Pretpostavljajući  da  je  b > a,  х H-  o > 0,  х + b > 0 smenom  х + o — • 
(&  — a)sinlr  t sledi 

sf{x  + a)(x  + b)dx  = — (cosh  - 1)  dt 


„ (b  — a)2  /sinh4t 

х + a)  (х  + b)dx  = — ^ j t)  + C. 


Pošto  je 

t = In  (fx  + a + fx~+tj -ln  \/b~a,  sinh4t  = ^ ~ V(x  + a) (ж  + b) » 


to  j.  I (*)  = ?X+4a+t  v+  + a)(x  + b)A±-A.  1„  ( + vS+i)  +c 
Ako  je  ж + a < 0,  х + b < 0 ( 6 > a ) smenom  x + b=  -(b-  a)  sinh2  t,  sledi 

I (х)  = j \Дх  + a)(x  + b)dx  = -- — 2~~  f (cosh4i  “ 

= _i^sinh4t  + ^t  + C 
16  4 

= 2x  + n + - f(x  + q)(.x  + b)  + ln  (\/-.x  - fl  + V-x  -bj+C. 

4 


Parcijalim  integraljenjem  naći  siedeće  integrale: 
75.  ј х2  aiccosxdx. 

< 


I(x) 


ХА 

= — arccos  х + 
o 


I x~  aiccos  xdx  — j агссо sxdy—j  — 

§ /л('/ггг) 

/ ј'Г+  + ( j \/1-Л(ха) 


Ј/ 


x^dx 


vT 


aiccos  х' 


л;3  х 

— ^ arccosx 

3 

4 2 

x x /г 

— arccos  х*  — — V A 

3 з 


У(1-.г-2)3  + С (|x|  < 1)  ► 


76.  | sissjpdr. 
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/(*■) 


/ aicsin.r  / . ( 1 \ 1 . /'  dx 

/ т, — dx  ---  / arcsmaTt  — = — arcsm:i:+  / — == 

.1  х-  J V XJ  x I aVl  - х- 

(х  0;  |.т|  < 1).  Poslednji  integral  se  nalazi  na  sleđeći  način: 

sgnxd  (|xj) 


d: х 


= In 
Konačno  je 


X \J  1 - х'2 

х |xj  У 

(р|)"  ~ 1 

1'  1-г12 /(r)"  - 1 

j <((н) 

— — - ln 

1 l( 1 V 

+ c 

\j  (r) 

1 

1*1  1 у\1-г'1/ 

X 

1 + \/l  — X- 

+ c. 

/ 


aicsm  х aicsin.T 

Ђ — clz  = h m 

х-  х 


1 + \/Г~~Х* 


77.  / aicfcan  s/xclx„ 

< Paicijalnim  integialjenjem  sledi 


I(x)  = I 


— xarctan 


arctan  \Јхс1х  = х atcfcan  \/х  — j 
;tan  у/х  — I ^ 


1 


2у/х  2y/x(l+x) 

:l(s/x) 


2у/х(1  + х) 
dx 


dx 


n r~~  / d( \Јх) 

х aicfcan  \/х  — \fx  + / — 1 — 

/ 1 -f  х 

х aicfcan  s/x  — s/x  + aicfcan  Јх  + C (х  >0).  > 


Naći  integraie  : 

78.  / (aicsinx)"da;. 

< Paicijalnim  mfcegraljenjem  se  dobija 


arcsin  xdx 


j (х)  = / (aicsin  л:)2  dx  = x(aicsinx)2  — / . t 

I J J 1 - 

= x‘(aicsin.T)“  + 2 j arcsin  xd  (jl  — x2^j 
= x(arcsina?)2  + atcsinx  - 2a;  + C (|x|  < 1).  > 
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79.  Г^^х. 


■4  Parcijalnim  integraljenjem  je 


,(.)  - jx'"(x_^pi<lx= /|п(х+  утанугт^) 
= х/IT^ln  (х  + vTTTj  - J dx 
= vT+T ln  (х  + v7!  + x°~)  ~ * + C.  > 

80.  fjS&V'  . 

•<1  Posle  očiglednih  tiansformacija  i paicijalnim  mtegialjenjem  imamo 

_ /__^l_  = 1 [&L±*lz*dx 
/(љ)  " / («2  ж2)2  a2  J (a2+x2)2 

1 X \ j X ( 1 

= —z  arctan  - + ~ / -r«  9 — ђ 

а3  a аг  J 2 \a“+x- 


1 х'  х-  1 [ dx 

a3  a 2a-(a3+x-)  2a-  J a-  + .x- 

х 1.x 

— — _l aictan  — h C.  > 

2aI 2(a2+x2)  2a3  a 


81.  / Vaa  - x~dx 

■4  Paicijalnim  integialjenjem  sledi 

I (x)  = j л/а2  — x2dx  = x\fa-  - х2  + J ^=Џ 

> o 0\  , 2 

7 Vfl'-r 


dx 


= хд/а2  - х-2  - J \/а2  - х2с/х  + а2  arcsin  ^ + C 
Iz  dobijene  jednakosti  se  dobija: 


j \/a2  - x2dx  = ~ >/ 


a“  . х 


а2  „ aicsin -+C  (а^О).  > 

2 а 


82.  / x“ \/ а2  + 


3.1  JEDNOSTAVNIJI NEODREĐENI INTEGRALI 


403 


< Iraarao 

I ( х ) — j x~  J a~  4-  x~dx  = 

= ^(a2  + ^ I {a~  + х2)  \/a2  + x2dx  + C 

— ^ (a2  + ж2)1  — j J d1  + x2dx  + C 
Nađimo  integi  al  I\  (х)  — j \/a-  + x2dx. 


I\  (х)  — / \/ cfi  + x2dx  = хуЈ a2  + х2  — / —========  dx 

/ / va2  + х2 

//  9 , 9\  9 

-р--Г* 

Va~  + х- 

= х\Ја/  + х2  — / \/ a2  + x2rfx  + a2  In  х + \/°2  + х2  + C; 


Odavde  је 


I \Ja2  + x2dx  — — уЈаЈ  + x2  + —*  In  х + \/a2  + х2 


+ c, 


tako  da  konačno  imamo 

пџ  ( Оп'2  Л*.  si~ 


х(2хг  + cr)  f-тг — 7 сг  j-^~ — j 

I (х)  = — r 1 v a'  + х-  — — in  х + ya~  + хг 

O o 

83.  I xsin  yfždx 

< Zbog  xdx  — 2(Jx)3d{\/x)  imamo 


+ C.  > 


I(x) 


I xsin  \Jxdx  — (\/^)3з>п  Jxd(Jx)  = —2  j^  (Jx)3d( 

~2Vx3  cos  Јх  + 6 I х cos  Jxd(Jx) 

—2ПЈ  cos  Јх  + 6 j xd(sin  Јх) 

—2  Јх3  cos  Јх  + 6xsin  Јх  — 12  I v/xsin  Jxd(Jx) 
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— — 2\/x^cos  \fx  + 6ж  sin  \Jx  + 12  j \/xd(c os  %/х) 

= — 2\/a?cos  /х  + 6x  sin  / х + 12\/a:cos  \fx  — 12sin  \fx  + C 
= 2\/х(6  — х)  cos  \fx  + 6(x  — 2)  sin  /х  + C (х  > 0) . J> 

л r ,rjC>arct  ;m  х . 

84 .1=1  & rdx. 

1 (i+i2)^ 

< Parcijalnim  integialjenjem  sledi 


I = 


Odavde  je 


/ x d 

„.parct.ano;  /' 

/ arctanx\  __  kLL*  / 

1 у/1+Х* 
^^arctans 

1 j \/1  +ж1 2  J 

/ c/(earct,anx)  ^.^arctan  х 

>/1  + Ж2 

/ \/1  + X2  \/1  + X2 

/•  _ 

_W.  1 

„arctani  4-  Г!  fe. 

/ ..  t-  1 ■ ***^ 

2\/l  + х2 

f sin(lnx)dx, 

Io  = j COS(lnx)f/x 

хе 


.arcfcan  х 


л/(1  +-г-2)3 

^arct.an  х 


zdx 


■4  Imamo 


Ix  = j sin(lnx)dx  = xsin(lnx)  — j cos(lnx)dx; 
I,  = I cos(ln  x)dx  = xcos(lnx)  + j sin(lnx)dx, 


odavde  je 


Ii  = (sin(ln  х)  - cos(ln  х))  + C; 


х 


Io  = — (sin(lnx)  + cos(lnx))  + C J> 

86.  1\  — I eax  cos  bxdx,  I>  = / eax  sin  bxdx 
< Očigledno  je 


= ~ / cos  bx  d(eax)  = -ea:c  cos  bx  + - I eax  sin  bxdx 
a ) a a I 

1 „т  , 6 т 

= - e cos  bx  + — Io ; 

a a 


з,  1 JEDNOSTAVNIJI  NEODREĐENI  INTEGRjUJ 
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Io  = - I sin  bx  d(eax)  = -eax  sin  bx  - - I 

a J a a / 


eax  cos  bxdx 


-eaisin  bx~-Ix\ 
a a 


Rešavanjem  sisfcema  dobijamo 
eax  (a  cos  bx  + b sin  bx) 


h 


a-  + b'1 


л , еПХ(а  sin  bz  - b cos  bx) 

+ C\  h = ђ — : — + C.  ► 


cl2  + b2 


87.  I elx  sin2  xdx 

<!  Koristeći  prethodni  primei,  dobijamo 


I (х)  = j e2x  sin2  xdz  ~ 7)  j e2xdx  ~ 7)  j ^2x  cos  2 xdx 


-e-I(sin 2x  + cos 2x)  + C.  > 


88.  / 


arctan 


dx . 


< Polazeći  od  toga  da  je  = — d(e  x),  imamo 


dx 
ex 

. j . f arctan  ex  , / 

W <<*  = -/ 

в*+  / 


= — e arctane 


arctan  exd(e  x) 

d(ex) 


ex(l+e2x) 

= — e-1  aictane2  + j d(eX) 

= — e_:c aictane1 +.г  — ^ ln(l  + e21)  + C.  > 


1n(sin  ^ 
sm2  з; 

+3  Paicijalnim  integraljenjem  je 


89.  ( MSl^ldz 

J sm~  a; 


/ — = - / ln(smrr)d(cot  o;)  = - cot  a*ln(sina:)  + cot2  xdx 
J shr  х J J 


Koristeći  primei  45,  dobijamo 
I'  ln(sina‘) 


/ 


sirr  a 


dx  — — cot  +r  ‘ (ln(sinr)  + 1)  - i -f  C (2/с7Г  < х < тг  + 2/отг).  > 


Nalaženje  integrala  koji  slede  bazira  na  kanonskom  obliku  kvadratnog 
trmoma  i sledećim  foimulama: 

I.  / = i arctan  f + (7  (a  ^ 0)., 
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a:4-ti 


+а 


П.  / = ± ln 

/ a“—:c~  2a  | 

III.  / = ±5  ln  |n2  ± ж2|  + C, 

IV.  / .4-  .г  = ajcsin  f + C. 

' + C (o  > 0) 


\/a“ 

v.  / ^4==^  = in 


ч/х-±а“ 


ж + \/x“  ± а~ 


±\/а~  ± х2  + C 


vi.  / 

VII.  / \/a2  ± X-'-  = f >/fi-  '±  .г-“  + arcsin  f + C ( a > 0 ). 


VIII.  / \/x~  ± a2dx  = f i/.x’2  ± «"  ± fr  ln  ж ± V х-  ± a2 
Naći  infcegrale: 


+ C. 


dx 


90*  / 3a:2— 2i— 1 

I 
'3 


<i  Za  .х  ф — i;  ® ^ 1 slecli: 


dx 


3.x2  - 2x  - I 


3./  (x-I)2- 


In 


х — 1 


Зх  + 1 


+ C ► 


91-  ./  х4_^2*2_1 
•4  Očigleclno  je 


I(x) 


f xđx  1 

/ ж4  - 

2x2  - 1 2 . 

1 In 

х2  - 1 - у/2 

4\/2 

х2 -l  + v/2 

+ C |i  ji±/  + \/2j 


i 

Korisfceći  raziaganje,  dobijamo 


fw  - Ј^*г1ШтА 


2 d ( х + - 


(*+ir+i 

1/9  1 2л)  ±1  ^ 

= - ln(x2  ± X + 1)  ± "д  aictan  - -д + C > 

93.  / ..  0-sfe — . 

./  а:~  — 2л:соз  а+1 

< Posle  očiglednih  transformacija  za  cv  / А:тт.  A:  £ Z imamo: 


J(x) 


" / х2 


xdx 


-fi 


(х  - cos  а)  + cos  а 

9 


2x  cos  а + 1 / (х  — cos  а)2  + sin2  а 

1 ,,  х — cos  а _ 

- ln(x“  — 2x  cos  а + 1)  + cofc  а arctan  — : \~  C,  > 

2 sm  а 
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94. 

< Slično  prethodnom  primeru  za  х Ф —1,  х ф \/2  је: 

x5dx  _ i / (•'с3 - i)+i  . , 


I(x) 


xf 

’ — ж3  - 2 3 ./  (х.з 

-l)2- 

lnl 

х 6 - х3  - 2|  + / ln 

.т3  - 2 

х3  + 1 

! 

1 18 

lni 

(|.г3  + l|  - |;i;3  — 2ј2) 

+ С > 

+ С 


dx 


95.  / — / о q rf™. 

i 3sin"  x—8sma:cusa;-Focus~  х 

Polazeći  od  jednakosti  -Ajj-  ---  d(fcanx),  dobijamo 


II  d(t;an  x)  _ 1 

3 J (fcana;-4)2-  i = 2 ° 


3 sin  х — 5 cos  ж 


sin  х — cos  х 


i)  -ff 

7Г  5 

(х  ф —•  + А?7г,  х*  ^ aictan  ~ + ктс^  к € Z) . > 
4 о 

dx 


+ с 


^ I smx+2  cus  x+'S 

< Imamo 


I(x)  = / + = 2 / 

; J 2sinf  cosf  + l+4cos2f  J 


cl  (tan  § ) 


(tan  § + l)  +4 


aictan 


tan  | + 1 
2 


+ C'ru 


2тгп  — 7г  < х < 27гп.  Iz  neprekidnosti  piimitivne  funkcije,  sledi 


/(7Г  + 27Г71  — 0)  = /(тг  + 27гп  + 0),  n e Z; 

~ + Cn  = -~+Cn+1,Cn+1=ir  + Cn.. 

Odavde  se  dobija  Cn  = nir  + C,  C — Cq  pioizvoljna  konsfcanfca,  Pošto  je 
2тгп  — 7Г  < х < 7г  + 27гп,  fcj  n < < n + 1,  to  je  n = [^r]  . Zato  je 


I(x) 


tan  f + 1 

aictan * b 7Г 

lim  I(x)  (n  e Ћ) 

X— ‘7Г-}’-717Г 


X + 7Г 
27Г 

> 


+ С (х  ф 7Г  + 2п7г), 


/(тг  + 2птг) 
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97-  Dolmzali  da  ako  je  у = ааг  + bx  + c (a  ф 0),  to  je  za  a > 0 


^■>(»  + л)+с 


. I dx  1 . у'  , „ 

l / — — = —?=  arcsm 'т + C,  za  a < 0 

J /у  \/^2  ~ 4ac 


Za  o > 0 imamo 


Г \/adx  _ 1 I d (ах  + 

I \Ja~x2  + bax  + ča  \/a  J ^/(ax-  | (^)2  | 4ае-6^ 

In  ах  + — + \/ a~x~  + bax  + ca  + C — -7=  ln  7-  + 1 /алј  + C 
/а  2 V « 2 


Neka  je  a < 0 i b~  — 4 ac  > 0,  tada  je 
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< Za  \x\  > \Л  + \/2  iraarao 

х 'Adx 


x2d  (х2) 


v/.r4  - 2x-  - 1 2уДх2  - l)2  - 4 

(х2  — 1)г/(лг  — 1)  1 f/(x2  — 1) 

1y/{x*  - \y  - 4 + 2 - 1)*“ 


Onda  je  J (х)  = ~ \7.г4  - 2r2  - 1 + \ in  х2  - 1 + \/x4  - 2.x2  - 1 


2 

(lx 


~r  C 


100.  / 5 " 

^ Poclintegialna  funkcija  je  realna  za  |x  + 1|  > \/б.  Tada  imamo 

/ clz 


h 


I clz 

(х  + 2)  Vx-2  + 2a:  - 5 = / (х  + 2)»  |x  + 2|  ^ 

Neka  je  j+j  = t,  tada  је 


х + 2 
dx 


tsgn(z  + 2);  clt  — 
dt 


dz 


(х  + 2)2 
sgn(x  + 2 )dt. 


sgn(x  + 2), 


(х  + 2)2  sgn(x  + 2) 

Pnmenjujući  zatim  lezultat  primera  97,  dobijamo 

Г dx 

I(x) 


I (х  + 2 


(х  + 2)Wx*  + 2x  - 5 
sgn(x  + 2)  J (-10/  - 2sgn(x  + 2))dt. 


san{x  + 2]  I ТТ^Ш 


tdt 


f (-10*- 

/ 2л/Г^2Ј 


+ 


2tsgn(x  + 2)  — 5Z2 
1 dt 


sjl  — 2 tsgn(x  + 2)  - 5Z2  5 уО  — 2 tšgnjx  + 2)  - 5Z2 


i/l  — 2tsgn(x  + 2)  - 5Z2  4 — arcsin 
5 5\/5 


10Z  + 2sgn(x  + 2) 


sgn(x  + 2) 


h - 


\/x2  + 2x  — 5 


+ 


х + 2 
1 


+ 


1 


aicsra  ■ 


(х  + 2) 2 ' 5\/5 
х + 7 


aicsm 


\[2A 

_l_  + s?n(.T  + 2) 
VE 


+ c 


5(*  + 2)  5\/5  \/б  |x  + 2| 


+ C . 


101.  j \J  2 + х — x~dx. 

< Za  — 1 < х < 2 dobijamo 
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I(x) 


I ч/2  + х-А te  = / <1  (*-\) 


2x  - 1 


1— ж4-дг’~ 


г 9 . 2ж  — 1 , „ 

х — х-  + - aicsm  — 1-  C > 

O O 


102.  I - J -х^1+х_х-2' 

-el  Za  |.т  - ||  < х ф 0 slecli 


/ 1 - х + х2  , _ / с/х  Г (х  — l)dx 

J X \/l  + X — X2  ./  x\/l  + т --  X2  / \/l  + T - X2 

U prvom  integralu  uzmimo  A = L Dobijamo 


>,  = J- 

= -ln 
= — ln 


с/х 


/ 


д/i2  + tsgnx  - 1 


\/1  + х — х2 
^ -P  + /sgnx  - 1 


2 + х + 2y/l  + х - х2 


Drugi  irrtegral  iziačunavamo  neposredno 


/(х) 


/ 


(х  — l)r/x 


\/1+Х-Х2 
/ (— 2x  + l)c/x  1 / c/(x-|) 

J 2\/  J + х — х2  2 / ' 


\/f  D~ 


1 . 2x-l 

Vl  +-г'  - - - arcsin  ^ 


Konačno  imamo 

1 2 + + 2\/l  + х + лР 


X 


! 1 2ж  - 1 

\/l  + % + х2  — - aicsin  — j=r- + C 
2 \/5 


103.  1-441^  dx. 

^ Za  х 0?  nalazimo 
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/(*) 


/ х2  + 1 / 

= / — ах  = sgnx  / 

I хУ^ТТ  J / 


1 + 4г 

.dx 


= S(/m  ln 


1 / 

,,  i 

x~x  + \! 

x2+? 

+ C = sgnx  In 


s<7?)3;  ^ 


+L~J) 


л/Č 


x-i)+2 

1 + \/ :l'<1  + 1 


+ c 


3.2  Integraljenje  racionalnih  funkcija 


Primenom  metode  neodredenili  koeficijenata  izračunati  sledeće 
integrale: 

104.  / dx- 

< Imamo 

. . x3  + l __  (х3  — 5x2  + Ga;)  + (5.т2  — бо;  + 1) 

rc3  — + 6x  х*  — + 6rr 

5.т2  - 6x  + 1 _ A B C 
a;3  — 5a:2  + 6x  ^ х х — 2 х — 3 
Nepoznate  /1,  J5  i C nalazimo  iz  identičnosti 

bx2  - 6a;  + 1 = A(x  - 2)(x  - 3)  + Bx(x  - 3)  + Cx(x  - 2). 

Za  х = 0 je  1 = 6Л,  tj.  Л = g Ako  je  х = 2 imamo  9 = —2В,  odnosno 
B = — | . I na  kraju  za  х = 3 dobijamo  C = у . Sada  je 

/i5-Vs  VfaC  = x + ž |x|  - 1 1,1  lx  - 2|  + 1 ta  |X  - 3I  + C.  > 

105.  / -т+гттЉ- 

<3  Izdvajajući  celi  deo  imamo 

х4  __  5.т2  + 4 

х4  + 5x2  + 4 х4  + 5x2  + 4 

Uzimajući  u obzii  da  je  х4  + 5x2  + 4 = (х2  + l)(x2  + 4),  dobijamo  za  drugi 
sabiiak 

-5x2  - 4 _ Ах  + B Сх  + D 

х4  + 5x2  + 4 x~  + 1 х2  + 4 
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Posle  svođenja  na  najmanji  sachžaiac  i sieđivanja  sledi 

— 5.т2  — 4 = (Ат  + B)(x~  + 4)  + ( Сх  + D)(x~  + 1) 
Izjednačavanjem  koeficijenata  uz  iste  stepene  leve  i desne  strane  imamo: 

ж3  0 = A + C; 
x~  —5  = B + D\ 
х 0 = 4/i  + C; 
x°  -4  = 4 B + D. 


Odavde  se  dobija  A = C = 0;  B = D = -f  - Zamenjujući  nađene 
koeficijente  i integraljenjem  dobijamo 

/ x = х -I-  г arctan  х — ^ aictan  ~~  + C.  > 

I х4  + 5x2  + 4 3 3 2 


-2  koieni  imenioca  podmtegialne  funkcije  to 


< Pošto  su  x\o  — 1 i а:з 
je  saglasno  opšto  j teoiiji 

/ xdr  / p / / ^x 

= л / (ГЛр+в./^Л  + 0 /^Т 2- 

Difeienciianjem  obeju  strana  i svođenjem  na  zajednički  imenilac  dobijamo 


х = /1(.х  + 2)  + 5(.т  — 1)(т  + 2)  + С(т  — 1)". 

Uzimajući  redom  1,  -2,0  umesto  .т  imamo  1 = 3 A\  -2  = 9C;  0 = 2/1  -2B  + 
C,  tj.  /1  = |;  ЈЗ  = |;  C = — | Dalde, 


I(x) 


I 


xclx 


X' 


3 - Зт  + 2 


1 


2 

+ - ln 


3(.т  - 1)  9 


х — 1 
х + 2 


+ С(х^1;  s^-2).  ► 


107‘  / (x+l)(x+2)a(i+3p’ 
<3  Imamo 


“ (х  + 1)(.т  + 2)2(.т  + З)3 

/1  B , С D Е F 

~ .т  + 1 Н (.т  + 2)2  + х + 2 (х  + З)3  (х  + З)2  х + 3 ’ 
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odakle  je 


1 = A(x  + 2f(x  + З)3  + B(x  + l)(x  + З)3  + C(x  + l)(x  + З)3(х-  + 2)  + 
+D((x  + 1)(х'  + 2)2  + E((x  + l)(x  + 2)-(.г  + 3) 

+F(x  + 1)(ж  + 2)2(x  + З)2 . 

Zamenjujući  х redom  sa  — 1,— 2,  — 3,  nalazimo  da  je  A = B = —1; 
D = —т,-  Izjednacavanjem  zatim  koeficijenata  uz  х5,хл,х3  dobijamo  sistem 
jednačina: 

0 = A + C + F; 

0 = 13/1  + B + 12C  + E + 11F] 

0 = 67 A + 10B  + 56(7  + D + 8E  + A7F.. 

Iz  prve  jednačine  je  F = — C — Zamenjivanjem  u drugu  i treću  dobijamo 

C + E = 9C  + SE  = 8.  Odatle  se  dobija  C = 2;  E — — F = — -у,  Na 
kraju  se  đobija 


1 1 
+ 2 ln  |.т  + 21  + 


/(х)  = gtaN  + il  + I + 2 

+4(^ГзГТ|п|1  + 3|  + с 

9.x'2  + 50x  + 68  1 , 

- ln 


4(x  + 2)(x  + З)2  8 


4 (х  + 3) 

(т  + 1)(ж  + 2) 16 


(х  + 3) 


17 


+ С.  ► 


/ (аса— 4i+4)(®2— 4х+5) 

< Razlažući  na  pioste  razlomke  podintegralnu  funkciju 


(x~  — 4т  + 4)  (х-  — 4x  + 5) 
((.г  — 2)2  + 1 j — (х  — 2)2 

(х  — 2)2  ((x-2)2  + l) 

1 1 
(*-2)2  (*-2)2  + l 


i integialjenjem,  dobijamo 
dx 


J (х2  — Ах 


+ 4)  (rt*2  — 4x  + 5)  х ~~  2 


— aietan(x  — 2)  + C (х  ^2).  > 
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109-  / ^(х-ННХ+а+а^Г 

<3  Saglasno  opštoj  teoriji,  imamo 

f dX  - i f dX  , R f dX  A.  f CX  + D 1 « 

J x(x  + X)(l  + х + ж2)  “j  ж J х + 1 / 1+ж  + а;2 

odavde  je 

1 ==  Л(1  + *т) (1  + х + ж“)  + J5x(l  + х + .т*~)  + (Сх  + D)(x  + х ) 

Izjednačavanjem  koeficijenata  uz  iste  stepene  dobijamo  sistem  za  određi- 
vanje  nepoznatih  Д £?,  C i D : 

0 — Л.  + Đ + C ] 
х 2 0 = 2Л  + B + D + C\ 
х 0 = 2A  + B + D\ 
т°  1 = /1, 


čije  je  reSenje  A ~ 1;  B = — 1;  C = 0;  D = — 1;  Tako  je 


/ *(® 


с/.г- 


= ln 


+ 1)  (1  + .г  + .г2) 

(х  ф 1;  х ф-  0),  jei  је 

dx  / c/.i' 


X "b  1 


2 2x  4- 1 „ 

— = aictan = — 1-  C 

у/3  у/3 


[ = /_ 

J 1 + г + х2  I (x 


1 + х + х2  I (Аг  + |) 2 + | \/3 

110.  / +1+ 

Pošto  je  rc3  + 1 = (х  + 1)(.г2  — a:  + 1),  to  je 

dx 


2 2x  + 1 

= — = arctan  • 


ч/З 


[-P-  = A [^r+f  fX  + °;fc 

/ х3  + 1 / г + 1 / х-  — х'  + 1 


X’3  + 1 

Slično  prethodnom  piimeru  dobijamo  sistem: 


х- 


0 = Л + В; 


х 0 = — A + B + C\ 
x°  1 = Л + С. 


Odavde  je  A = 3,  B - C = § . Na  taj  način  je  za  х ф -1 
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dx  1 . . 1 / х — 2 

— = -1ф+Ц--  -љ 


1,1  ,1  1 / (x  “ n 1 

- lll  |x  + 1|  - - / ir-^L_  + - 


(x-I)2  + 2 


1 , , , . 1 , | 9 ,,  1 2ж  — 1 _ 

- ln  |.т  + 1|  — - In  ж“  — х + 1 + ~j=  arctan  — == — I-  C 

3 5 \/3  л/З 

1,  (.т  + 1)2  1 2x  - 1 _ 

- ln  — s H — = arctan  — = — h C > 

6 x2-x  + l \/3  Д 


111-  / ^ Г. 
4 Imamo 


odakle  dobijamo 


tj.  sistem 


xđx  . f dx  /' 

^ri  = AJ—i+J 


dx  f Вх  + C 

~1+  12  + Х + 1Љ’ 


х = Л(х2  + х + 1)  + (Sx  + C)(x  — 1); 


х2  0 = A + B\ 
х 1 = A ~ B + C\ 
x°  0 = A - C 


čije  je  rešenje  : A — 4;  B = — |;C  = 1 Sledi, 


/ xa!x  1 . 1 [ х - 1 

= 1 ln  |x  — li  — 1 in(x2  + х + 1)  + -1  arctan  ^ 1*  + (7 

з 1 1 6 4 v3  Vš 

1,  (х  — l)2  1 ^ 2x  + 1 

_ _jn__ H — ptarctan — т= — И7(.-е^1).  > 

6 х2  + х + 1 Д Д 

/+fe т. 

< Razlaganje  lako  dobijamo  piema  elementamim  transfoimacijama  : 

1 __  (х2  + 1)  - (х2  - 1)  _ 1 1 

х*  - 1 “ 2(x2  - l)(x2  + 1)  2(x2  - 1)  2(x2  + 1)  ’ 
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odakle  sledi: 

— 1 arctana:  + C (х  ф ±1).  > 

113.  f&. 

< Pošto  je 

X4  + 1 = (х2  + l)2  - 2s2  = (x~  + ху/2  + l)  (х2  - х-72  + l)  , 

1 Ах  + B ^ Сх  + D 

t0  -’е  X4  + 1 = X2  + ху/2  + 1 + X 2 - ху/2  + l' 

Iz  identiteta 

1 = ( Ах  4-  B)  — ху/2  4-1^4*  {Сх  4"  D ) 4-  х/2  4“ 

dobijamo  sistem  jednačina 

х3  0 ^ A + C\ 

x“  0 = ~y/2A  + B + J2C  4-  D ; 
х 0 — A — y/2B  + C 4~  \/2 D\ 
x°  i = B + D 

čija  su  rešenja  A = —C  = B = D = Znači, 


I 


dx 


= lln 


X — 1 
X + 1 


/(X) 


2%/2 


_ / — ^ 
2 7 X2  + 5 


х'  + \/2 


x\/2  + 1 
+2 


da* 


2\/2 


j' — £_ 

J х2  — х 


\/2 

у/2  + 1 


dz 


= JL  /.  dx  + l /- — — 

2\/2  ./  х2  + x\/2  + 1 4 7 /ж  + vdž)  + i 

1 / dx  + i / — 

"27!/  **-*>/5+i  * 4-/  (x-f)n 

_ _L  in  J + +•  J~  f arctan  (x\/2  + l)  + arctan  (x\/2  - l)  ) 

” 4\/2 1П х2  — x\/2  + 1 2\/2  V V 7 \ JJ 


+ 5 


TJzimajući  u obzii  formulu  za  sabiranje  aikustangensa  ( piimei  370  ) konačno 
dobijamo 
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/(*) 


1 х2  + х\Д  + 1 

ТД  П х2  - хД  + 1 


+ 


1 

— = aictan 

2Д 


xs/2 
1 - х2 


7 Г 


{х)  + c, 


( +1,  X > 1; 
gde  je  e(x)  = < 0,  |xj  < 1; 

( -1,  х < -1; 

/(1)  = lim  I(x),  /(-!)=  lim  I(x).  t> 

X — X—*  — 1 

114./ 

<3  Pošto  je 

хл  + xl  + 1 = (зг  + l)2  - х2  = (х-2  + -T  + 1)(ж2  — X + 1) 

to  podintegralnu  funlcciju  tiažimo  u oblilcu 

1 ^ Ах  + B Сх  + D 

a:4  + х2  + 1 х2  + х + 1 х2  — х + 1 ' 

Iz  jednakosti 

1 = (Аг-  + £)(.т2  - т + 1)  + (Ст  + D)(x2  + х + 1) 
dobijamo  sistem 

т3  0 = A + C\ 

х2  0 = -A  + B+C  + D; 
х 0 = A-  B + C + D- 
т°  l = B + D, 


čije  su  rešenja  A = B = —C  = D = \.  Dakle, 


т<  \ - f — - - I X + 1 

f ^ lx‘+x'2  + l '1  I X-  + X 

1 (, 


+ 1 

1 + х + 1 

4 х2  — х + 1 

Kako  je  (primer  370) 

2x  + 1 


-dx 


+ 


2v^V 


arctan  ■ 


+ 1 

2x  + 1 


1 f х — 

2 J x2-x 


Д 


+ arctan  - 


х — 1 
+ 1 
2x  — 1 


dx 


д 


aictan  • 


Уз 


+ arctan  - 


2x  — 1 

_Г 


х \/ 3 < . 

aictan  7у  + 7Г£(х), 

1 — х- 


+ C. 
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gde  je  е(.т)  defimsana  u piethodnom  piimeiu,  a vrednost  aikustangensa  u 
desnom  delu  jednakosti  u tačkama  ±1  jednaka  je  limesu  u tim  tačkama 
Konačno  imamo 


х2  + х + 1 
х2  - х + 1 


+ 


1 x\/3 

— ■=  aictan  7-,  + 

2n/3  1 ~ xl 


Ћ 

тД 


e(x)  + C. 


> 


115.  J J*rv 

<4  Najpre  tiansfoimišemo  podintegialnu  funkciju 


1 (ж4  + 1)  + (1  - ж4)  __  хл  + 1 1 - хл 

^ТГ  ~ 2(.'с6  + 1)  “ 2(rc6  + 1)  2(х6  + 1) 

(a;4  — х2  + 1)  + х 1 (1  — З'-2)!!  4"  ж") 

= 2(.т2  + l)(:c'>  - X-2  + 1)  + 2(.т2  + 1)(.т4  - х2  + 1) 

1 х2  х2  - 1 

“ 2(:с2  + 1)  + 2(х6  + 1)  2{хл  - х2  + 1) ' 

Prva  dva  sabiika  se  lako  integiišu.  Nadimo  razlaganje  jedino  poslednjeg 
sabirka,  Imamo 


-х'1  + 1 _ Ах  + B Сх  + D 

2(хл  — х-  + 1)  х2  + \/3x  + 1 х2  — \/3x  + 1 

_Eil  + i = (Ах  + В)(х2  - Дх  + 1)  + (Сх  + D)(x2  + Дх  + 1); 
tj.  sistem 

0 = А + С; 

\ = -ДА  + В+ДС  + 0\ 

b = A-VŽB  + C + VŽD\ 

\ = B + D . 

Dj~-B  = D = \\  Zatoje 


х2 

X 


čija  su  lešenja  A = —C  = 


1 


o.2 


+ 


2(x2  + 1)  2(1 + .x6) 


+ 


1 х + 

2\/1  х2  + \Дх  + 1 


1 


х 


л/З 


2\/3  х2  - \/3.х  + 1 


х6  + 1 
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Integraleći  ovu  jednakost  dobijamo 


1 1 з 1 x~  \ЈЗх  + 1 

- arctan  х + — arctan  х H = ln  — = h C.  ► 

2 6 4\/3  x~  — у/Зх  4"  1 


dx  

~хл  4-х  'л  — х-  1 '' 


< PoSto  je 


х5  - xA  + х3  - х2  + X - 1 = (х  - l)(x4  + х2  + 1) 

= (х  — l)(x2  + X + 1)  (х2  — X + 1) , 

to  razlaganje  podintegiaine  funkcije  na  proste  razlomke  ima  oblilc 
1 A Вх  + C_  D x + E_ 

X5  — х4  + X3  — X2  + X — 1 X — 1 X2  + X + 1 х2  — X + 1 

Iz  jednakosti 

1 = Л(х4  + х2  + 1)  + (Вх  + C)(x  - l)(x2  - х + 1)  + (Dx  + Е)(хА  - 1) 
dobijanro  sistem 

х4  0 = A + B + D] 
х3  0 = -2  B + C + E- 
х2  0 = A + 2B  - 2 C\ 
х 0 = -B  + 2C  - D; 
x°  1 = A~C~  E 

čija  su  lešenja  A = ~B  = C = D = 0;  E = Na  taj  naćin  je 


ln  [х  — ij  — — ln(x2  + X + 1) 


iin  рИ- 
6 х2  4-  х 4*  1 


arctan  ■ 


1 . 2x- 

— = arctan  — ■=- 
л/З  \Д 

=Д  + C7  (х  # 1)  . 


117.  Pod  kojim  uslovima  integral  f^fifprdx  predstavlja  iacionalnu 
funkciju? 

<5  Dati  integial  predstavlja  racionalnu  funkciju  ako  su  u iazlaganju 


ах2  + 6x  + c _ A B D E_  F_ 

x3(x  — l)2  х3  х2  "*"  х (х  — l)2  х — 1 
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lcoeficijenti  D i F jednaki  nuli.  Pietpostavljajući  da  je  tako  imamo 

ax~  + bx  + c = j4(x“  — 2x  + 1)  + В(хл  — 2x~  + х)  + Ех 

Izjednačavanjem  lcoeficijenata  uz  iste  stepene  imamo  sistem 

ж3  0 = B + E\ 
х 2 a = A - 2 B; 
х b = —2A  + B\ 
x°  c = A 


Eliminacijom  tii  nepoznate  A,  B i E iz  četiri  jednačine  sistema,  dobijamo 

traženi  uslov:  a + 2b  + Зс  = 0 ► 

Primenom  metoda  Ostrogradskog  naći  integrale: 

118-  I 

< Saglasno  opštoj  teoriji  imamo 


h 


xdx 


Ах^  + Вх  + C 
l)2(s  + l)3  = (х  - 1)(ж"'+1)2 


+ D 


Diferenciianjem  obe  strane  jednakosti,  nalazimo 

x _ (х-2  - 1)(2Ae  + B)  - (З.г-  - l)(Aa:2  + Вх  + C) 

\x  - 1)2(.т  + l)3  ~ ( x ~ + 

D E 

_) -) — 

х — 1 х + 1 


Odavde  se  na  uobićajen  način  doiazi  do  jednakosti: 


x = —Ахг  + (/1  - 2S).t2  + (-2/1  + B~  3 C)x  + C-B 


+D(x  - 1)(т3  + З.г-2  + З.т  + 1)  + Е(хл  - 2.г2  + 1). 

Izjednačavanjem  koeficijenata  uz  iste  stepene  imamo  sistem 

хл  0 — D "b  E\ 

х.з  0 = -A  + 2 D; 

х 2 0 = /1  - 2j5  - 2 E\ 

х \ = -2A  + B-3C-2D-, 
x°  0 = C-B-D  + E 
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ćija  su  rešenja  A = B = 
imamo: 


/ 


xclx 


(х 


./  (х^+1)- 

<3  Imamo 


1)Цх  + 1)3 

dx 


— — \]D  — —E  = Sledij  za  х ф ±1 

х2  + х + 2 1 

8(x  - l)(:r  + l)2  16 


X + 1 


X 


+ C.  > 


f dx 

I (xa  + 1)3 


Ax~  + Вх  + C 
х'3  + 1 


_ f dx  f Ех  + F , 

+ D I ^П  + Ј 


odakle  se  difei encii anjem  i svođenjem  na  zajednički  imenilac  dobija 


1 = -Ахл  - 2 Вх3  - 3 Cx°~  + 2 Ах  + B + D(x5  - хл  + х-3  + х-2  - х + 1) 
+(Ех  + F)(x-4  + х-3  + х + 1), 

tj  imamo  sistem 


X5 

0 = D + E-, 

хл 

0 = —A  — D + E + F\ 

X3 

0 = -2  B + D + F ; 

X2 

0 = -ЗС  + D + E-, 

X 

0 = 2/1  - D + E + F; 

x° 

1 = B + D + F. 

za  odieđivanje  koeficijenata  A,  B,  C,  D,  E i F ReSavanjem  sistema  sledi 


Znači 


A-C-OiB-liB— a-liF.-i. 


1,  (х  + 1)2  2 2x  — 1 _ 

4.  _ !n  _i — arctan = h 0 


Г dx 

) (х-з  + i)2  = З(х3  + 1)  ‘ 9 “*  х'2  — X’  + 1 ’ 3v/3 
(х  Ф —1). 


•Д 


120-  /jrfraF' 

-«1  Imamo 


h 


x2dx 


Ах  + B 


+ 2x-  + 2)2  х2  + 2x  + 2 


+ 


' Cx  + D 


h 


+ 2x  + 2 


dx, 


odakle  se  diferencir anjem  i svođenjem  na  zajednički  imenilac  dobija 


422 


GLAVA  3.  NEODREĐENI INTEGRAL 


х2  = A{x2  + 2x  + 2)  - {Ах  + B){2x  + 2)  + {Сх  + D){x2  + 2x  + 2), 

Za  određivanje  nepoznatih  koeficijenata  imamo  sistem 

л;3  0 = C; 

х2  1 = —A  + 2C  + D\ 
х 0 = -2B  + 2C  + 2D] 
x°  0 = 2A-2B  + 2D 

čija  su  rešenja  A — 0;  B = 1;  C = 0;  D = 1;  te  je 

x2dx  1 


/ 


{х-  + 2x  + 2)2  х-  + 2x  + 2 


+ arctan(a;  + 1)  + C > 


dx 


*21  / (х'Ч-1)- ' 

< Imamo 


I dx  _ Лх- 

/ (+1  + l)2 


Лх3  + Вх-  + +Cx  + H f Ех3  + Fx2  + Gx  + D 


х4  + 1 


+ 


I ЕтА 


х4  + 1 


odakle  je 


1 = {ЗАх2 + 2Bx  + C){x4 + 1) -4х3{Ах3  + Вх2 + Cx  + D) 

+(ж4  + 1 ){Ехг  + Fx2  + Gx  + Н)] 


tj  sledi  sistem 


X1 

Kf 

II 

o 

X3 

0 = 

-4  D + E] 

х* 

0 = -A  + F] 

9 

Z~ 

0 = 

- ЗЛ  + F] 

X5 

0 = -2B  + G] 

X 

0 = 

: 2 B + G] 

xA 

0 = — 3C  + H] 

x° 

1 = 

= C + H , 

Rešavanjem  sistema 

dobija  se  A = 

B = 

D = 

II 

Сч 

II 

Cq 

Н=  | . Sledi 

/’ 

dx 

X 

3 

f dx 

1 

{х4  + l)2  4{x 

4 + l) 

+ 4 

J X4  + 1 

Koristeći  rezultat  primera  113,  konačno  imamo 


1{х) 


X 


3 , х2  + ху/2  + 1 


A{x4  + 1)  16%/2 


in 


X- 


xsf2  + \ 8v/2 


3 , xs/2 

arctan 


1 


ж2 


^Ф)+с, 
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gdejee(x)  ista  kao  u navedenom  piimeiu  113.  > 

122.  / 

< Primenom  metoda  Ostiogiadskog  dati  integial  piedstavimo  u obliku 


dx 


Ах7  + Вх6  + Сх5  + DxA  + Ехл  + Fx~  +Gx  + H 


J (*4  ~ l)3 


+ 


/ 


(*4  ~ l)2 

Кхл  + Lx~  + Мх  + N 


+ 


х4  - 1 

odakle  se  difeienciranjem  i oslobađanjem  razlomka  dobija  identičnost: 
1 = (х4  - l)(7Ax6  + 6Bx5  + 5 Схл  + 4Bx3  + ЗЕх2  + 2 Fx  + G)- 


8х3(Ах'  + Вхи  + Cxn  + Dxl  + Exđ  + Fx~  + Gx  + H)+ 


+(x8  - 2x4  + 1)(Л‘х3  + Lx2  + Мх  + N). 

Izjednačavanjem  koeficijenata  uz  iste  stepene  obeju  strana  jednakost  dobi- 


jamo  sistem 

X11 

o 

II 

X5 

0 = 

-6B  - 6F  - 2 M\ 

X10 

0 — — /1  + L\ 

X4 

0 = 

-5 C -7G-2N 

X9 

0 = -2  B + M; 

X3 

0 = 

-AD  -8 H-  +K\ 

X8 

0 = -ЗС  + N\ 

X2 

0 = 

-3  E + L\ 

x{ 

см 

1 

1 

II 

o 

X1 

0 = 

-2  F + M 

X6 

o = -7 A -5 E-  2 L; 

x° 

1 = 

—G  + N\ 

čija  su  rešenja: 

a=b=d=e= 

F = 

н = 

O 

II 

ll 

*■4 

il 

G = — N = Џ,  Koiisteći  sada  rešenje  piimera  112,  konačno  dobijamo 


X 
32 5 


I 


dz  7x5  — llx  21 

J (х4 -T)3  = 32(x4  - l)2  + 128  П 


х — 1 


X + 1 


21 

64 


arctan  х + C, 


Izdvojiti  algebarski  deo  sledećih  integrala: 
123.  J (x4Jlir,dx. 

< Imamo 


Г X2  + 1 
J (х4  + х2  4 


+ 1)2 


dx 


Ахл  + Вх2  + Сх  + D f Ехл  + Fx2  + Gx  + H 


X4  + X2  + 1 


„2 


f Ехл  + Fxz  - ~ , 

+J 1мТГ dx- 
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odakle  dobijamo  identičnost: 


x.2  + j _ (ж'1  + х2  + 1)(ЗЛж2  + 2 Вх  + C)  - (4x3  + 2 ж)(Ас3  + Вх2  + Сх  + D) 
+{x4  + х2  + 1)(Љ;3  + Fx2  + Gx  + #). 

Iz  sisfcema  jednačina 


х7 

0 = E] 

X3 

0 

= -AD  + G + E ; 

XG 

0=  -A  + F-, 

X1 

1 

= 3 A-C  + H + F] 

X5 

0 = -2B  + G + E; 

X 

0 

= 2B-2D  + G\ 

хл 

0 = 

1 

= C + H 

nalazimo  da  je  -Л 
racionalni  deo  je 


i iB  = D = G = 

rc3  + 2a- 


0,  C = },  F = = §-  Znači, 


6(rtwl  + х2  + 1) 


£> 


124-  i (х5+1+1)- cl,X  ■ 

<a  Razlaganje  tražimo  u obliku 


I(x) 


Ах4  + Вх3  + Сх2  +Dx  + E f FxA  + Gx3  + Нх2  + Кх  + L 


X 5 + X + 1 


+ 


fF- 


X5  + X + 1 


-dx 


odakle  dobijamo  identičnost 

4xs  - 1 = (х-5  + х + 1)(4Аг-3  + ЗВ.г-2  + 2Cx  + D)  - 

— (5.г-4  + l)(Ar4  + Вх3  + Сх2  + Dx  + Е)  + 
+(Fx4  + Gx3  + Нх2  + Кх  + L)(x5  + х + 1); 


iz  koje  sledi  sistem 


X* 

0 = 

= F; 

ХЛ 

0 = 

зл  — 

5 E + G + F] 

X3 

0 = 

= — A + G\ 

X3 

0 = 

4 A + 

2 B + G + H] 

X7 

0 = 

= —2  B + II] 

X 2 

0 = 

&B  + 

C + K + H] 

ж6 

0 = 

= — 3 C + K; 

X 

0 = 

2(7  + 

L + K] 

X5 

4 = 

--  -4 D + L + F] 

х° 

-1 

= D- 

-E  + L, 

čija  su  rešenja 

A = 

= B = C = £?  = 

F ■- 

= G 

= II 

o 

II 

<-4 

II 

k 

II 

Dakle,  racionalni  deo  integrala  je 
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125.  Naći  integral 


j dx 

I х4  + 2x3  + Зх~  + 2x  + Г 


<i  PoSto  je 


х4  + 2ж3  + Зт”  + 2x  + 1 — (т3  + х + l)3 , 
onda  lazlaganje  ima  oblilc 

I dx Ах  + Б f Сх  + D 

I х4  + 2x3  + Зх2  + 2x  + 1 х2  + х + 1 J х2  + х + 1 Љ’ 

odakle  je 

1 = yl(x”  + х + 1)  — (Ах  + £?)(2x  + 1)  + (x~  + х + l)(C7x  + Zl); 


Sistem  glasi 


х3  0 = C;  х 0 = £)-25  + С; 

х-  0 = -A  + D + C\  x°  1 = A~B  + D] 


njegova  rešenja  su:  A = D = B — C = 0,  sledi 


dx 


2x  + 1 4 t 2x  + l „ 

+ atctan 7= — h C > 


J хА  + 2.т3  + Зх2  + 2a;  + 1 3(х2+х  + 1)  Зл/3 

Primenom  razlicitih  načina,  naći  sledeće  integrale: 
126.  / (дјЈдјјшо  đx  < 

< Po  Tejloiovoj  formuli  je 


х3  = 1 + 3(x  - 1)  + 3(x  - l)2  + (х  - l)3, 


zato  je 

/w  - / ^ 


■/ 


a._  1)100 
dx 

(х  - 1)«» 
1 


dx 


+ 3 


■/ 

I dx  , o [ đx  | [ _____ 

I (х-1  )99_Г  ./  (х-1  )в8  + / (х- 


1 + 3(х  — 1)  + 3(х  — l)2  + (х  — 1)а 
(х  - l)1«3 


97 


99(гс«1)"  98 (х  ~ l)98  97(о;  — 1)»7  96(m  - l)96 

127.  | #?j. 


1) 

т + С (х  Ф 1), 
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<j  Na  osnovu  elementarnih  tiansfbrmacija  imamo 

I xdx  _ 1 j d{x2)  = 1 f {xA  + 1)  - (х4  - 1) 

J xs~  1 ~ 2 J х8  - 1 4 / (х'1  + 1)(ж4  - 1) 

1 Г d{x2)  1 Г d(x2) 

4 / х'1  - 1 4./  х4  + 1 


d(x2) 


- š1" 


2 i 

X — 1 


х2  + 1 


■ aictan  х2  + C (х  ^ ±1).  > 


128.  jg±fdx. 
<3  Imamo 


[l±±dx  = l [ШЛ 

I X6  + 1 3 J X8  + 12./  X6  + 1 ' 

Koristeći  piimer  110,  konačno  imamo 

Г х2  + х 1 9 1 2x2  -11  (х2  + 1)2 

/ — с/х  = - aictan  x~  4 = arctan = h - ln  — ,, - — + C.  t> 

/ x6  + l 3 2\/3  \/3  2 х-'1  - х2  + 1 

129-  /l++Š+2)dT 

<]  Smenom  х4  = t,  nalazimo 

/'  х4  - 3 , 1 f (t  - 3)dž 

J x(x8+3x4  + 2)  4 / i(/  + l)(/  + 2) 

Razlaganje  funkcije  na  proste  lazlomke  ima  obiik 


(t- 3)  _Л  J?_  C 


/(/  + !)(/ + 2)  t t + 1 / + 2’ 

odakle  sledi 

< - 3 = 4(i  + l)(i  + 2)  + B(t  + 2)/  + C(t  + 2 )t 
Uzimajući  redom  t = 0,  —1,  —2,  dobijamo 

A 

Na  taj  način  je, 


4:  5 = 4;  C = -| 


/(*) 


f х4  — c 

I x{a*  + Зх4  + 2) 


dx  = — ln \t\  + ln  + lj  — — ln  |'f  + 2|  + C 

b o 


= -l  ln  х4  + ln(x4  + 1)  - f ln(x4  + 2)  + C (х  Ф 0)  ► 

8 o 
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1зо.  / fi-Tjjrbp. 

<3  Smenom  x°  = t.,  dobijamo 

х 4clx  1 


/'  .r'Vte  _ 1 Г 

./  (xl°  - 10)2  ~ 5 J {t°- 


dt 


10)2 


Polazeći  od  jednakosti 


nalazimo 


I(x) 


h 

1 

200 


1 = 


xAdx 


2^/Ш 


((i  + vTo)-(i-^o)) 


/( 


+ 


— 10)2  200  J \(t-JiQ)2  t2  — 10  (*  + ч/1о)2 


i-v'TO  i + >/!0  \/T0 


ln 


t - ч/Т0 


1 


х 


„5 


+ 


100  l х1п  - 10  2/10 


: ln 


- /То 


+ /То 


i + ч/Т0 1 

+ c (i/i  '/Ш),  >■ 


131.  J^fdT. 
< Imamo 


/м  = iArJdx  = l /+df!l  = I/++t 

^ ' I xn  + 1 n J xn  + 1 n j xn 


1 j xnd(xn)  1 / (xn  + 1)  - 1 


+ 1 


d(.r") 


= ^/(1-JTTT)^")  = ^-"-,"K  + 11  ) + c. 

gde  je  — oo  < х < +oo  za  pame  piiiodne  biojeve  i х / —1  za  nepaine 
biojeve  Za  n = 0,  imamo  da  je  х / 0 . > 

132.  / (/Iri+ija 

<1  Smenom  х"  = t,  a zatim  parcijalnim  integialjenjem  imamo 


r,  ч I x3n_1  , _ 1 / ildt 

( ) / (x'2n  + 1)2^  nj  (i2  + l)S 


+ 1); 

~hjtd{w 


+ 1 


1 

2л 


/ / j dt  \ 

\/2  + 1 J /2  + 1 у 


i 


2n  V + 1 


1 


arctani  + C = — — 


2n  l x'2n  + 1 


— arctan  xn  ) + C 
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dx 


133-  J тр- 

< Množenjem  biojioca  i imenioca  sa  х imamo 


I clx  _ 1 / đ{x5)  _ 1 l (ж10  + 1) 

1 (x)  = / ,т(х1п  + 1)2  " 5 J х-5(х1п  + l)2  5 J хЦх 


..10 


l ln  i-г-5 


:(хЛ0  + l)2 
1 


0*0 


x5(x,i0  + 1)  (гло  + 1)- 
(,гл0  + 1)  - гл0 
x5(xi0  + 1) 


(хло  + iy 


đ(xb) 

јг)  Ф'5) 


Xw  + 1 (х10  + 1)' 


d(x5) 


10  ln(1,10  + o + 10(ХЛО  + 1) 


+ c 


1 / 1[,  д' j.  — — j + C (х  ф 0). 

lo  V xi0  + i x-io  + i;  v ^ ; 


134-  I wvJndx- 

<3  Smenom  х'  —t,  dobijamo 


/ 1 - ®7  , _ 1 f 1 - 1 rit=  1 / o + П ~ _ 

1 (х)  = / х(1+^)Љ  “ 7 J t(  1 + 0 7 / i(l  + Ć) 

I / /I !+  Л+  = 1 (ln  |i|  - 2 ln  |1  + 1\)  + C 

7j  \t  1 + t)  1 


dt 


In 


■ + C (х  ф 0;  —1)  ► 


1 
7 

= \ ,u  (Г+  х7): 

oc  I (x-‘~l)dx  

135‘  ' х{х‘>-5){х6-бх+1)-  . ч л 

<4  Prema  identičkoj  transformaciji  (x°  -5x  + l)-  (х  -5x)  - 1,  unam 

f ((х5  - 5x  + 1)  - (х5  - 5x))(x4  - 1)  dx 
(х5  — 5x)(x5  — 5x  + 1) 

1 
5 


f (х4  — l)dx  _ I 
1 (x)  = J х (х4  - 5)(x5  - 5x  + 1)  “ J 


" 1 x*  ~ 1 ^ dx  = i(ln  |x5  - 5x|  - ln  |xs  - 5x  + 1|)  + C 


= l In 


х 5 — 5x  х5  — 5д;  + 1 J 
x(x4  — 5) 


х5  — 5x  + 1 


+ C (х  ф 


gde  je  a koien  jednačme  ofi  — 5a  + 1 — 0). 


136.  f 


x2A-1 

x<l+r“-hl 


dx 
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^ Za  х 0 


/ 1 + , I ^(х  x)  . 

/(-)  = /^Г TTidxrl^w^dx 

1 з;у-1  fCi,  ж>0; 


1 f з: 

— — aictan 

%/3 


хч/З  + 1 C's,  .т  < 0 


Uzimaiući  u obzii  nepielddnost  piimitivne  funkcije  imamo  Ф(-0)  - ^ + 
^ г_  + — ф(+0),  gde  je  Ф primitivna  funkcija  podintegralne 

funkcije  Dakle, 


/ 


x-2  + l rfr  = f 75  arcfcan  +Г  + 2^Sflnx' + -г' ф 


XA  _p  x~  + 1 


C,  х = 0 


137.  / даУ+г ТТЉ'  ..  . 

Posle  očiglednih  transformacija  imamo. 


/(х)  = 


С2  + Ж+1  + ~ + Г-Г 


dx 


f 


d (х- + |) 


X ’ X~ 

Г 


“ 5 

4 


/ С1  (X~  + a + ll 

(x  + l)2  + (х  + 1) -1  J (*+i  + 4)“ 

1 2*3  + (l-V5)*  + 2^  „ 

V5  2х2  + (1  + ч/5)х  + 2 


138.  I 

,4  Slično  prethodnom  piimeiu  imarno 


m = td(+ 

1 Г d (х-2  + јт) 

" 2j  (г2  + 4)2-' 


1 х*  — х2  \/2  + 1 , 
47!1аГ'!+г2ч/2  + 1 ~Г 


139.  I 

<3  Transfoimacijom  sledi 
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...  f (х4  - х2  + 1)  + х 2 / clx  f ardx 

1 (x)  “ / (.т-'  + l)(x‘}  - ж2  + 1) ( Х ~ J х2  + 1 + J х-6  + 1 

/ clx  I c/(x3)  1 3 , /-> 

= / — b / = aictanz  + — arctan  х + C 

/ X2  + 1.  / X-6  + 1 3 

140.  Izvesti  rekurentnu  foimulu  za  izračunavanje  integrala 

In  = f (ах2  + bx  + c)n  (°  * 0)' 

Polazeći  oci  dobijene  formule  naći  integial 

h = / (x2  + x-  + l)3 
< Na  osnovu  jednakosti 


ах 


х2  + bx  + c = — ((2ax  + b)2  + (4ac  — />")) 

i smene  2 ах  + b = t,,  imamo 
(4a  )n  f dt 


In  = 


2a 


/‘  di 

J W+  W’ 


gde  je  Д = 4ac  - Ir . Parcijalim  integraijenjem  dobijamo 


In— 1 — 


(4a) 


71  — 1 


2a 


((/2+Д)"-1  2(1  Л)/ 


r+  д - д 
(t4  д)п 


dt 


(4а)п~Н  (4a)"-1  (1  — n) 


2a(/2+  Д)"-1 
/ч  (4a)n_1  f 

+(1_n)LJ_y 


a 


/ 


dt 

n— 1 


(t2+  д) 


(t2+  д)п> 


(4a)"”1/  чг  2(1  — n)  Д r 

■ a vT+T  - “ "Z1"-1  + “ /n 


2a  (/2+  Д) 

Rešavanjem  poslednje  jednakosti  po  /п  dobijamo 

(4a)”"1/  , (3  — 2n)2a 


4a 


In  = 


+ 1 


Д (1 - n)(/2+ д)”-1  (1  -n)  д 


In- 
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Zamenjujući  sada  t svo  jom  viednošću  konačno  je 

2ax  + b 2 n — 3 2a 


In 


+ 


+1-1 


(n  — 1)  Д ( ах - + bx  + c)n~l  ' n — 1 Д 
U datom  piimet  u je  a = b = c = 1;  n = 3;  Д=  4,  Na  taj  način  je 


h(x)  = 


2x  + 1 


6(.г-2  + х + 1)‘- 
2г  + 1 


+ 


/ (x‘2 


clx 


+ х-  + l)2 
2x  + 1 

+ r; ~ тг  + 


6(x2  + x + l)2  3(x2  + х + 1) 

2x  + 1 


2 / dx 

3 / х2  + х + 1 


+ 


6(x2+x  + l)2  3(x2  + х + 1)  3\/3 

141.  U integraiu 

dx 


2x  + 1 4 2x  + 1 - 

+ - — 'pz  aictan т= — i-  G > 


ч/З 


/ 


(х  -f  a)rn(ru  4*  b)n 


(х  ф -a;  х ф ~b) 


uvesti  smenu  t — (m>n  € N),  azatim  naći  integial  / x Ф 

in  m м ~~  b-a  dx-  — -i_  ■ (g+j).ri£±£) 


< Ako  je  t = f£§  , to  je  dt  - 


6—a 


_1_  (i  _ |±|)  = i_l  ј onda  je 

, , ч dx  1 

/(х)  = 


a 


( X + а)тп  (х  + /))п  & - а ^ m , + ^n-f-m-2  (х  + />) 


(1  - «)■ 


7i -fm— 2 


(b  - a)n+m~1 

tj.  / = 


(6  - a) 


t / 


dt , 

_ £jn+m-~2 


dt 


U pieđloženom  prinieru  je  a 
naCin  je 


-2,  i>  = 3;  m = 2;  n = 3;  t - fjJ.  Na  taj 


7 w " S5  / ® (-7  - ® h w + * - т)  + а 


625 

142.  Izračunati  integral 
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ako  je  Pn(x)  polinom  sfcepena  n piomenljive  х, 

< Razlažući  polinom  Pn(x)  po  stepenima  х - a,  dobijamo 


Pn(x)  — L 


Г'  Pn\a) 


k~  0 


k\ 


(x-a)k. 


Sada  je  za  х ф a : 


71  р{*-') 


Iix)  - I Pn{x)  dx  = f - т У Pn Џ(х  - a)kdx 

1{X)  ~ j (х-а)^  I (х  - a)»+i  Г k\  1 ; 


A Pn\«)  I <У_ 

“ к\  I (х  — a)n~ 


к+1 


= -У j-  + ln |х  — a|  4-  С ► 

Z^kUn-kY-  1 1 


А:— D 


k\(n  ~ к)(х  ~ a)n  к n! 


143.  Naći 


/ 


dx 


1 + * 


ako  je  n ceo  pozitivan  bioj, 
< Imenilac  ima  koiene 


7Г  + 27ГЈ  . , 7Г  + 27Г;У  , п л 

Xi  = cos  — Г — - + ism  — Г , 1 ~ 0,1,  2, , 271  - 1. 

2 n 2 n 

Neka  je  j = k — 1 . Tada  su  х^  = cos  “,Jn  Ћ + i sin  1 Xk  ^ cos 
i sin  -y.E.z:JL  (к  = 1,2, п)  uzajamno  konjugovani  kompleksni  biojevi.  Sledi, 


х 


‘1п 


+ 1 = П(*  - xk)(x  ~ xk)  = п у - 2xcos  + 1 


k=l 

Razlaganje  ima  oblik 


k= 1 


2ктт  — 7Г 


1 _ 'У'  / Ak  ^ Pk  \ 

X2n  + 1 _ \X  - xk  x ~ xk  J 


odalde  sledi 


A ( . X2n  + 1 _ X2n  + 1 

i = LH*— — +Bt 


k= l 


X - .Tfc  X - X/. 
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pielaskom  na  limes  kacl  х — » х^,  dobijamo 

Ak=~. (fc  = l,2. .«) 

2пхјГ'  1 


(koristili  smo  to  da  је  lim  - 2nx(n  \ lim  - 0)  Analogno 

Qk  _Ј_Г  — i?2, zamenivanjem  nađenih  koeficijenata  u razla- 

ganju  funkcije,  imamo 


х 


2 « 4-  1 


ул  / I \ __  у-  *г'(^Ц  + вк)  — {АкХк  + Вј^Хк) 

44  V г’  ~~  хк  X -хк  Ј +4 


к= 1 
n X 


X2  — 2^C0S  %-^7Г  + 1 


/ J 


+ 


2пагт 


k=  1 ~ 2n 

/ 

*к-  _ л-  Хк 


2nx 


& — r 4* 

ГгГ--Т  ~ 


2na: 


k=l 


х-  — 2:;;  cos 


2fc— l 


7Г  + 1 


л - cos  (2A:  7Г  - ~ cos(2A:  - 1)7Г 


2“  — 22  COS  -I-  1 


E 

k=  1 

n 

^ п(х2  ~~  2x  COS  %р7Г  + 1) 


-X  cos 


2fc— 1 
2n 


7Г  4 1 


Na  taj  način  je 


I(x) 


JU  / —a:  cos 

Г4  / n(a2  - 2a  cos 


7Г  4 1 


n 


14+1) 


-Љ 


2J>-4^  /-Ч1-М-2  _ cos2  2LJ.7T  4 1 


^ / — XCOS^p7T  4 COS“  ^р7Г  - < 
т~4  / п(ж2  — 2x  cos  ^р7г 


fc-1 

š(- 


+1) 


COS^d-TT 

2n 


2.г  - 2cos  =^р7г 


l-Jlz. 

I x~  — 2.7; 


cos 


2fc— 1 


7Г  4 1 


dx 


sin“  ^+7Г  j dx  \ 

П I (х  - COS  ^р7г)  - + Г^Г71*  / 

1 2Лт  - 1 , / , n 2A:  - 1 , , 

^ [ — — COS  — I 7Г  ln  ( x~  — 2x  cos  — 7Г  4 1 


k=l 


H — sm  • _ 

71  2/1 


2 77  2 n 

2k  - 1 


7г ' aictan 


‘>к~~1  s 

X — COS  ^т^ТГ 


* ‘2к-1 

sm  4^тг 


271 

4 C !>• 
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3.3  Integraljenje  iracionalnih  funkcija 


Svođenjem  podintegralne  funkcije  na  racionalnu,  rešiti  sledeće 
integrale: 
i44- 

< Smenom  х + 2 = t3 , imamo 


I (х)  = / X</lpLdx  = 3 / 

v ' J X -I-  ^2  + х / 


2tJ 


ts  + t -2 


dt 


3 / 0a  - 


tr  - 


(ž~  l)(i2  + i + 2) 


31-  - 61 


1)(12  + 1 + 2) 


dt 

dt 


Na  poslednji  integral  piimenićemo  metod  neodieđenih  koeficijenata: 


31“  - 61 


/I 


Bt  + C 


(1-  l)(l2  + l-2)  1-2  l2  + 1 + 2 

odakle  sledi  identičnost 

31"  - 61  = /1(1“  + 1 + 2)  + (Bt  + C)(t  - 1); 

tr  3 = A + B\ 
t -6  = A-B  + C\ 

1°  0 = 2/1  — C; 

Л _ B-  4 ,C  - 2, 


Sada  je 
/(х)  = 

Konačno  je 


h 


3tr  - 61  _ 3 

l)(l2  + l + 2)  4 


f dt  15  f_ 

I t - 1 + 4 / l2 


■;  i"  1‘  - Ч + f ta  I*2  + ‘ + 2i  - Тјђ oicton  "vf 


2 + 1 + 2 
21+1 


+ a 


/ W = J«4  - |<s  - J ln  |i-  Ч + J ln  |i2  +i  + 2| 
145- ' 


27  21  + 1 _ 

arctan  — =—  + C . > 


V7 
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<1  Piimetimo  da  je 


Г xdx 

f лј- 

L’ 

1 ^/г3(а  — . 

х)  J V а - 

- .г* 

< х < a). 


Srnenom  — t*  integral  se  svodi  na  infcegial  racionalne  funkcije: 

/(‘)  = 4а/(1<Пр=“/“'( ttf) 

Parcijalnim  integraljenjem  dobijamo: 


t5  I 

7(t>  = aT+7'~al 


1 + г4 


dt 


at° 


1 + t4 
at 


cit  + (l 
+ а 


f dt  1 / 

'■<*>  = ./  ТТ?  = 5 / 


1 + t4 
iforms 
1 / (l+t2)  + (l-ž2) 


;/ 

/ Г+ 14 


1 + i4 
dt 


1 + t4 


1/ 


i + 1~  i 1 — i 
1 + £4  2 ./  1 + t4 


I U±kd,-i  f Nzj)  Д| 1 /. 

II  i‘  + y 2 J t2  + Јз  2 ./  ((-if  + 2 2/ 


d (ć  + 
(£+I)2 


2\/2 

Konačno  dobijamo 


1 £2  - 1 1 , £2  + tV§  + 1 

arctan  — — + - — ?=  In  ■ 


£\/2  4\/2  £2-£\/2  + l 


/(£) 


а£  а t’  — 1 а £2  + £\/2  +1 

+ т-75:  aictan  -—7=-  + —-7=  In  — — —5 — r + O.  i> 


1 + £4  2\/2 


£\/2  4л/2  £2  — £\/2  + 1 


146.  / ^_ay,+'i(x_()),1-i  (n  € N). 
^ Piimetimo  da  ,je 


' (I>  = / - “>+  - *>-  ~l  r/MV^  r,  - .P 


. \ 71  — 1 

!)  ■ (®  - ®) 

Smenom  = tn,  integral  postaje 

- / ! — / 

а J t n““1  h — a j 


I(x) 


dt 


b — a 


t + C 


х — 6 


6 — а V ж-  а 


+ C<  6* 
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147-  f T+v^+Ti+T 


< Uzrnimo  smenu  \Jx  + л/ х + 1 = «,  t.j  х — (“ou')  Tada  je 
dx 


д*>  = /г 


-f-  /£  + \Л'+1 


1 / u3  — «~  + « — 1 , 

2 / u3 


1 1 I 1 , 1 i 

2 2 2«  4«- 

«2  — 1 1 , , 1 , /~i 

- ^Г^21п“+4(?  + С 

= |1п(уз:+  v^+7)  +|  - + (Z>0)  » 

148.  Dokazali  da  je  integial 

I R(x,(x~a)«  (ж-6)£)  dx, 

gde  je  R lacionalna  funkcija  a p,  q,  n celi  biojevi,  elementama  funkcija,  ako 
je  p + (]  ==  kn,  k G Z 

« Nokaie|3=i”  ТаЈајех  = ^;Љ-«|+Л;х-1>=^ 
Siedi  za  24:2  = A:  (A:  £ Z)  : 


/(х)Љ  - Л(х,(.г-а)5  (г  - 6)5)Љ:  = Л k (f^)  " (х-6)^|Љ 


,£±2 


E 


V-а  (P  ( b-a 


tn-  1 ’ V tn  - 1 


£+Д’ 


п(а  — 6)t 


;П—  1 


(f’*  - l)2 


-dt  = r(t)dt,  tj. 


I R ^х,  (х  — а)«  • (г  — b)n  ) dx  — J r(t)dt , 

gde  je  r(t)  racionalna  funkcija  od  i > 

149,  j -j02L~ 

< Pi  imenjujući  metod  lazlaganja,  dobijamo 

= / 4 '*)  dX~f  2У1  + г + г5Љ  " 2 / j/a  + ( J + г) 


dx 


л/1  + аГ+ 


3 3 INTegbaljenje  iracionalnih  funkcija 

1 + 2x  n “ “ o . 3 4 / .1 

'5 

2x  - 3 
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\/l  +X  + X-  4-  - ln  (х  + - + \/l  4-  X + x‘2j  - \/ 1 4-  х 4-  х- 
\ ln  (^х  + i 4-  \/ 1 + X + з+Ј 

\/l+x  + X1  - ~ ln  ух  + | 4-  \/l  + х + : 


+ C.  > 


150.  / ^ШШШјх, 

<з  Imamo 


I (х) 


I 

h* 


" \fx2  + 2x  + 2 
х 

х + 2 


, / x“  + 2x  + 2 

dx  ==  / — — 

J x\/x2  + 2x 


+ 2x  + 2 


-.dz 


+ 2x  + 2 
х + 1 


zdx  + 2 


f dx 

I x\/x2  + 2x  + 2 


>/a;a  + 2x  + 2 


d®  + I 


dx 


+ 2 


h 


sgnxdx 


у/  (*г<  + l)2  + 1 
+2  + 2ж  + 2 + ln  (х  + 1 + \/-т2  + 2x  + 2 ј - \Д  f 

\Ј х2  + 2.г  + 2 + ln  + 1 + \Д'2  + 2.т  + 2 ј 


Ј1 


*2\Л  + | + Јг 


sgnTfZ 

Г 

. _i_V 
* + \П) 


+ h 


-здпх\/ 2 ln 


2 2 

+ 4=  + л/1  + - + — 

X X- 


+ С 


А+± 

х Ј2 

\/ х'х  + 2т  + 2 + In  (х  + 1 + Јх~  + 2х  + 2^ 
х + 2 + \/2\/  .т2  + 2х  + 2 


—sgnzj 21n 
Piimenom  fonnule 


+ C > 


/ 


Р»(т) 

V 


clx  = Q„-i 


(т)у  + Л j у, 


gde  je  у = Јах1  + bx  + c,  Pn(x)  polinom  stepena  n,  Qn~i(x)  polinom  ste- 
pena  n — 1 i Л broj,  naći  sledeće  integiale: 

151,  I / 

’ \/l+2x-x- 

< Piimenom  piedložene  fonnule,  imaino 


х3 


J Л + 2x  - ?■ 


:dx  = (Ах2  + Вх  + C)  Jl  +2x  — х-  + X j 


dx 


Jo  - (х  - l)2 
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Difeienciianjem  date  jednakosti  i svodenjem  na  zajednički  imenilac,  dobi- 
jamo 

х3  = (2Ax  + B)(  1 + 2a:  - х2)  + (Ах1  + Вх  + C)(l  - х)  + Л, 


а:3  1 = —3/1; 
х2  0 = 5.4-25; 
х 0 = 2А  + 3 В — С\ 
х°  0 = 5 + С + Л; 


Л = 


1 

з; 


e— 


19 
3 ’ 


Konačno  za  |ж  — 1|  < \/2  imamo: 


/ 


..з 


\/l  + 2х  - х2 


Љ;  = 


2a;2  + 5a:  + 19 
6 


\/l  + 2x  — х2  4-  4 arcsin  - — j=-  + G.  > 

v 2 


152,  / - хЧх. 

Imamo 

/•  r f 4 __  6 

/(х)  = = / 

= (Аг-5  + 5г4  + Сг3  + D:c2  + Ех  + 5)  \/ а2  - а:2  + Л ј > 


odakle  sledi 


а2ж4  — х6 


= (5Ат4  + 45г3  + ЗСз;2  + 2Da:  + Е)(а~  — ar) 
— х(Аг5  + В.т4  + Сх3  + Dx2  + Ех  + F)  + Л 


—1  = — 6А; 


х2  0 = ЗСа2  — 2А; 
г5  0 = —55;  х 0 = 2 Da2  - F\ 

х'4  а~  — 5 а~А  — 4 С;  х°  0 = Еа 2 + Л; 
х3  0 = 45а2  — 35; 


Iz  ovog  sistema  sledi 


A = i;  5 = 0;  C = C = 0;  5 


4f=°’a=I: 


Dakle, 
/(x)  = 


x°  а2х3  а4х 


24 


16 


\/а2  - х2  + ~ aicsin  + + C (|x|  < |а|).  > 
16  ја| 


з з.  INTEGRALJENJE  IRACIONALNIH  FUNKCIJA 


439 


l53,  I (a;+l)Vxa+2x 

-4  Udmajući  smenu  х + 1 = dobijamo 


/ 


dx 

(х’  4*  l)5v/^^  2a; 


t^iti 

ч/1  - t- 


Imamo 


- 1 -+1=  = (Л|(|3  + B|i|2  + C|(|  + D)s/ Г+  + A j' 


m 

л/1  - t2  ' 


Difeienciranjem  leve  i desne  sfcrane  po  \t\  i svođenjem  na  zajednički  imenilac 
imamo 


— |fc|  * = (3/l|#|-  + 2B\t\  + C)(l  — jtj")  — |t|(/l|tj3  + 5|(|-  + C|t|  + D ) + Л, 

|i|4  -1  = -4 A\  |tj  0 = 2B  - £>; 

jt|3  0 = ~3S;  |i|°  0 = C + Л; 

jt|2  0 = 3/1  — 2C; 

Л = 1;В  = 0;С=|;В  = 0;Л  = 4 

Konačno je 


1{х)  = 


(* + 1)2 


7“  aicsm  т 

8 \x  + 1| 


+ C 


(х  < -2,  х > 0)  > 

154.  Pod  kojim  uslovom  integial 

t a\x*  + b\x  + c\  _ 

/ — ах 

I v ах'2  + bx  + c 

piedstavlja  algebarsku  funkciju? 

Navedeni  integial  će  piedstavljati  algebaisku  funkciju,  ako  je  u ia- 
zlaganju 


«i*r2  + b\x  + c\ 


dx  = (Лх  + B)  \/aa:2  + bx  + c + Л j 


dx 


J \/qj+Z 

koeficijent  A jednak  0,.  Neka  je  Л = O.Tada  je 


/ ах2  + ђх  _|_  c 


aix2  + b\x  + c\  = A(ax2  + bx  + c)  + (Аг  + B)(ax  + -), 
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x~  «i  = 2ј4д; 
х b\ 


„.0 


Ц^+Ва; 

bB 


х - Cl=j4c+2f 

Eliminacijom  nepoznatih  /1  i B iz  dobijenog  sistema,  imamo  traženi  uslov: 
8a2ci  + 3 1га\  = 4a(alC  + b\b)  (a  ф 0) 
aći  j M?~clx.  razlaganjem  racionalne  funkcije  у na  proste  razlomke, 


Nać 


ako  je  у ==  V <xx~  + bx  + c i> 
155.  I j-^dx  - - 


(x-l)'WWx-x2  ‘ 

<i  Koiisteći  jednakost 


х 


(х  ~ !) 

dobijamo  razlaganje 

'w  ■ / (П 


(ж  — ‘ 1)  + 1 __  1 1 


- Z-I^ 


xdx 


dx 


ф.  - (х  - 1)2 

clx 


(х  - 1)  Vl  + 2a;  - 

= f j* +f 

/ (х  - 1)^/2  “ (®  ~ 1)J  / (-г'  - !)2 

/ (х  - i)i*  - ii  -4 + ! (*  - i)2i-T  - v 

Nelca  je  т^п  = t.  Tada  je  za  \x  - 1|  < \/2;  ж ф 1 : 


|i-i| 
/(*•) 


! 7sht-s*n[x-l) ! 


1 i 

■ ”72  " 

= — kin 
V2 


ч/2  + \/l  + 2®  - -Т2 


.т  — 1 


\/1  + - X 

2(*-1) 


.2 


156. 

< Imamo 


ж2  + 2 


v?+  2 ___  ( ^ 

.т2  + Г ~ (ж2  + 1)\/ж2  + 2 \/т2  + 2 ' (т2  + 1)Vt2  + 2 


+ 
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1 7^П  = 1Лх  + '/^ГГ2) 

Za  nalaženje  integiala  / (д2+^г^  koristimo  smenu  = L Tada  je 

f dt 

I t'  + 1 


h 


(т2  + 1)  vxM-2 


aictant  = aictan 


sledi, 


I hr——đx  = ln  (.т  + \/ Т"  + 2^  + aictan ; - + C l> 

/ т2  + 1 V / \Ai2T2 

Svodeći  kvadiatni  trinom  na  kanonični  obiik,  iziačunati  sledeće  integrale: 

i cj7  / 4x 

/ {ж2 -fxT  1 ) \/x~ 

<1  Smenom,  т + | = г,  dobijamo  integral 


'W-  / 


љ 


(-2 + 1)  т 


koji  se  smenom 


\T~ 


= / 


svodi  na  integiai 


, . . II  dt 

h W ~ 2 J | - t~  ~ 


8 V® 

Viaćanjem  na  staiu  piomenljivu,  irnamo 


in 


\/3  + 2/\/2 


\/3  — 2i\/2 


+ o 


/(T)  = -Lin 


л/3(т2+т-1)  + (2т  + 1)\/2 
\/3(т2  + т — 1)  - (2т  + l)v/2 


+ С 


т + 


> 


>/5' 


а?2<јж 


158-  i (4 — 2ac+i2 ) у/2+2х—х’* 

< Imamo 


-/  v _ f 

{Љ>  Ј (4  - 2т  + т2)\/2  + 2т  - т2 

Г dx  , I (2т  - 4)с/т 

I ^2  + 2т  - т2  ~ / (4  - 2т  + т2)\/2  + 2т  - т2 
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Prvi  od  ovih  integrala  izračunavamo  neposredno: 


/2  + 2.т  — х'2 


. х — 1 
arcsin  — =-. 


U diugom  integialu  uvedimo  smenu  х -1  = 2.  Tada  se  fciansfotmacijom 
dobija 


2^-2 


(3  + z'2) 


-'"u:  -2  / = = h+h- 

(3  + z'2)V3^  J (3  + ^)vf^ 


Pivi  integial  iziačunavamo  smenom  v3  — z1  = t : 


h — —2 


dt  1 \/б  + /.  _ 1 . \/б  + \/2  + 2.г  — .г~~ 

= __  П ^2  + 2:г;_  _г., 


Za  nalaženje  diugog  integrala  uvodimo  srnenu  +3^-s  = f;  onda  je 


2 / clt  =_vj 
2"  З Ј 2h  + l 3 

Konačno  sledi, 


v/2  r-  V2  \/2(x--l) 

— aicfcan  V2f  = — — arctan  . ==■ 

3 3 v 2 ”j~  — x*~ 


. х-1  1 , \/6  + \/2  + 2x  - х2 

/ — aicsm 7= 7=  In  ~h= ===== 

Уз  \/6  vf  - \/2  + 2x  - ж- 

\/2  ; \/2(x  - 1)  , ^ ^ 

— — arctan  . =====  + C > 

3 \/2  + 2x  - x“ 

Koiisteći  razlomljenu  lineainu  smenu  х = naći  sledeći  integral: 


4 ' J (х"  — х + 1)  уХ"  + х + 1 

■4  Piimenom  predložene  smene,  dobijamo 

9 , {a  + pt.)1  - (1  +t)(a  + pt)  + (1  + tf 

I--X+l  = (Шј5 

, (g  + ffl)2  + (1  + t)(g  + 0t)  + (1  + tf 


х-  + х + 1 


(1  + f)2 


Brojeve  a i /?  odieđujemo  tako  da  koeficijenfci  uz  t budu  jednaki  0 Sledi, 
2a(3  -a-P  + 2 = 0;  2a(3  + a + /3  + 2 = 0. 
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Rešavanjem  sistema  dobijamo  a = 1;  (5  = — 1.  Sada  imamo 


1 - t 


d: х 


-2  dt 


\/x~  +ж  + 1 — 


l + t’  (1  + ty- 

\/^Тз 

l + t 


, x~  — х + 1 = 


3i2  + 2 

(TTT’ 


(u  slučaju  da  je  1 + t > 0,  tj.  ako  je  х > -1).  Zatim  je 
Цх)  = -2  / (,  + 1)Л 


(3t°~  + 1)\/Т+3 

[ 2 / 

./  (зг2  + 1)\/РТз  J 


dt 


(3/2  + i)vT+3  "./  (3(2  + 1)\ТТз 

Pivi  integial  se  laćuna  smenom  \/ 1‘~  4-  3 = u.  Tada  je 

du 


/1  (() 

_ o f_ 

tdt 

_o  f 

1 (З/2  + l)Vt~  + 3 / 

Ol 

II 

2\/2  + \/Зк 
2\/2  - \/Зк 

ii 

to 

о?1 

Vraćanjem  na  promenljivu  х clobijamo: 

-ч 

tdt 

_ _ 1 u 

(i  + T 

(3  £“  + l)\/i~  + 3 \/б 

: ln 


8 — 3u2 

2\/2  + ^З^ТЗ) 


2\/2~  уТ^ТЗ) 


\/x2  — х + 1 


Diugi  integial  računamo  smenom  --=|=  = z : 


/2  (*) 


/ 


yJF+ з 
c/t 


(3t2  + 1)\ТТз 

1 4 \/2(l  — X) 

— aictan  . 

\/2  \/.т2  + х + 1 


/ dz 

I 8г2  + 1 


Konačno  imamo  viednost  polaznog  integiala: 


/wT,n 


(1  + ж)  у/2  + -у/3(-г'2  + x + 1) 


1 v/2(l  - ®)  , - 

— ■=.  aictan  ■'  . „ .===+(?.  > 

л/2  \/.г-2  + т + 1 


160.  Nači  1М=)р-+г)^_м 

<3  Kao  i i!  piethodnom  primeiu  smenom  х = gde  a i /3  biramo 
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tako  da  koeficijenti  uz  t budu  0 Iz  tog  uslova  nalazimo  da  je  a = 2,  (3  — -1 
Sledi, 


2 -t 
1 + t 
3 


, dx 


3 dt  2 , n 3(2  + t)2 

> х'  +2:=■a:иF, 


(i+o 


/ 2x2  -2x4-5  = rr^—  у/1  + i* 
I rt 


(za  1 + t > 0,  tj.  х > -1); 

- -sj 

^ (t  + 1)Л 

(t2  + 2)/t2  + l 

1 

j tdt  1 ^ 

j dt 

"зЈ 

(t2  + 2)\/F+T  з/ 

(t,2  + 2) /t2  + i 

Pivi  integial  nalazimo  neposredno: 

tdt 


h{t) 


-11 


(i2+2)#+l 
_1  I d \J  t'~  + 1 

~з./  Л/Ž5 


(n/F+T)' 


+ 1 


= — - arctan 


VT+f- 


Za  nalaženje  diugog  integiala  koiistimo  smenu  — z Tada  je 


h(t)  = -\j 


clt 


(t2  + 2)/W+J 


-II 


dz 


Л _ 2 


6%/2 


ln 


г->Ј 2 

— ^ јП 

t - \/2(1  + i2) 

2+/2 

6/2 

ć + /2(1  + t2) 

Viaćanjem  na  piomenijivu  х dobijamo 


/ (ж)  = — *7=  ln 
V y 6ч/2 


у/2(2.т2  - 2x~+5)  + х - 2 


л/2(.т2  - 2ж  + 5)  - х + 2 


1 , \/2ж2  - 2т  + 5 

— -arctan ; гО.  > 

3 1 + x 


Primenom  Ojlerovih  smena: 

1)  / ах 2 + bx  + c = ±\/аж  + 2,  а > 0; 

2)  >/ аж2  + 6ж  + с = xz  + /č,  с > 0; 

3)  \/аж2  + bx  + с = л/а(ж  - жг)(ж  - жо)  = z(x  - zi). 
Naći  sledeće  integrale: 

161.  1=1  a.+v'a.3+a.+1- 
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<1  Ovde  je  a = 1 > 0,  zato  piimenjujemo  prvu  Ojleiovu  smenu: 

\/  X ~ -p  X'  + 1 ~ — X’  + Z, 

Odavde  je 


z2  — 1 


х 


. 2z~  + 2z  + 2 , 

* (IX  — FZ — " — "Z — Tni — đz 


1 + 2 X ’ (1  + 2 z)'1 

Zamenjivanjem  u integralu,  dobijamo 


=ii 


+ 22  + 2 , 
7Tdz 


г(1  + 2 z)2 

Razlaganje  podintegralne  funkcije  tražimo  u obliku 

2z2  + 2z  + 2 _ /I  B C 

z{l  + 2z)2  ~ (1  + 22)2  + 1 + 2г  + 2' 

Za  odieđivanje  nepoznatih  A:B  i C dobijamo  sistem 

2 = 2B  + 4C; 

2 =2  A 'т*  B AC\ 

2 = C; 

čija  su  leSenja  /1  ~ —3;  B — —3;  C = 2 Onda  je 

dz 


3/(Т Šsr>JiTZ  + iJ 

1 


3 


dz 

z 


ln ' 


2(1  + 2 2)  2 |1  + 2z\A 


Тч  + C, 


gde  je  2 = х + \fx-  + х + 1 ; х ф — 1.  >■ 

1 62-  J TTTifcsr 

^ Pošto  je  c = 1 > 0j  primenićemo  diugu  Ojlerovu  smenu 


xt  - 1 = \Д  - 2 


o:  — л;-  j 


odakle  sledi: 
I 


(х)  = j 


dx 


1 + \Д  - 2x  - х 


I 


— f2  + 2f  + 1 
i(<-l)(i*  + l) 


dt 


Razlaganjem  podintegialne  funkcije  na  proste  raziomke,  imamo 

— f-  + 2£  + 1 A B Ct  + D 
+ — r + 


t(t.  - 1)(/2  + 1)  t t - 1 i2  + 1 ’ 
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odakle  sledi  identičnost: 

-£2  + + 1 = A{t3  -t2  + t-  1)  + B(t 3 + t)  + ( Ct  + D){t~  - t) 

i sistera  koji  se  dobija  izjednačavanjem  koeficijenata  uz  iste  stepene: 

t 3 0 = A + B + C\ 
t2  — 1 = —A  — C + D; 
t 2 = A + B - D\ 
t°  1 = —A, 

Rešenja  sistema  su  A — —1,  B = 1,  C = 0iD  = 2. 

Sledi 


, ч / dt  f dt.  n / dt 


ln 


2 aictan  t + C, 


gde  je  tx  = 1 + \/l  — 2г  — х 2 > 

163.  I 

< S obzirom  da  je 

ж2  + Зг  + 2 = (г  + 1)(ж  + 2) 
možemo  uzeti  tieću  Ojleiovu  smenu 


лЈ  z~  + Зг  + 2 = £(г  + 1) 


Imamo 


2 — t2  j 2tdt 

X = £2^1’  dX  ~ ~(£231)2; 


I 


х — \J х-  + Зг  + 2 . 

===========  dx 

х + \J г"  + Зг  + 2 


Razlaganje  podintegralne  funkcije  ima  oblik 


-2t2  - At 
2)(£-l)(£  + l)3 


dt 


-2 12  - 4 1 

{t  - 2){t  - l){t  + l)3 

A . B , C , D , E 

~ (i  + 1)3  + (£  + l)2  + t + 1 + t-l  + t-2’ 

a za  odieđivanje  koeficijenata  A,  B , C , D i E iniamo  identičnost 

— 2£2  — 4£  = A{t  — 2){t  — 1)  + B(t  — 2)(£2  — 1)  + C(£2  — 3£  + 2)(£2  + 2t  + 1) 
+D(t  — 2 )(£3  + 3t2  + 3 £ + 1)  + £(£  — 1)(£3  + 3£"  + 3£  + 1). 
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Uzimajući  ledom  t = -1,1;  2,  nalazimo  A = L D — \\E  — — Izjed- 
jiaeavanjem  zatim  koeficijenata  uz  tA  i t3  dobijamo  sistem 


odakle  sledi 


0 = C + D + E ; 

0 = B-C  + D + 2E, 


C = _i L B = A 
108’  18 


Dakle, 
/ = - 


1 


— ln|t  + l|  + ?ln|i-l|-J|ln|#-2|  + C ► 

6(#  + l)2  18(i  + l)  108  1 1 4 1 27 


Primenjujući  laziičite  metode,  naći  sledeće  integrale: 

164-  (W<a 

< Smenom 


1 +x 
1-х' 


dobijamo 


™-  lwu‘4(i 


1 


3 ЗС  + 1 


clt 


integial 


Za  nalaženje  poslednjeg  integiala  uvodimo  smenu  \f3t  — u Tada  dobijamo 

dt  _ 1 j du 

+T  ~~ffi  ] ud  + l’ 

koji  je  izračunat  metodom  razlaganja  podintegialne  funkcije  (primer  145) 

/•"  + u \/2  + 1 


/s* 


1 / 4г/  1 u1  - 1 1 и’ 

Уз  I IL4  + 1 2\/l2  ил/ 2 4 уТ2  u- 


4/3 

Viaćanjem  na  promenljivu  dobijamo 


- u 


/2  + 1 


+ C’ 


i 2 t"  /3  — 1 1 t2\/3  + t \/l2  + 1 

7 (I)  = з ~Ш arctan  +у!Г  - Ш ln  + Ll 


gde  je  t = \/тз/  ► 
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165.  I (х)  = j 
< Neka  je 


t = л;  + + V 1 + 


чо-ч 


1 ft 


2 / f + 


-)  (i  > 0);  Љ = ^ (l  + Ja) 


1 f ( 8f2  — + 3 


ЈУИ-трт тЈл 


. i rU-*-*—£-)«. 

8 / V ‘ * 2f  1 / 

Za  nalaženje  koeficijenata  i C imamo  identičnost 

8i“  - 6i  + 3 = j4(2i  -f  1)  + Bi(2t  + 1)  + Ct 2, 


iz  koje  slecli 


Dakle, 


A = 3;  ЈВ  = -4;  C = 8. 


c =+  + 4 + j j ln  |2t  + i|  + C 


2 8i  2 11  2 1 

Viaćanjem  na  piomenljivu  .х-,  konačno  dobijamo 


• X-  + X-2  + - ln 


^х  + 2 + 2\/l  + х + х- 


166-  i 


JD>  > (x*+l)Vr43  ‘ 

o Tiansformišimo  podintegralni  iziaz 

х2  — 1 (1  — ir)  sgnx 

f (r)  dx  = — dx  = — x - =dx 

f{  ] ' (x2  + l)v^+I  (*  + ±)l£*+5 


(х2  + l)vx++ 1 (х  + ^)  sjx2  + 4r 

sgnxd  (х  + ±) sgnxd  (х  + ±) 

(х  + i)  yj (х  + i)2  “ 2 (*  + i)  N + 1 1 f 

сј^±Ж1 

\F±w 
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Sada  je 


f х2  - 1 = 1_ 

/ (аЛ  + и^/хГ+Т^  у/2 


(,г-2  + 1)/ 

«7-  ( ITpfc- 

<1  Imamo  za  ж ф 0 : 


xV2  _ 

arcsm  „ ■■■; :■  + C-  > 


ж2  + 1 


I dx  _ j sgnx  (l  + Ar)  dx 

= J ,гУх“  + '2л;2  - 1 “ / 


•г"  + 1 + F 


“ / 


sr/nxd  (ж  - ~) 


S(77ZX‘  ln 


= S6/7IX  ln 

IM.  / 

^ Imamo  za  х ^ 0 : 


\Zfc~  х)’-  + 3 

х2  - 1 + \/x4  + х2  TT 


j. 

х 


X h \/X2  + 1 H g 

x~ 


+ C 


X 


+ C> 


dx. 


т.  . / -г2  + 1 / sgn.x  (1  + Дг)  dx 

J хУх4  + X2  + 1 'г  I ^jx2  + 1 + Д," 


- [>mxd(x-D  _ 

X2  - 1 + l/х4  + X2  + 1 


1 

a; 


х 1-  \/x2  + 14 — s- 


+ c 


s</nx  in 


+ C.  i> 


169,  Dokazati  da  se  nalaženje  integiala 

I R ^х,  у/ах  + 6,  \/cx  + rfj  rfx, 


gde  je  jR(u,  v,  ги)  racionaina  funkcija,  svodi  na  integialjenje  racionalne  funkcije 
^ Smenom 

t = >/  ах  + 6 


dobijamo  integial 


/ / , \ / ( i1  — b lcfi  arf— c6\  2f 

/ Л ^х,  \/пх  + 6,  \/  сх  + rfj  rfx  — Rl  — - — , f,  у — + 


a / a 


rff, 
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koji  se  jednom  od  Ojletovih  smena  svodi  na  integral  mcionalne  funkcije.  E> 
Integral  diferencijalnog  binoma 

j х m(a  + bxn)pdx 

gde  m,  n,  p € Q,  svodi  se  na  integral  iacionalne  funkcije  samo  u sledeća  tri 
slučaja: 

1.  Neka  je  p ceo  broj.  Tada  se  uvodi  smena  х — tN , gde  je  N najmanji 
zajednički  sadržalac  za  imenioce  razlomaka  m i n. 

2.  Neka  je  ceo  broj.  Smena  je  a 4-  bxn  = tN , gde  je  N imeniiac: 
razlomka  p. 

3.  Nelca  je  + p ceo  broj.  Uvodi  se  smena  ax~n  + b = tN , gde  je  N 
imenilac  lazlomka  p. 

Ako  je  n = 1,  onda  su  navedeni  slučajevi  ekvivalentni  sledećim:  1)  p je 
ceo;  2)  m je  ceo;  3)  m + p je  ceo 
Naći  sledeće  integrale: 

170.  I Vv3  + x4dx 

< Ako  je  х > 0,  odnosno  х < —1,  imarno 

Ј(х-)  = j \/ х3  + x'ldx  = j x2(x -1  + 1 )ždx. 

Ovde  je  n = -1,  m = 2 i je  ceo.  Smenom 

x-x  + l = t2, 


dobijamo 


gde  je 


w 


(f2  - 1)4 

dt 

(t2  - l)n 


= -2I3  - 21л, 

, n = 3,4. 


Za  izračunavanje  poslednjeg  integiala  nalazimo  iekurentnu  formulu.  Neka 

In  = J Jf  - a2)n  ^ ^ 

Parcijalnim  integraljenjem  integrala  In-i,  slodi 

f2dt 


In- 


J 


dt 


(f~  - a2)n_1  (f  - a2) 


a2)n-t  2(71  X)  / 


(f  — a2)n 
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(<2  - «2) 


- 2(n  - 1)  / 


" ( f 2 — n2)  + a?dt 
■ 


(ž2  _ a'2)n-l  ” 2(П  ~ ^Kn-l  + 2(n  ” 1)q24u 


odavde  je 


2n  — 3 


r/n- 


2(n  - l)a2(i2  - a2)"-1  2(n  - l)«2"""1' 

Uzastopnom  primenom  formuie  (za  a = 1),  dobijamo 


/ = 2/3-2  - 


t 


-7.1 3 = 


6(i2  - 1)3  6 7 3(f2  - 1)3  3 


г/2 


3(f2  - 1)3  3 \4(f2  - l)2  4 


nr  + 


1 / -f  1 

4”  Л l n/j.')  1\  nL 


3(f2  - 1)3  12(f-  - l)2  4 \2(f2  - 1)  2 


+ 


iin 


f-  1 


3(f2  — 1)3  ' 12(f2  — l)2  8(f2  — 1)  16”'|f  + l 

Vraćanjem  na  promenljivu  х sledi 

8ж2  + 2x  - 3 1,  у/1  + o.-1  + 1 


+ а 


I (х)  = х/зГ+х2 


24 


+ 81" 


IvSI 


4"  (7.  > 


m-  I wmdx- 

<1  U ovom  primeru  je  p — —2,  dakle  ceo  broj.  Piimenom  pive  smene 
х — f2,  sledi 


I(x) 


I 


dx  = 6 


, /■  tBdt 


(1  + 

= 6 ј — 2č2  + 3 

= — 4t3  H- 184 

5 


/ 


(1+f2)2 


4 f2 + з 
(1+f2)2 

d;t 


-»њ-ч 


dt 

6 


t’đt 


(1  + f2)2 


Pošto  je 


/ f2df  1 / ,/  1 \ f 1 

/ sttt  = / frf  I » = — — : rr-  + - arctanf, 

J (1  + f2)2  2 J \1  + f2/  2(1  + f2)  2 
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to  konačno  imamo 


j r = -t5  - 4t3  + 18 t + Т~~?>  ~ 21  aictant  + C,  t = xh  ► 
5 1 + t2 


172.  I 


xdx 


<3  U ovom  primeiu  je  rn  = 1;  n — p — —7  i — 3,  dakle  ceo  broj. 
Tada  je  smena  1 + x%  = f2  Imamo, 


I (х)  = I - XdX  = 3 / (t“  - 1) 

1 ; J v/T+l^  / 


2dt  = |t6-2t3  + 3t  + C, 
5 


gde  je  t = yl  + 'Уд?  ► 

173.  / д/З.х  - .x3d.T 

<3  Ovde  je  m = $;  n = 2m;  p=li^+p  = lceo  broj.  Smena  je 
Зж"2  — 1 = t3.Onda  je 

9 / t3dt  3 f ( 1 \ 3t  3 Г dt 

I (х)  = - g J (t3  + !)2  “ 2 / C \t3  + 1 у 2(i3  + 1)  2 J f3  + 1 


Pošto  je  piema  primeiu  110 


/ df  _ 1 , (t  + l)2  _1 

/ " 6 11 12  - t + 1 \/3 


2 1 2t  - 1 

H — ;=  arctan  ■ 


Vš  ’ 


to  konačno  imamo 


I = 


3t 


1,  (t  + 1)2  \/3  2t  - 1 

4 ' — aictan 


+ ln- 


2(^+1)  4 t2  — t + 1 2 

gde  je  t = (0  < х < \/3;  х < -^З).  ► 


ч/З 


+ C, 


3.4  Int egralj enj e t r igonomet r ij skih  funkcija 

Integiali  oblika  / sinm  х cosn  xdx,  gde  su  m,  n celi  brojevi,  izračunavaju  se 
ti ansfoi macijama  izraza,  kao  i snižavanjem  ieda. 

Naći  integrale: 

174.  I г-^Џс1х 

f Slir  ГЗи  ' 

<1  Parcijainim  integi aljenjem  se  dobija 
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COS  X . 

— 5 — dx  = 
sin  х 


/ ч , ( 1 \ 1 / cos3  X COS“  х 

/ cosda-o!  [ , ,, = — „ Ti h 3 / — : dx 

J \sin“  х j 2 \ sin"  х I sin  х 

, х ф ктс,  k € Z > 


3 cos3  х 3 

iC0S1'“w;'2ln 


tan  ■ 


175.  /з&- 

^ Slično  prethodnome  imamo 


Г dx  I d{ cotx)  _ cot  х / cos“ 

/ sin3x  J sin  х sinx  / sin3x 

cos  х I'  dx 

sin2  х J sin3  х 

I 


■ + ln 


dx  1 . 
— — - = - ln 


176.  f-n 


Sllf  X 
с/л: 


X 

tan  - 


cosx 

П * 2 

2 snr  х 


+ С(х/  /с7г). 


sin“  хсоз*1  х 


< Imamo,  za  х ф 4jr  : 

Г dx  f,  o , q d tan  х 

/ (х)  = / — 9 g-  = / (1  + tair  х)3  

J sm“  х cos°  х J 


tan3  х 

1 3 o 1 

g 1-  3 ln  I tan  x|  + - tan2  х + - tan1  х + C ► 

2 tan2 х 1 1 2 4 


177.  j tan5  xdx. 

■<  Očigleclno  je  za  х Ф § + Аж 


/ (х)  = I tan5  xdx  ~ \ I { 


,y  vO  rf(se c2x) 
sec~x  — 1) 


sec2  х 


sec4  х 


sec2  х +-  “ ln(sec2  х)  + C 


4 ~~~  f ‘ ? 

tan4  х tan2  х 


ln  | cos  x|  + С\ 


ili  I (х)  = 


I tan°  xdx  = I 

I tan  х ^ 


tan3  х 


cos-  х 


1 dx 


tan4  х 


cos2  х 


1 1 dx 


tan4 х tan2  х 


ln  I cos  x|  + C.  š> 
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178.  / cotG  xdx 
< Imamo 


цх)  = = (se;  - 1)  љ 


/X 


,£2^£  + - cotI  - X + C (X  ф кж)  > 


179.  I 


b 

_dx 


\/sin:i  х cos°  х 

< Imamo 


I(x)  = / ~^= ====  = / 

/ vsm0a;cosDT  7 


clx 


cos4  .rv  tan3  х 


/ 1 *J^=£<*(t  апх)  = 
/ v tanJ  х 


— - т - + C = -2\/cot.x-  + ^л/  tan3  х + C 

>/  tan  х 3\/cot3x  3 


+ 


(/u'tt  < х < § + &тг;  fc  € Ћ). 
180.  / ’ љ 


Cos  X sin*x 


A Smenom  t3  — sinx-,  х ф imamo 


/М  = f Џтг-Ј 

J cosa'Vsm  х J 


c/(sinx) 


(1  - sin2  x)(sin2  х) 


_ з [Ј^Л  [JL.  + *[- 
~ J l-t6  2 7 1-i3  2J  1 


dt 


| t3 
2i  + 1 


1,  (l-<)2  , л/3  . 

— ln  -s - 1 arctan  — = 

4 t2  + 1 + 1 2 ч/З 


1,  (1  + t)2  , t 2t  — 1 

V'ltTTT  + Ta'ctan</r 


1,  (l  + i)2(t2  + i + l)  , 4 . 'fit 

4 ln  (t  - i)2(t2  ТТ1У + - MCtan  т?+6  + 


181.  Izvesti  formule  sniženja  za  integrale: 
a)  In  = / sinnx'ftx;  b)  Kn  - ј (n  > 2). 

<1  a)  Paicijalnim  integraljenjem  se  dobija: 


7n  = — / sinn_1  xd(cosx)  = - cos.t  - sinn  1 х + (n  - 1)  J si 


sinn  2 х - cos2  хс/л 


— cos.t  sinn  1 х + (n  — l)/n~2  — (n  — l)In, 


odavde  sledi 


7„  = i ((n  - l)/n— 2 - cos  х • sinn  1 х)  (n  = 3, 4, ....).. 
n 
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b) 


Kn 


odakle  je 
Кп+Ч 


I 


d(  sin  х) 


cosn+l  х cos; 


sm  х , . ч / sirr  х 

— — f?i  + l)  / гт r~~dx 

)Зп+1л:  v J cos774'2^; 


smz 
cos714,1  х 


(n  + 1 ) Kn-\-2  + (ti  + 


sm  х 


, ~гхКп  (n  € N0),  + ктт,  k € Ћ).  > 

(?г+ l)cosn+1a:  n+1  2 


+ 


Koristeći  formule: 

I.  sin  a sin  /3  = ^(cos(a  — /3)  — cos(cv  + /3)); 

II.  coso  - cos  јЗ  ~ ^(cos(a  — /?)  + cos(a  + /?)); 

III.  sina  cos/3  = 5(sin(a  - (3)  + sin(a  + /?)); 
naći  integrale: 


182.  / sin  г sin  § sin  ^dx 
< Imamo 


/(*) 


/.  х . х 1 f ( х ЗаЛ  . х 
sm  х sm  — sin  — dx  = - I I cos  — — cos  — 1 sin  — dx 


1 
4 

3 х 

— cos  — 
2 6 


. х . 5x  . 7x  . 11a; 
• sm  — + sin  — + sm  — — sm  — — 
6 6 6 6 


3 5x 

— cos  — 
10  6 


3 7x  3 
14COST  + 32COS 


dx 
11  х 

T" 


+ Cj  ^ 


183.  / sin3  2.x  cos2  2xdz 
< Prema  f'oimuli  III.  imarno 


I (х)  = I sin3  2,г  cos2  2xdx  = ^ j (3  sin  2x  — sin  6т)  (1  + cos  6x)dx 

1 / / 3 3 i \ 

= — / f 3 sin  2x  — - sin  4x  + - sin  8г  — sin  6:c  — - sin  12г  j dx 

3 „ 3 3 _ 1 1 . , _ 

— cos  2x  + — cos  4г  — — — cos  8г  + — cos  6г  + — — cos  6г  + G !> 

16  64  128  48  192 


Primenorn  formula: 

IV.  sin(a  — (3)  = sin((x  + a)  — (г  + f3))\ 

V.  cos(a  — јЗ)  = cos((.T  + a)  — (г  + /?)), 
naći  integrale: 

"1  QA  i &£ 

I sin(a:-l'a)  sin(x-f b) 
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< Imamo 
I (х)  = 


dx  _ 1 / sin  ((х-  + a)  — (ж  + 6))  ^ 

iin(.x  + a)  sin(x  + b)  ~ sin(a  - b)  J sin(x  + a ) sin(x  + b) 

sin(a  - b)  \J  sin(x  + b)  J sm(x  + a)  ) 


sin(a  — b) 


lll 


sin(x  + b) 


sin(x  + a) 


+ C 


sin(a  — b)  ф 0 ► 
185.  / љ — 


/ sinoj—sma 

O Iz  jednakosti  cosa  = cos  (^f2  - ^f2)  , za  cosa  ф 0,sinx  ф sina,  za 


sledi 


1{x)=  I + = _L_  / (Y.._ f£)dl.  = J_in 

v } I sin  х — sin  a 2 cos  a J sin  cos  cos  a 


sin 


cos 


x-fa 


186.  / tan  х tan(x  + a)dx. 

< Imamo,  za  sin  a ф 0;  cosx  ф 0;  cos(x  + a)  ф 0 


I (х)  = J tan  х tan(x  + a)dx  = j f 


cos  х cos(x  + a)  + sinx  sin(x  + a) 


I 


cosa 


cosxcos(x  + a) 


dx  — х = — х + cot  a ■ ln 


cosxcos(x  + a) 
cos  X 


1 £ 


cos(x  + a) 


+ a ► 


Integrali  oblilca 

j R(smx,cosx)dx, 

gde  je  R racionalna  funkcija,  u opStem  slučaju  se  svode  na  integral 
racionalne  funkcije,  smenom  tan  § = t 

a)  Ako  je  ispunjeno 

R(-  sin  х,  cos  х)  = -I?(sin  х,  cos  х), 

odnosno 

i?(sin  х,  — cos  х)  = —R(  sin  х,  cos  х), 

onda  treba  uzeti  smenu  cosx  = t tj.  sinx  = t 

b)  U slučaju  da  je 

R(- sin  х,  - cos  х)  = I?(sin  х,  cos  х) , 
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onda  se  uzima  smena  t,an  х = t. 

Naći  integrale: 

-i  orr  Ј — I 42 

хо‘*  / 2sinx— COS2C+5  ' 

■4  Smenom  tan  f = t,  (2 n - 1)тг  < х < (2 n + 1)7г,  n € Z,  dobijamo 


(х)  = j 


clt 


3t2  + 2t.  + 2 75 


1 aictan  + Cn 


75 


aictan  - 


3 tan  f + 1 


75  75 

Iz  neprekidnosti  primitivne  funkcije  sledi 


+ Cn. 


I(2nn  + 7Г  - 0)  = I (27Г77  + 7Г  + 0),  + Cn  = + Cn-f-l, 


odakle  nalazimo 


n — LLL  4-  c 

п 75  J 


gde  je  C = Cb  proizvoljna  konstanta.  Iz  nejednakosti 

2д7г  < д:  + 7Г  < (2n  + 2)тг;  n < < n + 1 


proističe,  da  je  n = [^~~ ] - Dakle, 


1 3 tan  f + 1 7г 


/W=-^a,ctan-  ^ 


+ 

,,  т/  \ 2n  + 1 

I = lim  I(x)  = ■--== 

х— >(2п+1)тг  275 


Ж + 7Г 


+ C,  ж Ф (2n  + 1)тг. 


7Г,  X = (2 n + 1)тг.  > 


188. 

<1  Polazeći  od  jednakosti 


1,  . , yfl  1 

sin  х cos  х = - (sm  X + COS  X) 


2’ 


dobijamo 


I(x)  = -(sinx 


cos х)  - ln  tan  (|  + |)  + c (х  Ф -J  + h г) 


> 


!б9.  / 


sin2  co52  х 
sin8  хЧ  co58  х 
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I(x) 


< Uzmirao  sraemi  t ==  tan  2.x;  ff  — -|  < х < f + ff , 77  € Z,  tada  je 

1 + 75  l'  dt  \/2  - 1 ( dt 


h 


t~dt 


+ 8t2  + 8 


h- 


у/2  + TŠ 

4 


aictan 


+ 4 + 2V2 
у/2-Л 


■h 


\/4  + 271 


arctan 


\/2  + \/2  tan  2x  4/2  — \/2 

■ arctan  — v: : arctan 


4/4-24/5 
tan  2x 


4/4^71 

(^f-o)=4l  + f+o)  (»«)■«■ 


4 4/4T272  4 

Iz  uslova  neprekidnosti  priraitivne  funkcije  sledi 

I 


+ 4 — 2v7 
+ C'n 

+ Cn. 


4/2  + 72  7Г  4/7+75  тг 


+ Cn  = 


4 2 4 2 ' w"  4 

odalcle  po  analogiji  sa  primeiom  187  imamo 


‘2  + 


7Г 


+ Cn+1, 


Cn  = 7 ^2+  4/i - \/2  - n + C (C  = Co),  odnosno 


CT; 


7Г 

4 


2 + 72-  \/з-  4/2 


4x  + тг 


2?г 


Sledi, 


72  + 75  tan  2x  72  - 75  . tan  2x 

I(x)  = - — — - arctan  arctan  ■ 


74  + 275 


74-275 


’4x  + 7Г 

7 

277. 

^ . 7Г  , ПЋ 

+ C;x#-  + T 


u 


77.7Г ' 


+ ] = lim  J(x).  > 

2 / х-^+^  v 


190.  Dokazati  da  je 

' cii  sin  х + Z>i  cos  х 
a sin  х + b cos  х 


I 


dx  — Ах  + B ln  | a sin  х + b cos  x|  + C, 


gde  su  C konstante;  х ^ kir  - arctan^. 

< Stavimo 

a\  sin  х + bi  cos  х = A(a  sinx  + 6cosx)  + B(a  cosx  — 6sinx),  (1) 
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odakle  sledi 

cii  — Aa  — Bb\  b\  — Ab  4-  Ba\ 

Pošto  je  a2  + b2  ф 0,  to  iz  datog  sistema  jednačina  pioizilazi 
, _ aia  + 6^6  D abi  — 6a i 

—*  . rt  t *3  * 


a2  + 62 


j2 


Na  kraju  zamenjivanjem  (1)  u dati  integrai  imamo  dokaz  tviclenja,  gde  je  C 
integiaciona  lconstanta.  > 

Naći  integrale: 

101  Т—  /'  sinz-cus.i.  t 
1У1.  1 — I sinx+2cusxaJ'“ 

<j  Neposiednim  koiišćenjem  prethodnog  primera  imamo 
х 3 

I (ж)  = — - ln  | sinx  + 2cosxj  + C,  х ф ктт  — aictan  2, 

O 2, 

jer  je  ai  = — 1;  6i  = —1;  a — 1;  6 = 2.  > 

192.  / °i  sinx;;'.bi  C0Sjf,c/x 

/ (asmx-\-bcosx)- 

< Рхеша  piimeru  190  imamo 


I(x)  = f 
K ' I (flsmi 


a\  sin  х + b\  cosx 
+ 6cosx)2 


clz  = A 


I dz 

J asinz  + 


B 


A 


\Л?  + 6' 


j’  dx 
Ž ] sin(x  H 


+ <^)  asinrr  + 6cosx 


b cos  х a sin  х + b cos  х 

+ C, 


gde  je 


b a , i b 

sm  ip  — -y=== ; cos^  = -^=j;  хф  - aictan-.  ► 


v^TPJ  ч/Т+Р 

193.  Dolcazati,  da  je 

Г a\  sin  х + 6i  cos  х + ci  , 

/ : : dx 

J asmz  + ocosa:  + c 

= Ат  + JSln  lasina:  + 6cosxl  + C / — г 

/ asi 

fde  su  /i3U3  (7  konstantni  koeficijenti. 

< Stavimo 


dx 


sin  х + b cos  х + c 5 


sina?  + 6i  cos z + ci  = /l(asinx  + 6cosx  + c)  + l?(acosx  — 6sinx)  + C (1) 
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odakle  se  dobija 

ai  = Aa  — Bb\  bi  = Ab  + Ba\  c\  = Ac  + C 

Iz  datog  sistema  jednačina  se  dobija 

aia  4”  B\B  t ab\  6ai 
A = - ^,г- ; b = ; ,-rr ; C = C\-  AL. 


A~  + B2 


a2  + b°- 


Zamenom  jednakosti  (1)  u integial  dobijamo  dokaz  tvrđenja,  > 
1H  Naći  f 

<1  Piema  prethodnom  primeiu  imamo 


I (х)  = ^ ln  | sin х 2 cos  х + 3|  - ^ j 


dx 


sin  х — 2 cos  a;  + 3 ’ 

jer  je  A = — §,  B = §,  C = — §.  Uzimajući  smenu  t = tan  § : (2 n — l)ir  < 
х < (2n  + 1)7Г,  n e Z,  dobijamo 


пх)  = [ +. = 2 / 

K ) / sinx-2cosx  + 3 / 

(- 1 

h Cn  = arctan 


dt 


arctan 


(v/5 t + ^ 


+ 1 


5 tan  % + 1 


+ Cn 


Iz  uslova  I (2п7Г  + тг  — 0)  = /(2?г7г  + 7Г  + 0)  dobijamo  Сп  ~~  + (7;  С — Cq, 

Konačno  је 


I (х)  = arctan 


5 tan  % + 1 


+ 7Г 


X + 7Г 


27Г 


+ С\  хф  2тш  + 7г; 


1(2пћ  + 7г) 

195,  DokazatiT  da  је 


lim  Дхк 

х— *2пТГ+7Г 


аг  sin2  х + 26j  sin  х cos  х + cos2  х 


/ 

°h 


dx 


a sin  х + b cos  х 

dx  « • , n 

• + j4sin  х + B cosx, 


sinx  + b cos  х 


gde  su  A,B , C konstantni  koeficijenti,  х ф ктг  — arctan 

Piedstavimo  brojilac  P (х)  podintegralne  funkcije  u obliku 

p (х)  = (a  sin.T  + b cos  х)  ( A cos  х — Ssins)  + C(sin"  х + cosa:2),  (1) 
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oclakle  se  izjednačavanjem  koeficijenata  uz  shr  o:,  cos2  х i sin х cos х dobija 
sistem 

CL\  — — O.E  C\ 

2b\  = aA  — bB\ 

C\  — Ab  C , 


čija  su  zešenja. 

b(c\  — czi)  2ab\ 


л 


a2  + b 2 


п а(сг  — a)  — 2bb\  n ci\b2  + c\a2  — 2 abb\ 
; B o , n ; L' 


a2  + 62 


a2  + 62 


Na  kraju  zamenjivanjem  (1)  u dati  integral  imamo  dolcaz  tvrđenja.  > 
196.  Dokazati,  da  ako  je  (a  — c)2  + Ir  ф 0,  to  je 


(ai  sin  х + b\  cos  x)dx 


a sin2  х + 2b  sin  х cos  х + c cos 


j du\  j'  du^ 

>2  х ^ J k\ui  + Ai  + J к^и\  + Аг 


gde  su  Л,  B neodređeni  koeficijenti;  Ai , Хо  lcoreni  jednačine 

0 (Ai  ф A^); 


a — X b 
b c — A 


Ш — (a  — X i)  sinx  + b cos  х i k\  = — (i  = 1, 2) 

a Ај 

< S vođenj  em  kvadratne  for  me  a sin2  х + 2b  sin  х cos  х + c cos2  х na  kanon- 
ični  oblik  Х\У2  + А^Кј2,  gde  je 


Yx 


1 


Y<>  = 


ЈТ+1ГЦ 

i 


= (cos  х - bk i sin  х) ; 


■Jl  + £>2А,'о 


= (cos  х — bk  2 sin  ж) . 


(1) 


Rešavanjem  sistema  (1)  u odnosu  na  cosx,sinx  i koiisteći  jednakost  Y2  + 
Y2  = 1 (vektor  х = {sin х,  cos х}  pielaskom  u diugi  bazis  ne  menja  dužinu), 
imamo 


I(x)  = 


(ai  sin  х + b\  cos  x)dx  _ / --aid(cos  х)  + bid(s\nx) 
in  х cos  х + c cos2  х / A 


a sin2  х + 2b  sin 


A j Y2  + X‘>Y,2 

b\bki  + a\  I'  d, Yo  bibk^  + ao  j dYi 

/ЈТ+Ш[  I (Xi~X‘>)Y2  + X<>  ~ 7 ТТШЦ  I (A2  - Ai )Y2  + Ai 
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Uzimajući  u obzir  da  je  = —bk i,  iz  (1)  sledi 

U2 


rf>  П = 


by/l  + b’2k'i  ’ V 1 + УЦ 

Zamenjivanjem  (3)  u (2)  dobijamo  traženu  jednakost,  Pri  tom  je 


(3) 


616^9+ «i  „ bibki  + ai 
A = -TTZ  .2,.к,  B=~  — rs-r^T-  > 


6(1  + b°-4) 


6(l  + 62fcf) 


Naći  integrale: 

2sin  x—cosx 


197-  / 


3 sin~  x-f*4  cos2  х 

<š  Imamo 


dx. 


W = / 


2 sin  ж — cos  ж 


Ззт2ж  + 4cos2a: 

2 cos  х 1,2  — sin  х 

= arctan  — =-  + - in  : — 

лД  %/3  4 2 + sm  х 


dx  = _2  [ - / _£i 

7З  + cos2  х / 4 - 


đ(sm:c) 


. 9 

sm  2; 


+ (7»  > 


198.  Г t (sin  I+COS  x)dx — 

f 2sm“x— 4smxcosx45cos~  х 

< Prema  prethodnoj  teoremi  imamo 


т , ч f (sin  х + cos  x)dx  3 f dui  J _f dm 

X J 2sin2  х — 4sinxcosx-  + 5cos2a;  5 J u2  + 1 10  / — 


- aictan(sinx-  — 2cosx)  + -^-^= 


ln 


\/б  + 2 sin  х + cos  х 


%/б  - 2 sin  х - cos  х 


+ (у 


199.  / = / 


.-F4smxcosx 

•4  Predstavljajući  imenilac  u obiilcu  sin2  х + cos2  х + 4 sin  х cos  х i pri- 
menom  teoreme  iz  zadatka  196  dobijamo 


I(x)  = 


3 ln 

\/2(sm  х + cosx)  + 1 

1 in 

V3  + \/2(sina.’  — созж) 

4у/2 

\/2(sin  х + cos  х)  ~~  1 

4\/б 

уД  + \/2(sm  х — cos  х) 

+C 


(sin2x  ф — |)  > 

200.  Dokazati  formulu 


f dx 

J ( a sin  х + 1 


A sin  х + B cos  х 


6 cos  x)n  ( a sin  х + 6 cos  ж)"-1 


+ C 


I (asina* 


dx 


+ 6 cos  х) 


n— 2 > 


gde  su  A,B , C konstntni  koeficijenti. 
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Iil  (^) 


< Paicijalnim  integialjenjem  sledi 
d(  —a  cos  х 4-  6 sin  a;) 


I d(—ci  c< 
/ (asinx 


+ 6cosx’)n+1 
acosa;  4-  6sina; 


sin  х , „ ч /'  (a  cos  х — 6 sin  x*)2dx 

(asin  х 4 6созх*)п4_1  J (asmx  4 6cosx)n*2 

— a cos  х 4 6sin  х I (a  cos  х — b sin  х)2  4 (6cos х 4 a sin  х 

n + j ( a sin  х 4 l)  QOS  x‘)n+2 


(a  sin  х 4-  6 cos  x)n+1 


odakle  je 
In  (х) 


(п  — l)(a2  4 62) 


(n  - 2)In-2  + 


6sinx  — acosx 


(asinx  4 bcosx)n~ 


što  je  i trebalo  dokazati.  > 

201  • NaČi  i (sia.'r+2cus.x 


¥ 


< Koristeći  prethodno  dokazann  foimulu,  nalazimo  za  х ф А:тг — arctan  2 : 


h(x)  ш ( j sinx 


dx 


• 4 


2 sin  х ~~  cos  х 


4 2 cos  х (sin  х 4 2 cos  ж)5 


10  Vv'S 


ln  tan 


х 1 
— 4 - aictan2 


+ 


2 sin  х — cos  х 


(sin  х 4 2cosx)2 


4 Cs  ■ 


202.  Ako  je  In  (х)  = j dokazati  da  je 


ln  (*)  = 


-4sinx 


(a  4 6cosx)n~~1 


■ B 


/ 


dx 


(a  4 6cosx)n 


-i 


+ C 


/ 


dx 


(a  4 6cosx)n“~2 


(|a|  ф |6j)  i ođrediti  koeficijente  A7B  i C,  ако  je  n priiodan  bioj  veći  od 
jedinice. 

< Parđjalim  integialjenjem  dobijamo 


I n — 2 (&’) 


/ 


dz 


J 


a 4 6cosx 


(a  4 bcosz)*1"2  J (a  + bcosx)n~~l 
d sin  х 


dx 


a/n__i  4 6 


h 


+ b cos.x)n_i 

r b sina-  . ,,  f 

a/',_1  + (a  + bcos®)"-1  “ ^ ~ l\l  fa 


i o ■ o 
6 sm  х 


dx. 


4 6cosx)n  7 


odakle  koristeći  identičnosfc 

62  siir  х — — (tr  — 62)  4 2a(a  4 6 cos  х)  — (a  4 6cosx)2, 
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nalazimo 


In~ 2 (-г')  = а4г-1  + 


6sin.x 


— ~Y  + (a.  — bz)(n  — l)In 


(i a + &cosx)r 
2a(n  — l)/„-i  + (n  — l)/„-2)  tj. 


6sinx 


In  ^ ~ (n  — l){a2  — b2)(a  + bcasx)n~l 


(2  n — l)a 


;In- 


n — 2 


9 i o \ ^тг-~2  ' 


(n  — l)(a2  — 6- ) 71-1  (n  — l)(a2  — 6а) 


Dakle, 
A = - 


r,  (2n-3)fl  . n 

"i  а — ~Г  i \ 719 


71-2 


(n  — l)(a2  — 62ј’  ° (n  — l)(a2  - b2) ’ (n-lH^-fi2) 


. > 


Naći  integrale: 

203.1 sil}^br~. 

cosa;\/l-}-sin- х 

-«4  Smenom  cosx  — t,  imamo 


/ 


sin  xclx 


cosa:\/l  + sin2x  J *V2  — t2 


I 


dt 


nt). 


Ako  je  t > 0,  to  je 


-7(t)=-/  — $=  = [ -#L 

1 v/s  ■ 1 


“ 1 ^ V* 

Ako  je  t,  < 0,  to  je 


n/2 


ln 


+ a 


■•»Чтж-.ч 


1 ’ \/f  “ 1 


-d(l)  1 

\/2 


— ln 


+ C 


Objedinjujući  oba  rezultata  u jedan,  dobijamo  za  a;  ^ | + /с7Г 


1 . \/2  + \/2  -t2  . „ 1 , V2  + v/l+sin2x  ^ ^ 

jW  = ^in — и — +^  = ^1" — f^[ — +c  ► 


204.  / 

' cos“X\/ta 


cos“  x\/tanx 
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чј  Smenom 


tan  х = č2;  ктт  < х < — + kir,  k g Z ; 


dobijamo 


/ sin2  xdx  f i f 2t‘l  f 

,/  cos2 л;\Дапж  J J 1 + i4  J 1 


clt 


cos2  л;\Дап  х 
Prema  leSenju  piimera  145,  imamo 


+ 14 


I(x)  = J 


sin2  1 

~ ==  — т=  arctan  _ _ л _ 

cos2  xy/ian х \/2  t\/ 2 2\/2  t2  ~~  t\/2  + 1 


t2~  1 1 , i2-ft\/2  + l 

m ■ 


+ C 


tan  a;  \/2  tanrr  -f  1 


tan  х — \/2  tani  + 1 


1 tan  х — 1 1 . 

— 2 v tan  х т=  arctan 7 7=  m 

\/2  \/2  tanx  2\/2 

205-  l4Msdx 

< Koiisteći  identičnu  transformadju}  dobijamo 


1 / c/(sin  х + cos  х)  1 /’  d(sin  rr  — cos  х) 


+ C > 


'М  = -5/ 


+ 


i/ 


a/1  + (sina'  + cosx)2  2 / д/3  — (sinrc  — cosx)2 

, / . /г т — — \ 1 - sin  a;  — cos  х 

In  |^sm  х + cos  х + \/2  + sm  2xj  + ~ aicsin — b (7. 


206-  / ako  Je  a)  0 < 5 < 1;  b)  e > 1, 

< Uzmimo  smenu  tan  § — t;  (271  — 1)тг  < ж < (2?г  + 1)тт,  п е Z.  Tada  је 


I=i  d_x  шхЈ_Г_ 

Ј 1 + б cos  х 1 — 6 7 t2 


dt 


+ 


i+g ' 
e 


a) 


Г/  ч 2 ty/l  — £ _ 2 

i (^)  — arctan  ■ ■ ■7r::.:::=:r  + Cn  = 7:=::::::+'  ai'Ctan 


v/T+e 


\fl  — £2 


v'l  -etanf 

— = h On 

\/1  +£ 


Po  analogiji  sa  lešenjem  primera  187  nalazimo 
I = 


Л 


2 л/1  — e tan  § 2тг 

arcfcan , ~ + 


£2 


\/1  + ' 


ч/Г^ 


X’  + 7Г 


27Г 


+ С, 


х ^ (2n  + 1)7г;  I((2n  + 1)тг)  = iim  I(x). 

х — ►(2п+1)7Г 
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b) 


I = 


vT 


■ e2 


: lll 


t+j£ f 


+ C,  X Ф 2П7Г  + 7Г.  > 


20T.  / fisfcp,  0 < £ < 1.  , 

^ Piema  formuli  iz  piimeia  202,  je  a — 1,  b = e}  n ~~  2,  clobijamo 


(piimei  206): 


clz 


^ / (l  + ecosa*)2 

1 ( —e  sin  х j 

ds  х I 1 


dx 


1 — £2  1 1 +£COSX  I l-\-£COSXj  (1  — £2)(l+£Sms) 


~£  S\nx 


X f 


2 \j\  — e tan  f 2л' 

T arctan  aictan , ■= — H — , ■■■-= 

(l_e2)|  s/l  + s vT^e- 

. Т//Л  i _ Г/_Л 


ч-оа 

(2п  + 1)7г;  Ј((2п  + 1)тг)=  lim  Ј(ж) 

х— *(2п+1)тг 

1 ДС-ј-о 

“ rdx, 

< Uzmimo  za 


a:  + 7Г 


2тг  J 


+ C 


.,пСТ1“  1 3-Л1 

208.  / — 

1 sm"  Л ~“o— 

cus  — £ 

limo  za  х j=-  a + 2п7Г,  £ = ^ ^ 


Cit  : 


1 cos  : 

o , o x-~a  * 
* Sin~  — 


/•  cos"”1 

1 ^ ” J sin^  — 

П 


nqn~l  д+д  9 / 2in 

— =—dx  — — / čn  *dč  = b C 

sinn-i  cos  a J n cos  a 

(5+)  +c(“s”^0)-  - 


7?  COS 


209.  Izvesti  foimuiu  sniženja  za  integrai 

/j  ^ sin  \ n 

-ф)  м»£«) 


irt 


■/(i 


Označimo  t = sin 
- 7n-2 


In 


■ (sin  ^2)  1 i lazmotrimo  integral 

sin^-sin2^, 

=— Н ; —ах, 

sin2 


=!^~' 


, sm  аах 
Pošto  je  dt  = . ,i~ т- 

J 2 Slir 


sin  аЉ'  , . 

toje 
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In  — /п„2  — — j tn  2sin xdt  = 2 j tn  2(sina  - (sina  + sin  x))dt 
= 2sina  j tn~‘2clt  — 2 j in-2(sin  a + sin  x)dt, 


odatle  je 

Iji  In—2 


2sin  a г 0 I n„2  (sin  a + sin  х)  sin  a 


n 

2sina 

72  — 1 


2sin2^ 


iinQfn-i  _ 2 j 

- 2 / - 2 / ( (siP ; - 1 


2sina. 


71  — 1 


Г-1  - 2/n_2  + cr, 


gde  je 


= ~2  / £ 
Konačno  je 


/ 

/ 

/ 1„-,  cos«(cosx  - cosa)^  = 2cosa  f = 2/n_,  coso 

/ COS  <3  — COS  X J 


, л (sina  + smx)sma  — 2siir  т 

2 / £3- — 2_dx 

2 sin  sin 

n-1  sin2  a + sin  х sina  — 1 + cos(a-  + a) 


cos  a — cos  х 


jn  - -sin(ltn  2 _ /п_2  + 2In~\  cosa  (?г  > 2).  ► 
n.  — 1 

3.5  Integraljenje  nekih  transcendentnih  funkcija 

210.  Dokazati,  da  ako  je  P(x)  polinom  stepena  ??.,  onda  je 


(fW_£M  + ..  + (_1Г£^МЈ+С 

\ a a-  a,t+l  J 


P(x)eaxdx  = ea 

<3  Dokaz  se  izvodi  paicijalnim  integtaljenjem.  Imamo 

7 (aj  = j P(x)eaxdx  = haxP(  х)  -±j  eaxP'(x)dx 

= -eaxP(  х)  --( -eaxP'(x)  - - I eaxP"(x)clx 
a a \ a a 


= e 


x(P(x)  P'(x)  \ 1 


+ 


1 j eaxP"(x)clx. 
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Primenom  metoda  matematičke  indulccije  nalazimo 


a a~ 


+(_l)*+i_l_  j eaxP{k+l}(x)dx  (к  < n). 

Stavljajući  u ovoj  foimuli  к = n i uzimajući  u obzir  da  je  Р{к+1Цх)  = 0, 
đobijamo  traženu  formulu.  ► 

211.  Dokazati  da  ako  je  P(x)  polinom  stepena  n,  onda  je 


j P(x) 


sin  ах  ( , P"(x)  P{IV\x) 

cos  ахах  = ( 1 (х) тт r 


a 


'i  * л 

a-  al 


cosax'p'w-LLrl+  i+c 


a~ 


. , f cos  ax(  Pn(x)  p(!V\x) 

P(x)sm  azđz  = — | Р(.г') + 


a 


o 1 л 


|+a 


a 


a- 


Dokaz  se  oslanja  na  prethodni  zadatak  Ako  u njemu  « zamenimo 
sa  ia,  gde  je  i = \f-i,  dobijamo 


j h‘iz)e'aIđz  = c““  + < 


РМ.Р-М  + .Р^)  + 


Polazeći  od  Ojlerove  foimule  i razdvajanjem  iealnih  i imaginarnih  delova 
dobijamo  tiaženi  rezultat.  ► 

Naći  integrale: 

212.  I x3e3xdx 

■<  Polazeći  od  primeia  210,  nalazimo 


./ 


x3e3xdx 


х3  x~  2.т  2 . _ 

C ! — + — 1+0 

5 3 3 9 27/ 


„Зх 


2x  2 


ТГ ~x2  + Y~V+g  ► 


213.  j x7e~x2dx. 
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< Smenom  x~  = t,  imamo 


dt 


-{-t*  ~3t~  -6t-6)  + C 


= — — (x*b  + Зх4  + С1т“  + 6)  + C.  t> 

214*  / хех’  sin  хс/х. 

< Uzimajući  sin х = — , i ptema  zadatku  210  imamo 


/ (ж)  = j xex  sin  х dz  = ~ j х ^ 


„ x(l— i) 


^ dx 


2г 


:e 


x(l-j“i)  1 X 


1 + г (l+t)S 


_ л*(х-0 


х 


1 — х (l-i)2 


o +<7 


2 

215.  I z2ex  coszdz. 
< Uzimajući  cosx 


(x(sin  х — cos  х)  + cos  х)  + C > 


etx~hG~xx 


, i piema  zadatku  210  imarno 


I(x) 


j x2ex  cos  xdx  = ~ j х2  + ex^1  dx 

IeWj^ ^ iL_ 

2 \ 1 + i (1  + i)2  (1  + г)Ј 


X ~ 


2x 


!-<  (1  - 03  ‘ (l-0£ 


+ C 


e;c  , o 


(x"(sin  х + cos  :r)  — 2.г  sin  х + sin  х — cos  х)  + C.  > 

Napomena,  Poslednja  dva  primeia  se  mogu  ieša\7ati  \ višesttukim  pai~ 
cijalnim  integraljenjem,  uzimajući  za  početak  u — exx2 , dv  = cos  xdx 
216.  / cos2  \Jxdx . 

< Smenom  \Jx  = t:  х — t1 , dx  = 2 tdt,  imamo 

I.  (:?;)  = j cos2  \/xd.x  = 2 j t cos2  Cc//  = ^ /(1  + cos  2t)dt 

t 2 t 1 

= — + - sin  2t  + - cos  2/.  + C 

- ^ + ^sin  (2>/x)  + - cos  (2v/x)  + C > 
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217.  Dokazati,  da  ako  je  R lacionalna  funkcija,  a brojevi  сч.а?,  -,an 
siazmeini,  to  je  integial 


...,еппХ 


)dx 


elementai  na  funkcija 

< Napomenimo  da  su  brojevi  ai, cio,  an  siazmemi,  ako  ih  možemo 
piedstaviti  u obliku 

Pl  P2  Pn 

a 1 = q — , ao  — Ct — , ,an  = a — , 

<?i  <72  Ч п 

gde  je  a lealan  bioj,  a pi,  q,  su  uzajanmo  piosti  celi  biojevi.  Neka  je  r 
najmanji  zajednički  sadižalac  biojeva  q-L  (i  = 1,2,  Tada  uzmanjem  u 

datom  integialu  e~  = u,  dobijamo 


з °nX)dx  =7-  I R(uT 


1Р1 


T'2p2 


gde  je  7 ј = — ceo  broj,  a Ф(и)  je  lacionalna  funkcija.  Teorema  je  dokazana, 
jei  je  integial  lacionalne  funkcije,  eiementarna  funkcija.  t> 

Naći  sledeće  integrale: 


218.  / 


l+fi' 


U sldadu  sa  dokazom  prethodne  teoieme  uzmimo  ex  = u Tada  je 


f e~xdx  _ f udu 
I i + e*  “ / 1+« 


u 


l + ex 

219.  I 

< Stavimo  е«  = u.  Tada  je 

du 


-In^l+tO  + C^e^-intl  + e^  + C'  > 


dx 

7 7 !Г 


/(*) 


■/ 


U 


(1  + u + U-  + 


~зТ  = 6 /- 

ud)  J u 


du 


(1  +ti)(l  + 71-) 


Cu  + D 
1 +u2 


- И^ЈтћЧ 

Cs  { x \ 

= + B In  /l  + e^j  + D arctan  e®  + — In  /l  + e « J + C, 


gde  je  A = 6,  B = C = D = -3.  Konačno  je 
dx 


J 


1 ~\~  C 2 -\-  C 3 C б 


х - 3 in  //l  + ee  j \/l  +ез  j — 3 aictan e*  +C.  > 
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220.  / i/p+te 

< Stavimo  t — ex  Tada  je 


ln 


^ -f.  aicsin  - 4-  C = in  ^ex  + л/е^х  — 1 j + aicsin  (e  x)  + C, 


clx 


221.  j Ј.ч/1^г  ■ 

< Smenom  ex  = u,  imamo 


’(*)=  / 


dn 


(%/l  4*  п 4"  v/1  — u)  2 
Nađimo  jedan  od  integiala: 


/ >ДН 

./  a2 


i /7Ш,  i / VT^n, 
rfu  “ 2 / ~~TP~~dU 


ш = /^„=yyrrin(-i)  = -^+/lM±3 

\/1  +u 


/ 


đ (у/Г+  'u)  у/1  + и , 1,_\/ГТп-1  . л 

9 — {-  *г  in  — 7p=rzi b 6 

(vTTn)"-].  « 2 vTTn  + 1 


vTTT  , 1 \/ГТТ  - 1 , „ 

“ -"^~  + 21пТп^ТТ  + с 

Diugi  integial  se  dobija  iz  prvog  zamenom  u sa  — u > 
222,  Dokazati  da  se  integial 


/ 


)eaidx, 


gde  je  R racionalna  funkcija,  čiji  imenilac  ima  samo  lealne  nule,  iziažava 
preko  elemenlaine  funkcije  i transcendentne  funkcije 


/ eax 

/ —dx  = li(eax)  + C, 


gde  je 


**-!£■ 

< Racionalna  funkcija  ima  oblik 

M(x) 


R(x)  = 


N(x) 
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gde  su  M(x)  i N(x)  poiinoml.  Izdavajajući  ceo  deo  P(x)  ako  postoji,  dobi- 

Јага0 


Л(х)=Р(х)  + ^^(  }i, 

k i = 1 V W 

gde  je  Шк  višestrukost  koiena  х,-;  Аг]  neodređeni  koeficijent.  Na  kraju, 
integiacijom  R(x),  dobijamo 


f У 

R(x)eaxclx  = / P(x)eaxdx  + YlYlAk 


k i= 1 


(х  - ХкУ 


Pivi  integial  se  dobija  parcijalmm  integialjenjem  (l  puta,  gde  je  l stepen 
poiinoma  P(x)),  Nađimo  drugi  integial: 


(х  - х k){ 


V (*  “ l)(x  “ хкУ 

a f eaxdx 


(i  - 1)(ж  - х кУ  i ~ 1 J (х  - хгк  1 


' (i  - l)(x  - (i  — l)(i  — 2)...1(ж  — Хк) 


eaxdx 


+ (i-l)(i~2)...l  J x-xk 


(i  - 1)(ж  - х-fc)*-1  + ' " h (i  - Џ(х  ~ xk) 


аг~~еаХк  f e 


,a(s— *k)d(z  - X fc) 


(Г-1)! 


a:  - 


(i  — l)(x  — .Tfc)1  1 (i  — 1)!(®  ~ xfc) ) (г  1)* 


t-ćeaxk 

+ 


Dakle, 


Ч; 

R(x)dx  = Ri(x)  + AkiRk , 


fc  i=l 


Što  je  i tiebalo  pokazati.  ► 

223.  Pod  kojim  uslovom  integral 


p - 


gde  je 


a\  a<2 
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i an  su  konstante,  predstavjja  elementarnu  funkciju? 

«2  Parcijalnim  integr-aljenjem,  dobijamo 

јр(^)еЧх  = I (a0  + ^ + ^ + -..  + ^)e*dx 


= aoex  + а\И(ех ) — —eax  + aoli(ex) 

_£§.+  ..  £2_/j(e*) 

2x2  2x  (n  — 1)!  2 S ' 


Odavde  sledi,  da  ako  je 


°1ТТ Г + 2!  + + (ТГГ1)| 

onda  je  dati  integral  elementama  funkcija.  ► 
Naći  integrale: 

224.  /' (l  — |)“e*dx. 

< Parcijalnim  integraljenjem,  dobijamo 


2\ 


I (х)  = / ( 1 j exdx  = / ( 1 1 — 5 ) e*dx 


■/0 


4 4 


X/  J \ X X2 

= e*-4/i(e*)-^e*  + 4/i(e*) 

= e*  — ^ + C (®  # 0).  ► 

225-  / гббз- 

Razlaganjem  racionalnog  dela  podintegraine  tunkcije  na  proste  ra- 
zlomke  i integiaijenjem,  dobijamo 

e~xdx 


I 


l)(*-2) 

= e4/i(e2^-^)  - e2li(e2(x~V)  + C (хф  1,  х ф 2)  ► 

226.  J ^dx. 

< Izdvajanjem  celog  dela  i patcijalnim  integraljenjem  dobijamo 

т.  , f х^е2*  . f.  o . . m ox  . f (32x-  - 48)e21  , 

/ (x)  = J = J (х-  + 4.т  + 12)e  c/x  + j — _ — Љ 

I (32x  - 48)e2x  ’ ( 1 


г 3r  21 
2 + 2 ' 4 


= ( х2  + Зж  + 


e 

21  \ e2x 


с/ 


х 


_ 2 


+ 64/i(e2*-4)  + C (хф  2).  ► 


9 / 9 
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Naći  integrale  koji  sadrže  funkcije  ln  f(x),f(\nx),  arctan/(a-),  aicsin/(: 
aiccos  /(a),  gde  је  f(x)  algebarska  funkcija: 

227.  / ln"  xdx  (n  e N). 

Paicijalnim  integraljenjem,  dobijamo 

I ln"  х dx  = х ln"  х-п  I ln”-1  xdx  = х lnn  х - nln- 1 («  € N)  /ц  = х 


Odatle  je 

In  = X lnn  X - n(x  ln"-1  х - (n  - 1 )/„_2)  = a ln"  х - na  In""1  a + n(n  - 1)1, 

— х lnn  х — пх  ln"-1  a + n(n  — l)(a  lnn”2  х - (n  - 2)/„_з) 

= х lnn  х - пх  lnn_1  X + n(n  - l)a  lnn_2  х - n(n  - l)(n  - 2)/„_3) 

= х (lnn  х - nln”"1  х + + (-l)n_1n(n  - 1)  ...2  ln a)  + (-l)n  ■ n!  + C. 


228.  / ln  ((a  + a)I+“(a  + b)x+b ) -(,+n%+sj. 

<1  Ti ansfor maci j om  podintegralne  funkcije  za  х > -a,  х > -6,  sledi 


I(x) 


ln(a  + a) 
х + b 


+ 


ln(x  + i>)  \ 

х + a.  J 


dx 


I (ln(x  + a)d( ln(a  + 6))  + ln(x  + b)d( ln(x  + a)))  dx 
I d (ln(x  + a)  - ln(x  + b))  = ln(x  + a)  ln(a  + b)  + C.  > 


229.  / ln2  ^a  + \/1  + х- j dx, 

< Parcijalnim  integialjenjem  sledi, 


I (х)  = j ln2  (х  + \/l  + x2j  dx 

I х ln  (х  + n/1  + х2') 

= + 1 — * 

= х ln“  ^х  + y/l  + х-  j — j ln  ^х  + vTT^)  d ^2\/l  + a2) 

Г (х  + \/l  + х2)  — 2\/l  + х2  in  (х  + \/ 1 + xL’)  + 2x  + C 


= х ln” 


230.  / ln  (у/Г^  + /1  + х)  dx 


3.5 
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4 Paicijaluim  integialjenjem  se  dobija: 
/ (x)  = j ln  (л/1  — -г'  + \/1+  .г-)  dx 


X ln  (\/l  ~ X + -/Г+х)  — - I 

1 I x(  л/1  — х — уД  + х) 

x\n(y/l-x  + y/l  + x)-~  I l 

1 l х (a/1  - a;  — \/l  + х)  dx 

+ 2j I —2x 


\/i  — х т*  УГТж  v VTTx  vT 

dx 

\f\  + д? 


г* ln  (\/1Тт  + л/Т+ж)  + i ? — 1 1 Љ + ^ 


1 + х 


1 +X 
1 - X 


1 I dx 


^* 

х In  (л/1  - ж + Vl  + х)  -'-  + - 

X 1 


1 + X 


1 — X 1+х  . , 
+ ( / I dx 


1 — X 


= х In  (a/1  - X + л/1  + х)  - - + - aicsin  х + C (|x|  < 1)  ► 
231.  / (+)3Љ 

< 

ч / , ч , / 1 \ ln3  х / 3 ln2  х 

J W = - / 1“  **  (55)  = - 2?  + / -јЈГ  љ 

ln3  х /'  o , / 3 \ ln3  х 3 ln2  х /'  3 ln  х 

= Jln~xd  {!?-)= -IJ--  — + /~25ГЉ 

ln3  л:  31n2x*  f ( 3 \ ln' 

--  i'nid{iz)=-M 


ln3  х 3 ln2  х 3 ln  х 


2x2  4x2 

ln3  х 3 ln"  х 3 In  х 


4x2 


4x2 


4x2 


4x2  8x; 


+ C 


-+  (ln3x  + |in2x  + |lnx  + + +C  (X  > 0).  ► 


232.  I -“--j-rf.T 

' (Н-+‘)з 

Uzmimo  ln  *т  ~ u; 


(l+*2)3 


dv,  Onda  je  piema  piimeru  11, 


л/Г+^ 


= , du 


dx 

х 


3 dx 
4.т3 
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Sada  imamo 


/ 


lll  X , X ln  X 

~7Г  clx 


vT  + х2 


ln 


(х  + \J  1 + х2)  + C (х  > 0)  > 


233.  I х atcsin(l  — x)dx 

< Jednostavnim  tiansfoimacijama  i parcijalnim  integi aljenjem  imamo 


I(x) 


I (1  — х)  aicsin(l  — s)c/(l  — х)  — j aicsin(l  — x)d(  1 — х) 
I t arcsin  tdt  - I arcsin  tdt 

/ 


t2  . 1 / tždt 

atcsm  t — - 


t arcsm  t + 


2 / vTTP 

— arcsin  t — t aicsin  t — \/l  — t2  — I (/) , 


gde  je  I (t.)  = I 
Smenorn  t = sin<p  dobijamo 


t~dt 

vTTT 


/ (*)  = i j sin2  ipd<p  = j - ^ sin  2<p  = ^ arcsin  / - ^ \/ 1 - /2 


Konačno  je 


I(x) 


2x2 


aicsin(l  — х) 


х + 3 


\J 2x  - .т2  + C (0  < х < 2).  I> 


234.  | a;  arccos  jds 
^ Paicijalnim  integraljenjem  sledi 


7(.r) 


/ .т  arccos  — с/х  = 
./  * 


/ aiccos— с/ 
/ *т 


х X 

— • aiccos  — 
2 х 


1 / |x|dx 

2 j v/TTt 


arccos  — — — \/ х2  — lsgnx  + C'  (|x|  > 1). 
х 2 


235.  I 


х arccu5 х 
( 1+*2  )¥ 


dx. 
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< Parcijalnim  integiaijenjem  za  |ж|  < 1 se  dobija: 


= 7 хагссозх^  = f / l\ 

K J J (1  + a:2)!  J \VT=1P; 


(1  + ж2) 

arccos 

= 7f 

236 * / х aictanx  in(l  + x2)dx. 
< Imamo 


:os  х f dx  arccos  х 1 

^ + ./Т^  = 7СТ  + Г1п 


1+1 


1 — X 


+ C > 


1{х) 


f х aictan х • ln(l  + x2)dx  = - f aictan  х • ln(l  + x2)d(x2) 

1 arctan  х • f ln(l  + x2)d(x2)  ~7jf  (+  + 1)  ln(l  + z2)  — з-'2) 


dx 


1 + х2 
x2dx 


^ arctan  х • ((х2  + 1)  ln(l  + х2)  - х2)  ~1}Ј  + x2)dx  + - Ј 

~ arctana;  - ( (х 2 + 1)  ln(l  + л;2)  — х2)  — i (rc  tn ( 1 + х2)  — 2x  + 2arctan 


д;  1 

+~  - ar  ctan  х + C 

z z 


= -х  — r- (3  + х2)  arctan  х — — In(l  + х2)  Ч г — arctan  х - ln(l  + х2)  + 


237.  f!±±^ldx. 

' (1++!)? 

< Na  osnovu  primera  11  i parcijainog  integrljenja,  imamo 


r In  (х  + l/l  + х2)  r , л / x 

Hx)  = / (1+^)<  <tc=/‘a(I+4/r+?)4žTTg 

= . in  (х  + \/i  + X2)  - i ln(l  + х2)  + C.  ► 

4**  х*  V /2 


\/l  + 

Naći  integrale  koji  sadrže  hiperboličke  funkcije: 
238.  / cosh4  xdx. 

< Primenom  formule  sniženja  stepena,  imamo 


f cosh4x<ir  — 1 f (1  + cosh2x)2  dx 


-ш 


з i \ 

~ + 2 cosh  2x  + - cosh  4x  j dx 

Z Z 


/ 


7 (~+  sinh  2x  + 1 sinh  4x  ) + C > 
4 \ 2 8 ) 
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239.  / sinh  х ■ sinh  2x  ■ sinh  3 xdx. 

■4  Uzastopnom  primenom  formule  o prelazu  proizvoda  hiperboličkog  si- 
nusa  u zbii  , imamo 


I(x) 


J sinh®  ■ sinh  2x  • sinh  3 xdx  = — J sinh  2x  (cosh  4x  cosh  2x)  dx 
i J (sinh  6x  — sinh  2x  — sinh  4x)  dx 


cosh  6x  cosh  4x  cosh  2x 


24 


16 


8 


+ C. 


240.  J \/ tanh  xdx. 


Stavimo  t = \Aanhx.  Tada  je 


1.  1+t* 

X ~ 2 П 1 - i2  ’ 


dx  = 


2tdt 

l~t*' 


j Vtan hxdx  = 2 J = J ~ J 


dt 


1 + t2 


= i ln  - "*■■■■■-  — arctan  t + C 
2 1-t 


1 f 1 + \/  tanh  х 

2 П \ 1 — Vtanhx 


arctan  \/tanhx  + C (х  > 0).  > 


241.  / sinh  ах  ■ cos  bxdx , 

< Dvostiukim  parcijalnim  integialjenjem,  imamo 

I(x)  = J sinh  ах  • cos  bxdx  = sin  bx-^  J cosh  ах  • sin  bxdx 

— S‘n^  aX  S‘— - + cosh  ах  ■ coste  — - j ■ I (х) , 
b b 2 fr  ' ' 


a cosh  ах  - cos  6x  + fe  sinh  ах  • sin  bx 
1{x)  = + 0, 


odakle  je 
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3.6  Razni  primeri  integraljenja  funkcija 


Naći  integrale: 
242.  / 


dx 


Stavimo  х — Tada  je 


dt 


1 + t2 


1 5 t3 

1 4-  arctan  t + C 

5 o 

1 1 1 1 _ . , _ч 

•— -=•  + т— sr H arctan  - + C (х  Ф 0)  > 

5x°  oa;"1  х х 


243.  [т&р. 

•4  Parcijainim  integraljenjem  je 


f x2dx  __  f xdx  __  х 1 f dx 

J (1-х2)3  “ J Х(1-хЗ)3  “ 4(1 -х2)2  “ 4 J (1  - х2)2 

х 1 7 1 — х2  1 f x2dx 

- 4(1  — a;2)2  “ 4 J (1  Ztffdx  “ 4 J (1  - X2)2 


X 


gde  je 


7(х) 


4(1  - х2)2  8 

x2đx 


1,  1 + X 

In  


X 


f x2dx  f 
у _____  = ^ a;- 


гЛ 


xdx 


х2)2  “7  (1-х2)2 

х i / dx 


х 17 

(1  — х2)  “ 2 J T 


■ х* 


2(1 

х 1 1 + х 

2(1  - X2)  " 4 П 1 - х 


Dakle, 


/ 


xldx 


х + х3 


Aln 


(1  — х2)3  8(1—  s2)2  16 


1 + х 


1 — х 


+ C (z  Ф ±1).  > 


dx 


244.  I j+gr+2*- 
< Pošto  je 


1 + х4  + х8  = (1  + х4)2  — х4  = (1  + х2  + x4)(l  — х2  + х4) 
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to  je 


1 


х2  4- 1 1 — х2 


1 + х*  + xs  2 + х2  + 1 х4  — х2  + 1 

Integraljenjem  poslednjeg  iziaza  član  po  član,  imamo 

/ ?1±1  dx  = [ dix~A) = ( jg arctan šji  + *д39пх> 

J X 4 + X2  + 1 J (x  _ I)2  + з I o,  Ж = o. 

f }~f  ,d*  = -f  Нх+/  .‘ш  -2+^+i| 

у x4-x2  + l у (ж  + 1)2_3  2\/3 


Konačno  je 


J(x)  = 


245. 


/ Г7§( 

l C,  х : 


aictan 

0. 

»dx. 


(-  + 1) 

^=i  + 4in 


х2  — хл 


гл/З 


д24*д\/34-1 


V5  "f*  l 

+ + C,  х^О, 


T— i"yS 

■4  Uzmimo  smenu  у/х  = t.  Tada  je 


'М  - Jfi^-ЧЉ- и 


djf) 

V^— — J 


•\/l  — i3  + C=  — +/l  — x\/x  + C (0  < х < 1).  > 


246.  / 


dx 


y/x2(l-x) 

< Analizirajmo  podintegralnu  funkciju  kao  điferencijal  binoma,  imamo 
da  je  ?n  = — п = 1,  p = — j,  o=l,6=  — 1.  Onda  se  smenom  z3  = x_1  — 1 
(™±I  +p  je  ceo  broj)  dobija  integral 


-Ч 


zdz 


z 3 + 1’ 

koji  se  može  naći  metodom  neodređenih  koeficijenata: 

f zdz  f A , f Bz  + D , 

J 7Ti=  J —idz  + 1 ?^ПЉ’ 


gde  je  A = —B  = —D 
kanonični  oblik,  sledi 


■j..  Svođenjem  imenioca  drugog  integrala  na 


rt  v / Sz  + D 1 f г-\  1 f 

Нг)  = У1Г^+т*-5/,  .,..,<<*  + 5/ 


CŽ2 


(z  — i)2  + 1 2У  (2-1)2  + | 


1 , , 0 ,x  1 2z  - 1 

— m(2"  — 2 + 1)  Ч — -=  arctan  — 

0 v 3 v3 
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Talco  je 


I 


dx 


= l ln + v/3  arctan  — , 


2 z 


y/x2(\  — х)  2 111  z2  - z + 1 
gde  je  2 = (|  - l)5  (.т  ф 0,  х ф 1).  ► 


уП 


+ с, 


dx 


24Т.  Ј * 

< Imamo  za  х ф 0, 


'<*>  - / 


dx 


_ f đ х 

J a.|o'3l  . / t.  -L 


.-cVl  + ^ + ^ J фЗју/.*,  + Г+1 

■sflrna;  Г d ___  sgna; 


lj2+ з 
2/^4 


-ln 


1 1 

__  + _ + 
a;,}  2 


1 1 

■ + r 


. a;J 


' 3 
+ - 


je 


sgnx  , х3  + 2 + 2\/i  + a;a  + ж6 

= ln 2И + С'  - 

248.  } . -££,dx. 

■4  Smenom  a:  = sin  t i parcijalnim  integraljenjem  integral  / (a:)  postaje 


I(x) 


f arcsmx  1 + ar  f t . . 2л 

/ Г / t-27  (1+sin 

J х2  y/l  -х2  J sir  t 4 ' 

f tdt  t2  /*,.  . 

+ /sin2f"2  / W(GOt  ) 


2 

t2 


- f cot  t + in  | sin  t|  + C 


= - arcsm  ж 


\/1  — х2 


ж 


arcsina:  + in  јх|  + С (0  < |а;|  < 1).  > 


249.  f ху/х2  + 1 ln  Va;2  — ldx. 

■4  Uzmimo  smenu  t = \/l  + х2-  Tada  je 


l(x)  = i J f-  ln(t2  - 2)Л  = 1 1 ln((2  - 2)d  Гу ) 

|t-\/2 


= ~ ln(t2  - 2)  - ^ | — + 2t  + \/2  In 


t + \/2 


+ C, 


gde  je  t = vl  + х2, 
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250-  / ln 

< Imamo  da  je  za  0 < х < 1 : 


I(x) 


-1 


in- 


X 


(Vl-Ж2) 


VI  — X 

- '/Г~72' ln  + / '/Г^5  V 2(rV)  Љ 

I a;  [ clx  1 j'  dx  1 [ 

- Vl  - S 1п-д==  + j xVrr^  + 2 J Vf^P  " 2 J VT^ 


xdx 


■ лЈ  1 - ж2  In  - 


ж 


VT— ж 

Piema  teoremi  piimera  202  je 


1 + VI  — -Ж2  1 • ,1  Гл  2 I r> 

]n у - arcsm  х + - V 1 — xl  + G 


251.  I izđhj* 


Hx)  “ / (2+fn  W2  = ~J 

1 cosa;  . 2 f 

3 J 


đ(  f-*) 


(2  + cos  (|  — ж))‘ 
dx 


= -l(x) 


3 2 + sin  ж ' 3 J 2 + sin  ж 
Poslednji  integi  al  se  dobija  imiverzalnom  smenom 

t = tan  2п7Г  - тг  < х < 7г  + 2п7г,  n € 


ад  = / 


ctr 


: arctan  ■ 


2 tan  f — 1 


+ C„ 


2 + sini  V3  л/З 

Iz  uslova  /(7Г  + 2п7Г  - 0)  = /(тг  + 2п7Г  + 0)  slično  као  što  smo  postupili  u 
primeru  187,  nalazimo 

9-jrr 

Cn  = -^n  + C;  C = Co;  2n7r  - 7Г  < х < тг  + 2птг. 

V3 


Dalde,  za  х ф тг  + 2п7Г 


ад = з 


1 cosa; 


+ 


3 2 + sina:  3\Д 


: arctan  - 


2 tan  f + 1 


4* 


V3  3V3 


X + 7Г 


27Г 


+ C; 


i/(7r  + 2n7r)=  lim  /(ж).  ► 

X— >7Г-|-2п7Г 


252.  f- Џт 

1 smavl-fcosic 
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Smenom  t = у/1  + cos  х,  nalazimo 

dt 


{x)~2Jt*(f>-2)  /( 


t*(t2  - 2) 

gde  je  A = 0;  B = -1;  C = 0;  D = 1.  Zato  je 

dx 


A B C D 

+ T?  + 7=  + 


tTr  t-уД  t + V2 


dt 


(х)  = f — 

J sm 


1 1 , t-у/ 2 „ 

+ Т — 7=  ln 7=  + C 


1 


хл/1  + cos  х t 2\/2  t + у/ 2 
\/2  — \/1  + cosx 


+ 


1 


ln 


л/1  + cosx  2\/2 

253.  f aictan  xdx 
< Uzmimo,  х = tan  t.  Tada  je 


%/2  + \/1  + cosa: 


+ C (х  / kir).  > 


! 


х2  + b 


2 + 1 


arctanrcdrr 


/bt2  f 
t(a  tan2 1 + b)dt  = — + a / t • tan2  tdt. 

Poslednji  integrai  izračunavamo  parcijalnim  integraljenjem: 

J 1 ■>  tan2  tdt  = J td( tan  t - t)  = t(tan  t — t)  = — J (tan  t - t)dt 


t • tan  t — — + ln  | cos  t j + C 
z 


I tako  je 


7 (х)  = “~2~  arctan2  х + a ^х arctanx  — i ln  (l  + х2)^  + (7.  > 


254. 

< Uzmimo  smenu  х = tanh  t.  Tada  je 

dx  = 2 J (a  tanh2 1 + b)tdt)  = bt2  + 2a  ^ t - tanh2  tdt. 
Posledniji  integral  dobijamo  parcijalnium  integraljenjem: 

J ž-tanh2  tdt  = t(t— t&nht)- J (t - t&nb. t)dt  = ž-tanhi+in  | coshž|+C'. 
Znači, 


Х — 1 


аз-И 


dx 


ci+b  i„ 

X — 1 

/ X2-  1 

X + 1 

cl  4-  b n 

!(*)  = — 7-  ln2 


х — 1 


х + 1 


+ a ( х ln 


х — 1 


X + 1 


- lzi[l  -a:2!  )+a  > 
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255  l v^dx~ 

< Napomenimo,  najpre  da  je 


sin  2xdx 
odakle  nalazimo 

d (cus22j+1-) 


, ( cos  2x  + 1 \ 


,)  cos  2x  4- 1 

, COS  X — : 


yi+(saf±l)s 


■ In  ^cos2  X + \A  + cos4  х^ј  + C > 


256.  fsUfSfSdi. 

1 Vl—x2 

< Stavimo  х = cos  t Tada  je 


rW  = -j  j 

/ sin3 1\  f ( . . sin3 1 \ 


= — t ( sin  t — 


■n 


+ / ( sin  t 


sin3 1 
~ 


sin  t ) — cos  t 


-^{Чг) 


arccos  х — 


3 

1 ( cos3 1 

3~ 

Qx  + х3 


dt 

— cos  t'j  + C 

+ C (|ж|  < 1).  ► 


257.  / 


ж4  arctan  х 


dx . 


Smenom  aictancr  = t dobijamo  integial  [ t u koji  se  računa 

parcijalnim  integraljenjem: 


/ 


t-tan4fdt  = t ( f — tant  + 


tan3 1 


t — tan  t + 


tan3  f 


cff 


= - + t 


tan3  f Л tan2 1 4 . ^ 

- tanf ^ •=  ln  costj  + C 

3 /63 


Zato  je 


I (х)  = сЦС^П  - + (lT  ~ arctan х - “ + | ln(l  + х2)  + C.  > 
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< Paicijalnim  integraljenjem  sledi 

I (х)  = i In  (х  + \Л  + х2) 


фг) 

(1  - X2)2 


ln 


dx 


(х  + \/1  + X2j  j j- 

2(1 -х2)  2 J JT^z^VT+ć1 

Smenom:  t = za  poslednji  integral  dalje  dobijamo 

dx  f dt 


h (х) 


1(1-  X2)  vTTF  / 1 - 2t2 


1 


2V2 


in 


1 + у/2 1 

- 1 ln 

\/1  + х2  + x\/2 

l-v/2 i 

2^/2 

\/1  + х2  — x\/2 

Konačno  je 


I(x)  = 


ln  ^х  + %/ГТх2  j 

2(1  - х2) 


4v/2 


In 


s/r+  x~  + x\/2 


V 1 + х2  — x\/2 


+ C (х  ф ±1).  ► 


259.  / хт(1  + In  x)dx. 

◄ Uzmimo  smenu  xx  = t.  Tada  je  хг(1  + lnx)dx  = dt.  Dalde, 


+ lnx 


dt  = t + C = xx  + C (х  > 0). 


► 


260.  /'»sjs^dr. 

< Smenom  ex  = t i parcijalnim  integr  aljenjem  imamo 

r/  ч f arcsin  ex  f aicsint  1 . л , f 

I(x)  = J — - — dx  = J —p—dt  = --  arcsm  t + J 

= — - arcsini  — In  — — — - C (0  < t < 1). 

t t 


dt 

tV  1 - F 


Konačno  imamo 

I (х)  = —ex  arcsin  ex  — ln  ^х  + \Л  — e2a:  j + х + C (—00  < х < 0).  ► 


261.  / 


• arctan  dx 
ef  (1+e1) 
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Stavimo  eš  = t.  Imamo 


/arctanefefa:  _ f 
ef  (1  + ex)  I 

2 Г - 2 j ! 


dt  — 2 


f arctan  < 

I t2(l  + f2)' 

" aictant 

Г1 

l + <2 


Međutim  / 


arctan"  t - j aictan  t + 2 


7f ) je 


t(l+t2) 


/ x ч 2 

I (х)  = — 2e“t  arctan  e§  — [ arctan  ef  J + х — ln(l  + e1)  + C. 


262-  flSf  ‘eXdx- 

< Parcijalnim  integraljenjem,  imamo 


I(x)  = 


1 + sin  х 


, , l+smx  x. 

exdx  = / d(e  ) 

l+cosx  J l + cosa: 

l + sinx  f „ l + cosx  + sinz. 

/ e - — : rs — dx 

1 + cos  X J (1  + cos  ху 

1 + sin  х f exdx  f exd  (cos  х) 

l+cosa;  J l + cosx-  J (l  + cosi)2 

1 + sina:  Г exdx  ^х  1 ^ 

1 + cos  х J 1 + cos  х 1 + cos  х 


I 1 + COS  X 

1 + cosx  + sinz 


exdx  1 f x dx 

j.  I e — h C 

+ coss  l + cosx  J l+cosx 


1 + cos  х 


+ C,  ± х Ф (2 n + 1)тг,  п e No-  ► 


263.  / |x|rfx. 

< Za  х > 0 imamo 


analogno  zax<0 


rfx=T+Ci; 


xdx=-—+c 2. 


U tački  х = 0 saglasno  definiciji  primitivne  funkcije,  moia  da  bude  Cj  = 
Сч  = C,  gde  je  C proizvoljna  konstanta.  Zato  je  za  sve  х 6 M 


\x\dx  = ~sgnx  + C = + O.  ► 
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264.  / (|l+x|  - Jl  -x\)dx. 

< Deleći  integral  na  dva  i koristeći  rezultat  prethodnog  primera,  nalaz- 

imo 

I(x)  = J (|1  + x|  — |1  — ж|)  dx  = ј |1+ж|с/ж  + Ј |1  — m[c?(l  - х) 

— ^ ((1  + ®)|1+®| + (1  — ®)|1  — ®|)  *I*C"  ► 

265.  ( e~^dx.. 

■4  Razmotiimo  slučajeve  (х  < 0,  х > 0),  Imamo 
e~Mdx  = 

I e~Mdx  = 

Zbog  neprekidnosti  primitivne  fimkcije  u 0 imamo  — 1 + Сг  = 1 +Сг,  odakle 
sledi  Сч  = 2 + Ci  .1  tako  je 


exdx  = ex  + Ci  [х  < 0); 

J e~xdx  = -e-2  + C2  (х  > 0). 


/ 


e~Mdx 


j 2 — e~x  + C,  x>  0; 
\ ex  + C,  х < 0, 


gde  je  C proizvoljna  konstanta.  > 

266.  j max(l,x2)dx, 

< Razmotrimo  slučajeve  : |xj  < 1 i |xj  > 1 U prvom  slučaju  je 


J max(l,x2)dx  = Jdx  = x + Ci', 


U drugom  slučaju  je 

J max(l,x2)đx  = J x2dx  = —■  +C4. 

Zbog  neprelddnosti  primitivne  funkcije  u tačkama  х = ±1,  dobijamo 

1 + Ci  = ^ + C2  (х  > 0) 

-1  + Cr  = -|+C2  (х  < 0). 

Dakle  za  х > 0 imamo 


J max(l,x2)dx 


х + C,  0 < х < 1; 

^ + | + C,  1<х<  +oo. 
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Za  х < 0 sleđi 


/1  / x+c > -1-a:<0; 
шах(1,х  )Љ=|  £_2+c-  — oo  < х < — 1 


Objedinjujući  oba  rezultata  u jedan  imamo 

f (Л  2\Л  1 X ^ I®!  — 

у ma=c(l,x  )Љ  = | +L_|sflra.  + Ci  |X|>L 

gde  je  C proizvoljna  konstanta  > 

267.  f(p(x)dx,  gde  je  <p(x)  lastojanje  broja  х do  najbližeg  celog  bioja. 
-3  Po  definiciji  je  ip(x)  = |x  — n|;  n — | < х < n + n £ Z,  zato  je 

(primei  264) 

/1  1 1 
I(x)  = / <p(x)dx  = ~(x  - n)|x  -n\  + Cn,  n--<x<n  + -. 

Iz  neprekidnosti  primitivne  funkcije  sledi 

/(n  + |_o)=/(n  + i), 

tj.  — + Cn  = — g + Cn+\,  Cn+i  — cn  + — , 

odakle  se  dobija  Cn  = f + C,  gde  je  C = C0  proizvoljna  konstanta.  S 
obzirom  da  je  n < х + \ < n + 1,  to  je  n = [ж  + |]  - Konačno  dobijamo 

«x)  = |(I-[i  + l])|a:-[x  + i]|  + i[i  + |]+C,  ► 

268.  /[a;]|sin7rx|dx 

•4  Po  definiciji,  imamo 


Zato  je 


[жј | sin  7гх|  = (-l)nnsin7rx;  тг  < х < n + 1,  n £ Ћ. 


/ l\n+l 

[x] | sin  irx\dx  = - — ^ 77  COS7TX  + Cn\  n < X < n + 1 . 


S obzirom  na  nepiekidnost  primitivne  funkcije,  u tačkama  х n + 1 moia 
biti 


- n COS  7ГХ  + Cn  Ii=n+1 


-(n  + 1)  COS  7ГХ  + Cn+1 
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odalde  sledi 


Cn+ 1 = Cn  + 


2n  -f  1 

7Г 


Iz  ove  poslednje  veze  sledi 


Cn  — C + — (C  — Co). 

7Г 


Zato  je 


I [.7;]|  sin  тг.гјЉ  = 


(-1) 


n-f-1 


i 


7Г 


• COS  7ГХ  + П 


77. 


7Г 


+ C;  77  < X < 77  + 1. 


Kako  se  х menja  u navedenim  razmacima  to  je  n = [x]  Sada  konačno  imamo 


/ [x][  sin  nx\dx  = — ([ 

/ тг 


Arln-  = МгГо-1  _ ,( 


COS  7TZ 


7Г 


) + 


gde  je  C proizvoljna  konstanta  > 
269.  f f(x)dx,  gde  je 


/(*) 


1 - x~  , |.гј  < 1; 
1 - |xj,  |x|  > 1 


< Vršeći  integraljenje  na  navedenim  razmacima,  dobijamo 


/ 


f(x)dx 


х -|-  -f-  Ci,  — oo  < х < — 1; 


,.Гз 


— 1~  C2 3 — 1 < o;  < 0; 


I 


f(x)dx  = | х'  \ + c'+  0 < х < 1; 

[ X - ~ + Cl,  1<х<+со. 


Zbog  neprekidnosti  piimitivne,  mora  biti 


odakle  se  dobija 


Со-Сг  = C2  = C3,  C4  - C3  = ~, 
0 b 


Ca  = C,  = - + Ci, 


gde  je  C'i  pioizvoljna  konstanta  Uzimajući  zbog  srmetiije  u rezultatu  Ci  = 
— g + C,  C je  pioizvoljna  konstanta,  imamo 


I f(x)dx  = | 


х-^+С,  |*|  <1; 

х - ||xj  + |s 7777.x  + C,  1 < |x|  < +oo. 
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270.  I f (x)clx,  gde  je 


№ 


<j  Očigledno  je 


I f(x)dx 


1,  — oo  < х < 0; 
.т  + 1,  0 < х < 1; 

2. г\  1 < .г  < +co 


т + Ci,  -oo<x<0; 

+ х + Ci,  0 < х < 1; 
.г2  + C»,  1 < х < +схз. 


Pošto  je  primitivna  funkcija  neprekidna,  to  mora  biti  C\  — C2  O3  2 
Dakle, 

{.г  + C,  - 00  < х < 0; 

4 + .г  + С,  0 <x  < 1;  ► 

хГ2  + \ + C,  1 < х < +00. 

271.  Naći  }(x),  ako  je  f(x2)  = l (х  > 0) 

< Smenom  ® = \А,  sleduje  /'(t)  = odalde  je  ,/(.г)  = 2fx  + C . ► 

272.  Naći  /(.г),  ako  je 


/ 


wn  ч _ J 1,  0 < х < 1; 

/ (lnx)  - | ^ J <a.  < +DO 


i /(0)  = 0 

< Uzmimo  t = ln  X-  Tada  je 


f(t)  = 


1 + Сх,  - oo  < t < 0; 


e£  + Co,  0 < t < +схз. 

Nepi  ekidnost  primitivne  funkcije  uzrokuje  jednakost:  Ci  = 1 + C2  Zato  je 

t + Сх,  oo  < t < 0; 


....  _ ( i + Ci,-oo<i<0; 
ли  “ | et  _ ! + Ci,  0 < t < +00 


Pioizvoljnu  konstantu  nalazimo  iz  uslova:  /(0)  = 0.  Odatle  sledi  C\  - 0 ► 

273.  Neka  je  f(x)  monotona  i neprekidna  funkcija  i / 1 (г)  njena  in- 
veizna  funkcija,  Dokazati,  da  ako  je 
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I f 1 {x)dx  = x f l{x)-F  (/  2(x))  +C\. 

-4  Piema  uslovima  teoieme,  važi  х — f (/-1(л;))  = F'  (/-1(x)) . Inte- 
graljenjem  poslednje  jednakosti  po  /-1(.г),  dobijamo 

I xd  {f~\x))  = F (/“Ч®))  + C, 


odalde  sledi 

I xd  {Г\х))  = аГЧ®)  - j f~\x)dx  = F (ГЧ*))  + <?> 


žto  je  i trebalo  dokazati.  > 

Razmotrimo  neke  primeie: 

a)  f{x)  = х П{п  > 0);  b)  f{x)  = e*;  c)  /(s)  = arcsinx;  d)  f{x)  = 
Arthx.  j 

«l  a)  Imamo  da  je  f~l{x)  = *»  i F(:c)  = Prema  dokazanoj  teoremi 


је 


I 


f l(x)dx  = х • i» 


н 


71*4“  1 


П 


71+1 


П + 1 


П±Х 

-X  n , 


gto  se  može  podvrgnuti  neposiednoj  proveii 
Anaiogno  se  pioveiavaju  i ostali  slučajevi.  l> 


3.7  Zadaci  za  samostalni  rad 


Koristeći  svojstvo  invarijantnosti  formule  integraljenja,  naći 
integrale: 

1 / ln(l-i-x)-in  х , 2 I z(ln(l+x)+ln(l-x))J  g j xdx_^^ 

I х{14-х)  / Х--1  " ' 


®(1+*)  “ f х*~"1  " f (14-х2)^ 

л f'  x3dx  tr  / х8  — 1 f>  / . ,?  JZj: sJt 

4‘  ’ (i2+i)2v^FTT'  ' ^(i^-r'+i)  • I .Te-i-:ix1+r  " 

7.  / +++  8.  / \/l  - 2:г;‘-  + x4f/x  9.  / arcsin(sinx)dx. 

10.  f ai ccos(cos  x)dx 
Metodom  smene  naći  integrale: 

п.  / "( 12-  /|т§г+ 

14-  /јЛд*  l°.f  1«.  /вд+љ- 
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Piimenom  parcijalnog  integraljenja  naći  sledece  mtegrale: 
17.  I x°rtcsi"r  18-  / arcsin®  - aiccosarcfav  19.  j j^prpdx 
20.  I x-e*sin xdx.  21.  J ^'Јј—с/х.  22.  j (1+:c-iyj 
23.  I jgfp.  24.  / j&p. 

Metodom  neodredenih  lcoeficijenata,  naći  integra  e. 

25.  i x-SAdx  26 * I (?даз)  dx  27;_  ^ 

28-  / x(<i+s4*(i+g*)  29*  / 30*  / 15+1"+г’+1^-и+11:!' 

Naći  algebarski  deo  u integralima:  o 

31.  fM^rix.32.|,,T^riFfc33.  IjSSp* 

34-  J 

Naći  integrale  od  iracionalnih  funkcija: 


35-  / TJ^Srpclx'  36*  / 2рда+тетс/х'  37*  / (v^+i)\/^+^n'' 

. %Ix2_i  . oo  I з:‘1Љ_  40  j »г^+ГхЧб^+Зх+З^д. 

38-  I ттзфт^  39-  1 W L q+~++x+i 

41-  / (J+Hi^+G^+^jT^+S+S'  42*/  (x+2)V^+r  * (х2-х+1)Л-2+х+1 

44.  I 45.  J 3T(fc.  46.  J 

Naći  integrale  od  trigonometrijskih  funkcija: 

17.  ) isdfe F 18-J  49- 


. 49.  I rM- 

sinJ  ж-hcus3  х ' cus°  ^*  55 


cus°  х— sin  х 
fix 


' cusirsm 

, dx  c^l  ( с/х  j^2u  f "г-  . 

50.  I (sinx-h2secxp  J * sin4  х cus  х ' sinx  cusx\/cus4  х-fsin*  х 

i cosx4-sin  х КЛ  t ^ .. 

53‘  J ^in¥~  1 4+3tan* 

Naći  integrale: 

, » t-c  Г sin xt/x  t-7  / cus xtjx, 

55.  / 7^Tpe  '*  Љ 56*  / Voisrs 

5g.  / _ g====.  59-  I'  tanxVcos2.Td:r  60.  / fffisf Љ 

' sin  х VCos2x  0 

«1  I 62.  f , • z'da:  ;i- 

54-  I (xsinx+cusx)- ' ■■'  (sinx  xcosx) 


3.8  Rezultati 


1.  -iln^-2.  | ln2(l  — ж2).  3. 


1 4 »~~5x  _ 

Ух2+1  15лУ  (x2-hl) 


5.  I ln  x8-x;+l  б.  i arctan^.  7.  J aictan  (:c2  + jr)  ~ § s9nx 


8.  %-  - ж 


4,  za  -oo 


< х < 1;  х — za  -1  < х < x\ 
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k 

13.  ln 
15. 


£ — х + g,  ako  je  1 < х < +oo  9,  — 0-~ (x~  — knf  + ^(1  — (— l)fc), 
gde  je  k = [&&]  . 10.  \ |x  - 2kn\{x  - 2ктт)  + кж2, gde  je 

[зг]  • ii*  e 4/1+12  12.  2atcsinf  + f(x2  - 2)\/4  — 

14.  ln  ^x\/l  + x‘-  + \Лг'5  + х2  + 1 j , 

: — aictani.  17.  х — \Jl  — х'1  atcsin х 
. х — 2\/l  — х2 j arcsin  х — х atcsin2  х + 2x  + \/ 1 — х1 
19.  f=|ex.  20.  (f  (х2  — l)sinx  - f (х  - l)2  cosx)  ex. 

21.  х aictan  х - \ ln(l  + x~)  - \ arctan2  х.  22.  1 ln(x4  + 1)  - j 

23.  -e(a.x_1)2  ~ з(а+-1)  + 5 1°  I*3  “ Ч- 

24. 


1+хе 

r I х-'+2Д<Ц  1б  _Ј. 1 

° ш x‘|+3+i+i  ±0*  Зх3  sT5 


18 


аг l _а_  in 

32(x‘‘-l)  ^ 128  111 


a—l 

x~bl 


— ^ aictano:. 


2У2 1п 


25 
26.  21n 
28 


х+\/2 


+ 


1 

2v/3 


ln 


д:— \/5 
a:-f-\/3 


| ln 


ar-f-4 

x-f2 


27'  )a-ota„x+lln^- 


ж|  - B ln(x2  + 1)  + гШ  ln(a>2  + 4) 


l 

2-i(x-+‘l) 


x34-x 


29.  | aictan  - | ln 

30.  х - ln  јх  + 1|  - arctan  - ф^дпх.  31. 

00  9x2+10x+7  00 

(х+1)(х-+х+1)  ’ °° 


o л х+8 

+5+1  ^4'  F+T 


35.  2 In  | \/аГ+Т  — 1 1 


x-fl 


(v/+fT-l)- 


2y/x+l 

\/5+1-Г 


36.  g arctan 


(тУ  37 • WVx  + ^~-  1 - 2 \/2  aictan 


38.  ln  x2+l+\/x'1+3x-,+l  20  1 atcs;n  x _ 3x3f3x 


40.  2(x3  + l)\/x2  + х + 1 + 2 ln  (х  + f + /х2  + х + l) 

у'х'-+2х+2  — -\/2(x+l)  I 
+х-+2х+2+\/2(х+1)  [ 


41.  ^ln 


х+1 
2\/x-+2x+2 ' 


42.  (3±48(У^  + | aictan  s/^T~l 


43.  Jg  arctan  /Јј/Ј/Ј 


\/6ln 


у/3(1+х+х'Л"(х-}-1)\/2  Vx,3+x+l 
у/1-Х- X1  ^ x 


x~  4 1 -4-  \/:g'*  -fl 


45  =£  + £ 

10  f з 


t 

Ђ 5 S 


;deiet=ySgl 


44.  In 

46.  = (4\/x  + (/х  — 3)  \/l  + \j/x-  47.  — ^ cot  (х  + тј)  јг  (•t*  *i  if) 

48.  ^ ln  |tan  (f  + f ) | + | aictan(sinx  - cosx). 

49.  — ln  Itanf  |-1 — 7=5=  aictan  /hpšL O— ln 

0 1 21  5 у/у/%-2  \ЈуД-2  5 v \/5Ч*2  V V»-f2-\/2 cus £ 

gcle  je  /;  = .т 


f . 50. 


cus  2x  —15  , 4 4sin  2x4-1 

15('l+sin2x)  + TdT!  attS1U  'l+sin  2x 
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51.  ln  |tan  (f  + })  | - afc  - ззк-  52-  ln 

53.  aicsin(sinx  — cos.t).  54.  g|  + r(i  ln  |4  cos х + 3 sii 


/ cus'*  ж-fsin*1  :r~cus  2x 
sin  2x 


, 1 с^Г+л/2еЈГ4-1  , _1 

+ Ш — 2 — Z2  г 


^ Л-^Л-н  1-л 
т-.5В.  4aictan«--ll„H 


-f  —т  aictan  ~ -3>  56. 
у/иЧ- 


'cusix-t-cos:c 
'cus2x— cusrr 


59.  aictanv^i-v'costo.eo.  itanf.  61.  gaSgg.M.  fffeSgf 


Glava  4 


Određeni  integral 


4.1  Određeni  integral  kao  limes  zbira 


1°  Rimanov  integrak 

Neka  je  funkcija  / defmisana  na  segmentu  (a,  6]  i neka  je  P = {a  — xq  < 

< < xn  — 6}  proizvoljna  podela  tog  segmenta  na  n delova  Označimo 

д — X{,  Л — max  Д Izaberimo  u svakom  segmentu  [a'i,Xf+i] 

(i  = 0,n  — 1)  tačku  & E [x£,Xf+i]  i foimiiajmo  izraz 

n— 1 
i= o 

koji  se  naziva  integralnom  sumom. 

Ako  postoji  konačni  limes  I =iim  5n  koji  ne  zavisi  od  načina  podeie 

segmenta  [a,  b ] i izbora  tačaka  £ , onda  se  broj  / naziva  određenim  integralom 
funkcije  / na  segmentu  [a,  6]  i označava  se  simbolom 

I-  I f(x)đx, 

a 

a funkcija  / se  naziva  Riman-integrabilnom  na  segmentu  [a,  b)  (u  svojstvenom 
srnislu) . 

Iz  navedene  definicije  proizilazi  da  ako  f'unkcija  f nije  ogianičena  na 
segmentu  [a,6]  onda  ona  na  njemu  nije  Riman-integrabilna, 

2°  Donja  i gornja  Darbuova  integraina  suma: 
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Donjora  i goinjom  Darbuovom  sumom  funkcije  / na  segmentu  [n,6]  pri 
đato j podeli  P tog  segmenta,  nazivaju  se  redom  sume 

71 — 1 71  — 1 

~П  ~ ^ J ^ ^ 11  = ^ 

1=0  !=0 


gde  je 

/77;-  inf  {/(a:)},  Mi  — sup  {/(х)} 

x€|Xi,a:i+i| 

3°  Kriterijumi  integrabilnosti 

Funkcija  / je  Riman-integrabilna  na  segmentu  [a,6]  ako  i samo  ako  je 

n — 1 

lim  (Šn  — Sn)  = lim  V ta;  Л X;  = 0, 

A— *0  ' ' A-.0f— ' 

1Г=(Ј 

gde  je  u>i  = Mi  — m;  oscilacija  funkcije  / na  segmentu  [х; , x;+i] , Specijalno, 
neprekidne,  neprekidne  deo  po  deo  i monotone  funkcije  na  segmentu  [o,  b] 
su  Riman-integrabilne  na  tom  segmentu 
4°  Donji  i gornji  Darbuov  integral 

Neka  su  S * = {5rt}  i S*  = {S'n}  redom  skupovi  svih  donjih  i gornjih 
Darbuovih  suma  ogr  aničene  funkcije  / na  segraentu  [a,  6] . Brojevi 

/*  =sup5*,  J*  = inf5* 


se  redom  zovu  đonji  i gornji  Darbuov  integral  funkcije  / na  segmentu  [o,  J] 
Funkcija  / je  Riman-integrabilna  na  [o,  b\  ako  i samo  ako  je 

J*  = J* 

5°  Žordanova  mera  skupa.  Skupovi  Žordanove  mere  nula. 
Neka  je  X neki  podskup  slcupa  svih  tačaka  segmenta  [a,  J]  Funkcija 


1 , х € -X ; 
0,  s i X , 


naziva  se  kar  akterističnom  funkcijom  skupa  X. 

Definicija  1.  Gornji  Darbuov  integral  funkcije  <p  na  segmentu  [a,b\ 
naziva  se  spoljaSnjom  Žordanovom  meiom  skupa  X. 

Definicija  2.  Donji  Darbuov  integral  funkcije  <p  na  segmentu  [o,  6] 
naziva  se  unutiašnjom  Žordanovom  meiom  skupa  X. 


4.1  ODREĐENI INTEGRAL  KAO  LIMES  ZBIRA 
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Dakle,  ako  su  С(Л)  i C(X)  tedom  spoljaSnja  i unuti ašnja  Zordanova 
nreia  skupa  X to  je  po  đefmiđji 

L 1 

C{X)  = inf  < Sip  = ^ Mip  Д Xi  = ^ Д Xi 
( { 

\ " 

C(X)  = sup  < S^,  = ^2  mK  л Xi  — X]  л Xi 

[ f f 

gde  je 

Mitp=  sup  Мг)} , mi4>  = inf  M®)}  - 

2€[li,Si.|.l| 

! 

Simbol  označava  zbir  dužina  onih  segmenata  podele  P segmenta 

i 

п 

[a,6],  koji  sadrže  tačke  skupa  X,  a simbol  ]T]  piedstavlja  zbii  dužina  onih 

i 

segmenata  [.г^ач-ц] . čije  sve  tačke  pripadaju  skupu  X 

Iz  definicija  1 i 2 sledi  da  unutrašnja  Žordanova  mera  skupa  nije  veća  od 
spoljaSnje  nieie.  Za  skupove  lcod  kojih  je  spoljašnja  Žordanova  mera  jednaka 
unutrašnjoj  Žoidanovoj  meii  koristi  se  tennin  Žoidanova  meia. 

Defmcija  3.  Konačan  ili  beskonačan  sistem  intervala  {И7}  pokriva 
biojni  skup  X'  ako  svaki  element  х'  € X'  piipada  bar  jednom  intervalu  iz 
slcupa  {W} . 

Definicija  4.  Kažemo  da  je  biojni  podskup  X Žoidanove  meie  0 ako 
za  svaki  pozitivan  broj  e postoji  konačan  sistem  inteivala  {IV}  lcoji  pokriva 
X i čiji  je  zbir  dužina  manji  od  e. 

Primer  Skup  { xn  = £ : n G N}  ima  Žordanovu  meru  nula.  Zaista, 
neka  je  e > 0 unapred  zadat  broj.  Očigledno  je  da  postoji  ?io  € N takvo  da 
za  n > по  : i < f (za  to  je  dovoljno  uzeti  пц  = [|]).  Dakle,  počev  od  ~ svi 
elementi  datog  skupa  piipadaju  inteivalu  ]0,  | [ Zatim,  svaku  tačku  xs  = 

(s  = 1,2, . ,??o)  možemo  pokiiti  redom  intervalom  dužine  ^~_Г;  zbir  dužina 
tih  intervala  je 


ПО  н , 

'Еет  = 2'( 

S=1  " 4 

Znači,  dati  skup  je  pokiiven  sistemom  od  т?о  4- 1 inteivala  čiji  je  zbir  dužina 
manji  od  e.  To  po  definiciji  4.  on  ima  Žordanovu  meru  nula. 

6°  Skupovi  Lebegove  mere  0 


1 1 \ e e ^ e 

2Г  ~ 2»o4-2  J ~ 2 ~ 2no+1  ^ 2 
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Kažemo  da  brojni  skup  X ima  Lebegovu1  meru  0,  ako  za  svalco  e > 0 
postoji  najviše  piebiojiv  sistem  inteivaia  { Wn } sa  dužinama  respektivno  бп 
ćija  unija  pokiiva  X tako  da  je 


п 4~со 

lim  У'б{  = Уб{<е 

П — *QQ  Z — ' Z — J 

1 iss  1 


Svaki  Žordanov  skup  meie  0 je  Lebegov  skup  mere  0,  Zatim,  svaki  prebrojiv 
skup  je  Lebegov  skup  meie  0.  Interval  ]a,  b[  (a  < b)  nije  Lebegov  skup  mere 

0. 

Lebegova  teorema.  Nelm  je  / : (a,  6]  — > E ogianićena  funkcija,  gde 
je  E C [a,  b)  slcup  njenih  tačaka  prekida.  Tada  f ima  Rimanov  integral  na 
[a,6],  ако  i samo  ako  je  E slcup  Lebegove  mere  0, 

7°  Rešeni  zadaci. 

1.  Naći  integralnu  sumu  Sn  funkcije  f(x)  = 1 na  segmentu  [—1,4] 
deleći  ga  na  n jednakih  delova  i uzimajući  za  istaknute  tačke  (г  = 0,  n — 1) 
siedine  tih  tazmaka. 

Očigledno  je  Д i;  = |.  Piema  uslovu  je  G = Z|+^i+i  (г  = 0,n—  1). 
Pošto  je  Xi  = -1  + xi+i  = -1  + f((,i ) = 1 + to  je 


5n=5g5/.+  l\  25 

n n V 2 / n* 

г=0  4 ' 


n(n 


1)  П 
— + - 
2 2 


= 12, 5.  > 


2.  Za  datu  funkciju  / naći  donju  Sn  i gotnju  Sn  integrafnu  sumu  na 
datim  odsečcima,  deleći  ih  na  n jednakih  delova,  ako  je: 
a)  f(x)  = х2 3,  —2<x<  3;  b)  f(x)  = ф:,  0 < х < 1; 
c)  f(x)  = 2Ж,0  < X < 10. 

< a)  Pošto  je  funkcija  f(x)  = х3  neprekidna  i rastuća  na  segmentu 
[—2,3],  to  ona  postiže  redom  najmanju  i najveću  vređenost  na  levom  i 
desnom  kiaju  segmenta  [х;,  xi+i]  kada  х € (.г/,  x,+i] , рп  pioizvoljnoj  podeli 
P = {.г'о  = -2  < х i < ....  < x„  = 3}  segmenta  [-2,3]  Piema  uslovu  je 
д х^  = ~,Xi  = — 2 + (j  = o,n)  Na  taj  način  je 


Uzimajući  u obzir  da  je 


1 Ovaj  deo  je  uzet  iz  drugog  izdanja  knjige  koji  je  skiaćeni  prvi  deo 
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. k(k  + 1)  v— ' .o к(к:  + l)(2/c  + 1)  \г“\  .g  к^(к  + 1)" 

2 -/  = 9 ’ 2^г"=  fi  ’ 1^г  4 


t=l  t=l 

konačno  dobijamo 


i=l 


_ ir.l  176  125  т-  ,,.1  175  125 

~n  = 164  “ 2^  + 5n  - % + — + 


4 2 n 4 n2 


Način  reSavanja  primeia  b)  i c)  je  isti  kao  kocl  primera  a)  zato  navodimo 
samo  konačan  rezultat: 

b) 


3*  Naći  donju  integralnu  sumu  za  funkciju  f(x)  = xA  na  segmentu  [1, 2] , 
deleći  ga  na  deiove  čije  dužine  čine  geomefcrijski  niz„  Čemu  je  jednak  limes 
te  sume  kađ  n ~+  oo? 

< Po  uslovu  je  Z{  = xq ql  ( i = 1 }?r  ),  j=  1}  xn  = 2,  odakle  je,  = 2 « 
(i  = O^n).  Zbog  neprekidnosti  i rastućosti  funkcije  f(x)  = xA  na  svakom  od 
segmenata  pođele  [ar^a^+i] , to  ona  postiže  najmanju  vrednost  u tački 
(i  = 07n- 1),  sledi  (računjući  da  je  Л Х{  = 2«  >(  (/2  - l)), 


n-l 


п— 1 


& -(95-1)  £2* 

t=0  i=0 


5*  (l/2~l)  (25~1) 


v/32-1 


Prelaskom  na  graničnu  viednost  kad  7?-  co,  dobijamo  (podelimo  najpre 
biojilac  i imenilac  sa  ~~):  lim  Sn  = 3l4^  — Ц- . 

Pri  reSavanju  piimera  4-12,  koristimo  činjenicu  da  Rimanov  integial 
funkcije  / ne  zavisi  od  načina  podele  segmenta  i načina  izbora  istaknutih 
tačaka  £ e [ж^жна] . > 

т 


< Podintegialna  funkcija  je  lineama,  i zato  uzimajući  da  je  jedriako 
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siedini  segraenta  1]  рн  proizvoijnoj  podeli  P segmenta  [0,Tj , obrazu- 

jemo  integialnu  surnu  i izračunavajući  je  dobijamo  vrednost  mtegiala.  Neka 
je  ii  = tada  je 


71  — 1 


П — 1 


Sn  = У2  (uo  + ff£»)  д u = y0  л U + 9 W+»  *4 

^ f=o  “ i=o 


i=0 

uqT  + ^ ~ *б)  = uo'T  + — 2~ > 


jer  je  to  = 0,  čn  = T Prema  gore  leeenom  je  / (uo  + 9't)  dt  — uo'T  + "o  ■ > 

2 

5.  f x~dx 

<j  Deleći  segment  [—1,2]  na  n jednakih  delova  i biiajući  istaknute  taćke 
£ jednake  levom  kraju  х,  segmanta  [x11xi+i]  (?  = 0,n  - 1),  dobijamo 


= ly(i -- 
n & v " 


з 


n 


3(n  — 1) 
2 n 


Prelaskom  na  gtaničnu  vrednost,  nalazimo  f х ~dx  ^Hm^  5„  3 

l 

6.  I axdx  ( a > 0). 

o 

< Slično  prethodnom  pnmeiu  je 


Sn 


П— 1 


П г=0 


n (a  <-■  — l^) 


Pielaskom  na  gianičnu  vrednost,  nalazimo  / axdx  S„ 

lišćena  je  gianična  vrednost  lim  = lna  (a  >0)).  > 


& o®- 


7.  fsinxdx. 

< Postupajući  kao  u piethodna  dva  primera,  dobijamo 

7Г  ++  ш 7Г  sin  ^ sin  - _ л/27г  sin  (^  — ;fo) 

Sn  = — > +in  — = — — “ ~ ■ ~ 


n — 1 


J Olil  ™ — _ 

2 n ' 2??,  2?7, 

fsO 


sm 


4n 


477. 


Sln^ 
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k * (к+ 1 )а  . ka 

(koiišćena  je  foimula  £ sin  ja  = & !1 ;in  , a ф 2/стг)  odakle  prelaskom 

i- 1 2 

n a granicnu  vrednost  kad  7i  — * oo,  i uzimajući  u obzir  da  je  lim  s=  l 

_ ‘ n— *oo  SU1  ^ 3 

lim  sin(f  — £■)  = sinf,  na  osnovu  nepiekidnosti  funkcije  /( х)  = sinx\ 

71—400  4 4 ' J 

7Г 
2 

nalazimo  da  je  / sin  xdx  = lim  Sn  = 1> 

b n_>co 

8.  I cos  tdt 
b 

< Deleći  segment  [0,x]  na  n jednakih  delova  i uzimajući  & = 
dobijamo 


71  — 1 


i”0 


5„(:i;)  — — У cos  — = — ( 1 + cos  — + cos  -^-  + + cos 

П ++  71  77  V n 2 n 


(тг  — l)x 


77 


= »Л  cosf  ain  (j  - a.-  х 2cosjsm(f-£) 


+ 

77  277 


Sin  7 


2n 


(korišćena  je  formula  cos  ia 
2=1 


cus^+llasinM 


, a 2fc'7r)..  Како  je  zatim 


lim  2n  = 1 i lim  sin 
n->  oo  S 1П  гј™  ti~~+oo 


л; 


(.2“  W =вт2'  t0Je 


/ 


X X 

cos  tdt  = lim  5„(a:)  = 2 cos  - sin  = sin  х.  ► 

n — *oo  2 2 


9*  / ( 0 <C  ci  <c  6 )< 

< Neka  je  P proizvoljna  podeia  segmenta  [a,  6]  tačkama  Х(  (г  = 0,  n)  . 
Uzimajući  £г  = ^хЈхЦТ,  0 < хг-  < G < -П+1  (i  = 0,n  — 1)  dobijamo 


П — 1 П~1  , л л v 

s„  = r^.=y;(i-— j = 

+ ^i+l  + \Хг  -П+1/ 


г=0  XiX'i+l  i=0  ^ 


1111 


J Xji  Cl  b 


Na  taj  način  je,  j т§  = lim  Sn  = ™ — j > 


J xmdx  (0  < a < b.  m ф — 1). 


10. 
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< Izaberimo  tačke  podele  segmenta  [n,  b]  tako  da  njihove  apscise  čine 
geometiijski  niz:  х = ход1,  хџ  = a.  xn  = b (i  = l,n).  Tada  je  q = \j\, 
1 71  — 1 

x,i  = a (|)  , Sn  = f(xi)  д xi  (istaknute  tačke  & jednake  su  tačkama 

x~0 

podele  Хј).  Imamo 


Sn  = a7‘ 


(n\i  _ Л /1^  _ ^'((Č)--i)  ((ŠT[ 


hin+l  _ лт+1) 


m + l 

(*)  " 
Утг-Н 


1 

m + 1 


Uzimajući  graničnu  vrednost  kad  n —>  oo  sledi 


xmdx  = lim  Sn 

п~~+оо 


bm+ 1 - arn+1  in  £ bm+l  - ат+г 


m +1  ln  • 


m + 1 


11.  / ^<£г  (0  < а < 6). 

а 

StavJjajući  = aq\^i  = q = (primer  10)  dobijamo 

i-Ет- 


b 


lim  5n 

71— >00 


а 


12.  Izračunati  Puasonov  integral  / ln(l  - 2а  cos  х + а'2)Љ  ako  je: 

b 

a)  |ај  < 1;  b)  |ај  > 1. 

< Podelimo  segment  [0,tt]  tako  da  je  Д xs  = Cs  = ®s-  Neka  je  г = егх 
i z = e~ix.  Tada  je  1 — 2а  cos  х + а2  = (а  — z) (а  - z),  kao  i 

f(xs)  = ln  ^а  - J ^а  - e~~  j , 
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n— 1 


n— 1 


л ■ E >"  (« • - - ) (“  - = > П («  - .»)  (a  - rf) 

S— 0 5—0 


Pošto  je 


71  — 1 


i£2L\  (a-2n  — 1 )(a  — 1) 


a + 1 


5=0 

to  je  5„  = f ln  Sada  je: 

a)  Ako  ie  jaj  < 1,  onda  a‘n  — * 0 lmd  n — ► co  i lim  Sn  = 0 

' ' rt— »oo 

b)  Neka  je  |aj  > 1;  piedstavimo  Sn  u obliku: 

Ч(2  n 


7г  / a - 1 a“n  - 1 on\  n t , t , 7Г , /a  - 1 a“n  - 1 

Sn  = — ln  [ 7 7j — ■ a = 2тг  In  a H — In  ( r 

n n Va  + 1 a2ri  J 1 ' n \a  + 1 ain 


Pošto 


н*  1 kad  n oo,  to  je  lim  Sn  = 27г1п  |aj  = 7rlna2..  Znači, 


j 7Г  lll(l 


2а  cos  х + ec~)dx  = 


. _ j M < 1; 


7г1па2,  |ај  > 1. 


Napomena.  Prililcom  rešavanja  prethodnog  piimera  korišćena  je  Ojlerova 
formula: 


је 


erx  = cos  х + i sin  х , e 231  = cos  х — i sin  х,. 

13,  Neka  su  f i <p  neprekidne  funkcije  na  segmenfcu  [a,6]  и Dokazati  da 

n-l  b 

lim  £ Л&М^)  л Xi  = / f(x)<p(x)dx, 

A-°W  / 


gde  je  ij  < < x’j+i,  .-е,-  < 0,  < .rj+i  (г  = 0,  n — 1) 

< Iz  neprekidnosti  funkcija  / i tp  sledi  integiabilnost  pioizvoda  fip  na 
segmentu  [a,i>] , Zatim  je  |/(x)|  < M (M  > 0,  M je  konstanta)  kao  i zbog 
iavnomerne  neprekidnosti  funkcije  p na  [ci,b]  sledi  da  za  svako  e > 0 postoji 
<5  > 0 takvo  da  je  za  Л х,  < <5  : < м+ну  K,(xi(x(+i|  je  oscilacija 

funkcije  tp  na  segmentu  [.t,,x,+i]  ) Uzmimo  podelu  P segmenta  [а,  b]  za 

П — 1 

koju  je  Д Xi  < б . Očigledno  je  Sn  = on  + 7,,,  gde  je  Sn  ~ /(£i)V,(^»)  Д 

•U,  <rn  = X)  Д6М&)  л Xi  i 7„  = E f(fi)(p(0i)  - tp(£i))  Д X’j  Piema 
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b 

navedenim  napomenama,  an  — 1 ► J f(x)tp(x)dx  kad  Л -+  0,  zatim  7n  -+  0 ako 

a 

Л -+  0,  jei  je  tačna  procena 

n-i  Me(b  — а) 

h'n I 5 M ^ |<p(0t)  “ Џ>(Ш  A xi  S М^ш^1+1]  A xi  < јш  _ fly  " s 

i=0  ’='> 


ako  je  A < б (i  = 0 ,n  — 1).  Zato  je 


b 

lim  Sn  — / f (x)ip(x)cl.x . E> 

x&Xi— 0 / 


шахАж 

14.  Neka  je  funkcija  / ogianičena  i monotona  na  [0,  Ij  Dokazati  da  je 

i 


fn^-i  E 

/\  L — 1 


/ - =o  з 


< Neka  su  5„  i 5„  iedom  donja  i gomja  Daibuova  suma  funkcije  / koje 
odgovaiaju  pioizvoljnoj  podeli  segmenta  [0,1]  na  n jednakih  delova.  Zbog 
monotonosti  funkcije  / na  [0,  lj  imamo 


S„-S„  = i|/(l)-/(0)|»o(i') 

'ii  V ' ^ / 


Pošto  je  Sn  < J f(x)dx  < Sn,  Sn  < Sn  < Sn,  gde  je  Sn  proizvoljna  inte- 
gialna  suma  funkcije  / pii  fiksiianoj  podeli  segmenta  integialjenja,  to  je 


n 


Pre  lešavanja  novih  piimeia  navodimo  čitaocu  osnovna  svojstva  odieđenog 
integiala  i neke  formule. 

I.  Svojstva  izražena  jednakostima 

a)  Ako  je  / integiabilna  na  [ a,b ],  onda  po  definiciji  uzimamo 

I f (x)dx  = - j f(x)dx,  j f(x)clx  = 0. 
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b)  Ako  je  / integiabilna  na  [a,  b } . to  je  i C f ( C je  konstanta)  integiabilna 
na  [a , b]  i važi  jednakost 


u o 

I Cf(x)dx  — C J f(x)dx 

a a 

c)  Ako  su  / i g integrabilne  na  [a,6]  onda  je  i / ± g takođe  integrabilna 
na  tom  segmentu  i ispunjena  je  jednakost: 

b b b 

I (/(*)  ± g(x))dx  = I f(x)dx±  I g(x)dx 

a a a 

d)  Ako  je  / integrabilna  na  [a,6j  i c € ]a,5[,  to  je  / integiabilna  na 
segmentima  [a,c]  i [c,  6]  i važi  jednakost: 

b c b 

j f(x)dx  = j f(x)dx  + j f(x)dx 


(svojstvo  aditivnosti  određenog  integrala) 

II.  Svojstva  izražena  nejednakostima 


b 

a)  Ako  je  funkcija  / integrabilna  na  [a,  b'\  i nenegativna,  to  je  f f(x)dx  > 

a 

0;  ako  je  pri  tom  f(x)  > 0,  / je  nepiekidna  na  [а,  6]  i nije  identički  jednaka 
b 

nuli  na  [a,6] , onda  je  f f(x)  >C>  0,  gde  je  C neka  konstanta 

а 

b)  Ako  su  funkcije  /,  g integrabilne  na  [а,  6]  i f(x)  > g(x),  х 6 [а,  6] , to 

b b 

je  f f(x)dx  > f g(x)dx 

a a 

III.  Smena  promenljive;  parcijaino  integraljenje 

a)  Smena  promenljive.  Nei<a  su  ispunjeni  uslovi: 

1)  Funkcija  / je  neprekidna  na  [а,  6] ; 

2)  Segment  [a,b\  je  slcup  viednosti  neke  funkcije  х = g(t),  definisane  na 
segmentu  [cv,  (3}  koja  na  njemu  ima  neprekidan  izvod; 

3)  <;(ај  = a,  д(јЗ)  = b 
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pocl  navedenim  uslovima  je  j f(x)dx  = J J (g(t))g' (t)dt. 

a a 

b)  Parcijalno  integraljenje.  Ako  f,g  € C,(1)  [a,b] , to  je 


O 

j f(x)g'(x)dx=  f(x)g(x) 


15.  Nekći  je  funkcija  / ograničena  i konkavna  na  segmentu  [a,b] . Dokazati 
da  je 


(b 


,п)т±т< 


< PoSto  је  / konkavna  na  [a,b] , onda  je  za  bilo  koja  dva  bioja  xi,X2  € 
[a,b]  zadovoljena  nejednakost  /(ai®i  +03^2)  > ai/(*i)  + 02/(312).  ако  Је 
O'i  > 0.  ao  > 0,  ai  + 02  = 1 (po  definiciji)  Konkavna  funkcija  na  segmentu 
je  nepiekidna  (piimei  207.  glava  II).  Dakle,  / je  integrabilna  na  [a,b].  Na 
osnovu  svojstva  konkavnosti  funkcije  /,  imamo 

f (mVj  = f + ±+)  > i(«a  + 0 + nb  - {»,0  < ( < b - o 

Integi aleći  po  f u granicama  od  0 do  b — a,  dobijamo 


(b~a)f 


f H.*)dx  (1) 


a 


(smena:  u pivom  integralu  a + £ — t,  a u diugom  h f 2).  Podelimo 
sada  segment  [a,  6]  na  n jednakih  delova  (Д  х,  = -— *)  i sastavimo  mtegialnu 
sumu,  uzimajući  fk  — xk  ■ 


Sn 


n-l  / 


4- 


k(b  - a) 


n 


h — a 
n 


n- 1 


Е/ 


a + 


Zbog  konkavnosti  funkcije  / sledi 
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zato  je 


i П-1  / 

b — a — f 


*">^E 


^(Ц+Д«)н-^ДЧ 


(2) 


Prelazeći  na  liraes  u nejednakosti  (2)  kad  n — > oo,  dobijamo  (funkcija  j je 
integi  abilna) 


[ f{X)dx  > ~у~  if(a)  + f{b)) 


(3) 


Spajajući  nejednakosti  (1)  i (3)  nalazimo 

b 


b — a 


(/(«)  + /(£>))  < j f(x)dx  < ( b - a)f 


a + b 


što  je  i trebalo  dokazati,  > 

16.  Neka  / € C(2)  [l,+oo[  i neka  je  f(x)  > 0,  f‘(x)  > 0,  }"(x)  < 0 za 
х € [1,  +oo[ . Dokazati,  da  je 


" 1 Г 

£/(*)- 9 /(*)+  / f{x)dx  + 0(  1), 

k=l  “ i 


kad  n — » oo 

Posmattajmo  segment  [l,nj  i podelimo  ga  na  podsegmente  [xr— 1,.г'г| 
čije  su  dužine  Д Xk~i  = 1 za  svako  A:  = l,n  Zbog  konkavnosti  funkcije  na 
svalcom  od  navedenih  podsegmenata  je  (zadatak  15) 


Zfc 

(/(**- 1)  + /(**))  < У j(x)dx  < f 


Xjc—1  + Xk 


(1) 


1 


Sumirajući  u nejednakosti  (1)  po  /с  od  1 do  n,  clobijamo 


5 E </<*-.) + /+))  < //(.)*  < E / 

" fc=i  i fc=i  4 


(2) 
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п-И 


Očigledno  је  7 (J(xk- 1)  + I(xk))  = J(xk-i)~  (J(x o)  + f(xn))  Na 
' k=l  к=  1 

taj  način,  u drugim  oznakama  (f(x$)  = /(1),  f (%k)  — J(k))  dobijamo 


П 

T,№-\  (/(!) + /(”))<  j S(x)dx 

k-\  " i 


(3) 


je 


E / 


+ хк  \ 


' k=\  " fc=i 


(4) 


gde  je  < a-  < , zatim 


£/(2^)-£/<»*>-1£т>. 

fc=l  4 “ ' k=l  k=l 


(5) 


gde  je  **-!:+-£  < вк  < x/c  Iz  (4)  i (5)  dobijamo  (sabiianjem  levih  i desnili 


stiana  i deljenjem  sa  dva) 

П+1 


E / = £/(*»., )-i(/w+/(x„))+ i E (Л&)  - m» 

fc=i  fc=i  k-i 

Pošto  je  fk  < Qk,  a f opada,  to  je 

j E (/'(&)  - mo)  s j E u'm  - /'(«» 


‘ A:“l 


(7) 


Iz  (2),(б)  i (7)  dobijamo 


I / (x)clx  <У~]Ј  (— ^ /(х-fc)  - - (/(1)  + /(»))  + 0(1)  (8) 

/ fc=i  ' “ J k=i 


fc=i 

X 

Spajajući  (3)  i (7)  sledi 


« n 

I f(x)dx  = J^f(xk)-lj(n)  + 0(  1), 
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ili  'jT'ffrk)  ш I f(x)dx  + ~.f{n)TO(l).  > 

l l '/ 


17.  Neka  / e C’(1)  [a,  b ] i пека  je  Д„=  }f{x)dx-±f  јг  f (a  -!-  MLifl'j 

a fc=i  4 7 

Naći  lim  n Д„ 

7i  — *00 

< Označimo  xk  = a + , Д xk  = mf  = inf  {f(x)}  , 

n xe[xfc_,,ifc| 

Л/'  =s=  sup  {/'(X-)}  i zapišimo  Лп  u obliku 


Ап” 


(f(x)  - /(®fc))  dx  = 


(*-**)/(&)&:, 


gde  је  х-  < fk  < xk,  xq  = a.  Uzimajući  u obzir  nejednakost 


Mk(x  - xk)  < (х  - ®fc)/'(ffc)  < п4(х  - Xfc), 

dobijamo  - < n Д„<  gde  su  Sfn  i 5'n  redom  donja  i gornja 

Darbuova  suma  funkcije  f na  segmantu  [a,  b] . Zbog  nepiekidnosti  funkcije 
/',  dobijamo 


lim  n Д„=  I f '(x)dx  = ^ (f(a)  - /(6))  t> 

n-^oo  Z j Z 

a 

18.  Dokazati  da  je  ograničena  funkcija  f na  segmentu  [a,  ć]  integiabilna, 
ako  skup  tačaka  prekida  ima  Žordanovu  meru  nula. 

<1  Neka  je  e'  > 0 unapred  zadato  Poiuirno  skup  tačaka  prekida  funkcije 
/ konačnim  sistemom  intervala  {д j}  (j  = 1,  K)  čije  su  dužine  redom  бј 

k 

( j = 1,/v)  tako  da  je  бј  < e'.  Kiajevi  tih  intervala  zajedno  sa  tačkama 
7=1 

a,b  čine  podelu  P\  segmenta  [a.b]  . Na  svakom  segmentu  te  poclele  koji  se 
razlikuje  od  Д j,  funiccija  / je  neprekidna  (dakle  i ravnomemo  neprekidna) 
Zato  se  svaki  od  tih  segmenata  (označimo  ih  sa  Д,)  može  pocleliti  na  delove 
tako  da  je  na  svakom  od  njih  oscilacija  funkcije  / manja  od  s"  ( ljj  < e",  e" 
je  proizvoljno  unapred  zadato).  Tačkama  podele  P\  dodajmo  tačke  podeie 
segmenata  Д,  tako  da  smo  clobili  poclelu  Po  segmenta  [a,b] ..  Neka  je  clužina 
segmenata,  na  kojima  je  oscilacija  funkcije  manja  ocl  e" , jednaka  т\  . Onda 
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za  podelu  P>±  imamo  (indeks  surnhanja  je  k) 

У)  a xk  = + ]C  Uj",Ti  ^ ^ б] + £"  Ti 

k ) • Ј ' 

< cof  [а,5]е'  + s"{b-  а), 

gde  je  uif  [а,  6]  oscilacija  funkcije  / na  scgmentu  [а,  b\ . Uzimajući  da  je  e'  < 


gde  je  e > 0 fiksiiano,  dobijamo  A x/c  < § + 1 


Za  funkciju  / je  ispunjen  kiiteiijum  integiabilnosti.  t> 

19.  Neka  su  f,<p  ograničene  funkcije  na  segmentu  [а.  b]  j:ako  da  je 
f(x)  = i p(x)  za  svako  х € [а.  6]  sa  izuzetkom  skupa  tačaka  Žordanove 

mere  nula.  Dokazati  da  su  tada  ili  о!зе  iunkcije  /.  <p  integtabilne  i važi 
i)  6 

jednakost  f f(x)dx  = f <p(x)clx  ili  obe  nisu  integrabilne 

a a 

< Označimo  sa  N = max  < sup  |/(.г,)ј,  sup  |<^(г)|  < Neka  je  X = 

^а<:с<6  a<x<b  j 

{х}  skup  tačaka  Žoidanove  meie  nula,  na  kome  je  f(x)  ф <p(x ).  Neka 
је  { } j = 1,  K konačan  sistem  intervala  dužine  redom  бј  tako  da  je 

бј  < -Љ,  gde  je  e pioizvoljan  unapted  zađat  bioj  Za  proizvoljnu  podelu 

... 

P segmanta  [a,6] , u koju  su  uključeni  i mtervah  Д j,  lmamo 

к к 

|S,  - Sv>|  < Y,  I Mif  - ММ  <:1NY,S1<‘ 
i= i j=1 

к к 

\S.J  -Sp\<J2 1 тЈ1  - mjf\  бз  S 2iV  X]  бЈ  < £ 

j=\  i=i 

gde  su  Sf  i gornje  Daibuove  sume  funkcija  / i <p,  Sj  i Sv  njihove  donje 
Daibuove  sume  pri  podeli  P segmenta  [a,i>j;  Aijf > Mjv  najmanje  goinje 
gianice  funkcija  f i p na  inteivaiima  Д j]  ntj f , nijf  odgovaiajuće  najveće 
donje  granice  tih  funkcija  na  Д j (sumiranje  se  viSi  samo  po  intervalima  Дј, 
jei  je  na  ostalim  segmentima  podele  P,  f(x)  = <p(x)  i tada  je  Mjf  — Mjv  = 0 
j m .j  _ nijf  - 0)  Pošto  gianične  viednosti  gornje  i donje  Daibuove  sume 
za  ogianičene  funkcije  postoje,  to  iz  (1)  i (2)  sledi 


(1) 

(2) 


lim  S f = lim  S& 

A— >0  1 A— *0  V 


(3) 


iim  S f=  lim  SL. 

A-<0  ~J  A— ‘0  p 


(4) 
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Neka  je  / integrabilna  na  [a,5]  Tada  je  lira  5/  =iim  Sf  odalde  prema  (3) 

6 

i (4)  sledi  lim  =lim  S,f  tj  <p  je  integiabilna,  pii  čemu  je  f f{x)dx  = 
Л — *0  Л — >0  ц 

b — 

ј'џ>( x)dx.  Ako  / nije  integrabilna  na  [a,6j,  to  je  lim  Sj  ф liin  Sf,  odakle 

a 

na  osnovu  (3)  i (4)  sledi  lim  S^  ф lim  S^  Sto  znači  da  nije  integrabilna 
na  [a,b\. 

Iz  dokazanog  tvrđenja  sledi  : 

Ako  je  funkcija  / : [a,6]  — » P.  integrabilna  na  segmentu  [a,6], 
to  опа  ostaje  integrabilna  na  njemu  i vrednost  integrala  se  ne 
menja  ako  se  njena  vrednost  na  skupu  Zordanove  mere  nula  za- 
meni  proizvoljnim  konačnim  vrednostima.  > 

Napomena.  Prilikom  đefinisanja  Rimanovog  integrala  funkcije  f na 
segmentu  [a,b]  pietpostavlja  se  njena  definisanost  na  celom  [a,6]  Neka 
ograničena  funkcija  f nije  definisana  na  skupu  X tačaka  segmenta  [a,6] 
Žoidanove  meie  nula.  Definišimo  funkciju 


( /(*),  * i х 

\ <p(x),  X € X 


gde  je  tp  pioizvoljna  ogianičena  funkcija  na  skupu  X.  Ako  je  F integiabilna 
na  [a,  6] , onda  kažemo  da  je  / takođe  integrabilna  na  [a,b\ , i po  definiciji 
uzimamo 


b b 


20.  Neka  je  X,  slcup  svih  racionalnih  tačaka  segmenta  [0, 1] , <p  nje- 
gova  karakteristicna  funkcija.  Dolmzati  da  je  svalca  gornja  Darbuova  suma 
funkcije  <p  jednaka  1,  a svaka  njena  donja  Darbuova  suma  jedaka  je  0 

< Pri  proizvoljnoj  podeli  P segmenta  [a,6]  svaki  podsegrnent  [.г^Жј-н] , 
sadrži  kako  racionalne  tako  i iiacionalne  tačke,  zato  je  za  funkciju  <p  ispun- 
jeno: 

Mi  = sup  {v>(*)}  = 1,  пц  = inf  {<p(x)}  = 0, 

xe(xilif+,|  *е(*|л+11 

_ и — 1 n~l 

odakle  sledi  Sn  = ]Г)  Д ж*  = 1,  Sn  = ггц  Д Хј  = 0,  > 
i-o  1=0 

21, Neka  su  F,  G integiabilne  funkcije  na  [0, 1]  i neka  je  F(x)  < G(x)  za 
sve  х € [0, 1] ..  Ako  je  f(x)  = G(x)  za  х € Хт,  gde  je  X,  skup  iz  prethodnog 
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zađatka,  i f(x)  = F(x)  za  х <£  X,  onda  je 

l 1 

if  = j G(x)dx,  I*f=  I F(x)dx , 

0 'o 

gcle  su  I*  i I~h  j tedom  gomji  i donji  Datbuov  integtal  funkcije  / na  skupu 

[0,1].  __ 

<1  Napomenimo  čitaocu  da  je  po  definiciji  Ij  = inf  {Sf}  , I*f  — 
sup{5y}  , gde  je  {5/}  skup  gotnjih  a {Sf}  slcup  donjih  Datbuovih  suma 
funkcije  / na  [0, 1]  Očigledno.  funkciju  / možemo  piedstaviti  u obliku 

f(x)  = <p(x)G(x)  + (1  - Ф))  F(x), 

gde  je  <p  kaiakteristična  funkcija  skupa  Хт.  Pti  ptoizvoljnoj  podeli  P seg- 
menta  (0, 1]  svaki  podsegment  [х;-,  .tt+i]  . i = 0,n  - 1 ; sadiži  kako  tacionalne 
talco  i iiacionalne  tačke  i zato  je  (uzimajući  u obzii  F(x)  < G(x )): 


71  — 1 


Sj  = V}  sup  {G'(x)}  д x-i  = Sq, 

;=()  a:€[si,li+i| 


gde  je  Sq  goinja  Darbuova  suma  funkcije  G na  segmentu  [0,1]  pti  fiksiranoj 
podeli  P.  Slično 

n- 1 


S/  = E i€|W,.h|№)1=Sp, 


gde  je  Sp  donja  Dai  buova  suma  funkcije  F na  [0, 1] . Iz  dobijenih  jednakosti 
nalazimo  } 

inf  {5/}  = inf  {5g}  = Iq  “ j G{x)dx% 

o 

i 

i sup{S/}  — sup  {Sp  } — I+f  = I 

b 


zbog  iiitegiabilnosti  funkcija  F i G > 

22.  Neka  je  X\  neki  podskup  od  [0, 1]  i Ло  podskup  istog  skupa  koji 
sa  nema  zajedničkih  tačaka.  Ako  je  svaka  tačka  segmenta  [0,1]  tačka 
nagomilavanja  skupova  Ai  i Хо  dokazati  da  lezultat  piethodna  dva  zadatka 
ostaje  nepiomenjen  ako  se  Хт  zameni  sa  Ai . 
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«3  Prema  uslovu  zaciatka  sledi  da  svaki  podsegment  [x,,.r,+i]  bilo  koje 
podele  P segmenta  [a,  6]  sadrži  tačke  i skupa  Xi  i skupa  X->,  zato  je 

sup  {<p(x)}  = 1,  inf  {<р(-г)}  = 0 

+ 1 ј ar€[a?ii®£-f  i] 


odakle  dobijamo  da  je  Sp  = 1,  S_p  = 0.  Slično  se  dokazuje  diugi  deo  tviđenja 
da  je 

i i 

If  = j G(x)dx , /*/  = I F(x)dx  ► 

b b 

23.  Pokazati  da  je  prekidna  funkcija  f(x)  = sgn  (sin  j)  integrabilna  na 
segmentu  [0, 1] . 

< Tačke  = j,  k € N su  tačke  prekida  funkcije  /,  Ona  nije  definisana 
u nulK  Uzmimo 

F(x.)  = / /И.  * # п; 

v у [ pioizvoljno,  х = 0 

Funkcija  F je  ograničena  na  [0, 1]  a skup  tačaka  piekida  {x*o  — 0,  k € N} 

ima  Žoidanovu  meru  nula  (5°,  primer  ) i onda  je  integiabilna.  Pošto  / nije 
definisana  samo  u jednoj  tački,  to  je  ona  takođe  integrabilna  (napomena 
posle  primeia  19)  na  [0, 1]  ? i važi  jednakost 


I f(x)dx  = j F(x)dx . ► 
b b 

24.  Dokazati  da  je  Rimanova  funkcija 


<p(x)  = 


o,  х e i 

I r — Н I 
n > л n » 


gde  su  m i n ( n > 1 ) uzajamno  piosti  celi  brojevi,  integrabilrm  na 
pioizvoljnom  konačnom  segmentu 

< Uzmimo  segment  [a,b]  i neka  je  K = {1,2,  M.?fco}  C N?  gde  je  A:q  > 
1 pioizvoljan  fiksiran  ptiiodan  bioj,  bioj  vrednosti  m lcoji  piipadaju 
segmentu  [fca?ftfe?]  (1  < А:  < A‘o)  Očigledno,  jednakost  9?(x)  = p može  biti 
ispunjena  u najviSe  ygc  tačaka  Uzmimo  A:0  tako  da  bude  ф 0 i onda  se 
može  tvrditi  da  je  pii  proizvoljnoj  podeli  segmenta  [a , b]  jednakost  u/*  = 
gde  je  LOi  oscilacija  funkcije  na  podsegmentu  [х/,  хц.\}  .ispunjena  na  najviSe 
2**0fco  podsegmenata  Zaista,  ako  je  n > A-0,  to  je  ~ ^ Zato,  uzimajući 
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pođelu  P segmenta  [a.b]  na  л0  delova  gde  je  л0  > 2**(!Л-0,  dobijamo  da  je 
na  najviSe  2 podsegmenata  ^ < wf  < 1,  a na  ostalim  podsegmenfcima 
je  tOj  < jL.  Neka  jc  sada  za  podelu  P ispunjen  uslov  д :ц  < б,  gde  je  (5  > 0 
fiksiiano  Tada  sumitajući  po  svim  podsegmentima  podele  mamo  pioeenu 


Л (}  1 

Cv'i  Д Xi  = 

0 


/ tt 

UJi  Д X i + ^ LJ-i  Д 
i i 


< 2^it0A;o5  + 


b — a 

k) 


(simboli  V]  i ]>J  leclom  piedstavljaju  sumiranje  po  podsegmentima  na  kojima 

i i 

je  сј;  < 1 i о-ч  < Neka  je  s > (J  pioi/.voljan  unapred  zadafc.  Birajući  A'o  > 
i uzimajući  podelu  F takvu  da  je  б < dobijamo  ocenu  £)c af  Д 

Хј  < e.  Dokazali  smo  da  je  za  Rimanovu  funkđju  <p  ispunjen  kriterijum 
integiabilnosti 

Napomena.  Lalco  se  pokazuje  da  je  f <p(x)dx  = 0.  Stvarno,  zbog  inte- 

a 

b 

giabilnosti  funkci  je  <p,  imamo  / <p(x)dx  =Hm  S<p,  gde  je  Sp  donja  Daibuova 

n Л— >o 

suma  funkcije  <p  na  [a,b] ..  Međufcim,  za  pioizvoljnu  podelu  P segmenta  [n,6j 

b 

očigledno  je  5^  = 0,  odakle  je  J <p(x)dx  = 0> 

25.  Pokazati  daje  funkcija  f(x)  = j-  [|]  , х Ф 0 i /(0)  = 0,  integrabilna 
na  segmentu  [0. 1] 

< Funkcija  / je  ogianičeria  na  [0, 1]  (|/(.г)ј  < 1),  a skup  tačaka  piekida 
{.г  = 0;  Xk  = |,  k € N } ima  Žordanovu  rneiu  nula  (5°.  piirner)  i zato  je 
integrabiina  t> 

26.  Dokazati  da  Dirihleova  funkcija 


Л'(-г') 


0,  х € 1, 

1,  х e Q, 


nije  integrabilna  na  proizvoljnom  segmentu 

<j  Neka  je  [a,  b]  proizvoljni  segment  i P jedna  njegova  podela  Uzima jući 
na  svalcom  podsegmentu  [.тр  podele  P iracionalno  dobijamo  Sn  = 

П— 1 . r, 

2 x(Ci)  Д xi  ~ п;  hm  5Г,  = 0;  ako  uzmemo  racronalne,  imamo  5rt  = 
i=o " л_*° 

E хШ)  A Xi  = b-a,  lim  5„  = b - a.  Rezulfcat  dalde  zavisi  od  izbora 

г=0 

istaknutih  tačaka  zato  Dirihleova  funkcija  х nUe  integiabilna  na  [a,6]  > 
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27.  a)  Neka  je  / integrabilna  funkcija  na  [a,6]  i пека  je  fn(x)  = 
sup  {/(*•)}  za  х{  < х < хш,  gde  je  хг-  = a + (■ i = 0~n\  n € N). 

Dokazati  da  je 


O 0 

lim  / fn(z)dx  = / f(x)dx 

L—>DO  у j 


b)  Dokazati  cla  ako  je  / integrabilna  funkcija  na  [a,  6]  7 oncla  postoji  takav 

c c 

niz  nepiekidnih  funkcija  n € N tako  da  je  f }(x)dx  — lim  / ipn(x)dx  za 

n-”*co  a 

a < c<b, 

«3  a)  Podimo  od  jednakosti 


6 ; „ 

J fn(x)dx  = j fn(x)dx  = 5n 


gde  je  5n  gotnja  Daibuova  suraa  funkcije  / pii  fiksiranoj  podeli  segmenta 

b b b 

[a.6l Pošto  je  lim  Sn  — / f(x)dxy  to  je  lim  / fn(x)dx  — / f(x)dx. 

1 J n — tOO  71 — >00 

w a a a 

b)  Funkcija  / je  ogi aničena  na  [a,  5]  jei  je  па  [a,  b } integrabilna.  Neka  je  P 
podela  segmenta  [a,  b]  па  n jednakih  delova  i neka  je  хг  = a + . Tada  je 

saglasno  piimeru  350,  gl.  I.  f'unkcija  9?п(а')  = sup  {/(0}  za  х’г  < x S з;г+1 

C C 

neprekidna  sleva  na  segmentu  [хг  xi+i]  Iz  a)  je  f f(x)dx  = lim  /'  <pn(x)dx, 

a Tl-,0°  o 

gde  je  c pioizvoljna  tačka  segmenta  [a,  b]  . > 

28.  Dokazati  da  ako  je  funkcija  / integiabilna  na  [a,  6]  to  je  i apsolutna 
viednost  |/j  funkcije  / integrabiina  na  [a,  b] , i važi  nejednakost: 


o u 

[ f(x)dx  < j \f(x)\dx. 


< Pošto  za  oscilaciju  funkcije  / na  podsegmentu  [хг1.г-ј+1]  važi 
Ш f [Zi , Xi+l]  = sup  { j / (з/)  - / (xU)  | } , 


to  prema  nejednakosti 
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dobijamo 

sup  {||/М|-И*")||}<  sup  {|  «*')-/(*")!}, 

д:'  T:c " € [д‘ i i -t-  i ] х* * € l*i; ' . x * ' + 1 1 

tj.  о>|у|  < ojj  na  [,т/ , Х)-ј-1  ] pii  pioizvoljnoj  podeli  P segmenta  [a,b|.  Zbog 
ispunjenja  kiiteiijuma  integiabilnosti  i'unkcije  /,  iz  posiednje  nejednakosti 
sledi  ispunjenje  kriteiijuma  integiabilnosti  i funkcije  |/|-  Zatirn,  poSto  je 
-|/(-T)|</(x)<j/(:r)j,to  je 

I,  b b 

- I |/(a;)|  dx  < I J(x)dx  < j | / (:r)  | dxt 

a a ci 

b h 

tj  j f (x)dx  < j \f(x)\dx.  > 

a a 

29.  Neka  je  funkcija  f apsolutno  integrabilna  na  segmentu  [a,5]  tj 

b 

integial  f |/(;r)|  clx  posto  ji.  Da  li  je  / integiabilna  na  [a,6]? 

< U opStem  slučaju  f nije  integrabilna  na  [a,  6],.  Тако  je  па  piimei  za 
funkciju 

m = 

j \f(x)\dx  = b~a,  а sama  funkcija  / nije  integrabilna  na  [a, 6]  (primer  26) 

CI 

30.  Neka  je  / integrabilna  na  [a,6]  i пека  je  A < f(x)  < B za  a < х < 6 
Neka  je  zatirn  tp  clefinisana  i nepiekidna  funkcija  na  [A,  B]  Dokazati  da  je 
џ>  o f integrabilna  funkcija  na  [a,  6] 

<1  Zbog  ravnomeine  nepiekidnosti  funkcije  <p  na  [.4,  B\ , za  svako  e > 0 
postoji  cr  > 0 tako  da  je  ujf  < 'j(b-a) > k&d  Socl  ie  Д У>  ^ a (°у4е  je  u>; 
oscilacija  funkcije  na  segmentu  [iji,yi+\])  Pošto  je  funkcija  / integiabilna 
na  [a,6] , to  je  za  nju  ispunjen  uslov  integrabilnosti:  Za  svaki  unapied  zadat 
pozitivan  bioj  (ovde  je  taj  broj  (т~)  postoji  takvo  <5  > 0,  da  za  bilo  koju 
podelu  P segmenta  [a,6] , za  koju  je  Д < б , važi 

» Д Хј  < (т1 
i= 0 


( 1 , х € О; 

\ -l,  х е s, 


(i) 
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gde  je  u>i  osđlacija  funkcije  / na  segmentu  [.хг,  xi+ij . Fiksiiajmo  takvu 

podelu  P i neka  je  X'  skup  tačaka  segmenata  podele  P,  na  svakom  od  kojih 

je  u>i  > (т  ( f može  biti  piekidna)  Pokažimo  da  skup  X1  ima  Žordanovu 

/ 

meiu  nula  Označavajući  simbolom  Уј  sumiranje  po  segmentima  skupa  X', 

i 

imamo  ( pierna  nejednakosti  (1)) 

71  — 1 * f ч 

a~  > ^Г^тг  Д X’j  > Д Хј  > Д хг, 

i=0  i Г 

t 

odakle  sledi  д хг  < Sto  i dokazuje  naše  tviđenje  (u  nejednakosti  (1)  se 

i 

umesto  a može  uzeti  bilo  koji  pozitivan  bioj  s) 

Pošto  je  Д iji  < u>i,  to  je  skoro  svuda  (tj,  na  svim  segmentima  podele 
P izuzev  možda  sarno  segmenata  skupa  X')  u>,  < a,  a znači  i Д гд  < a 

н 

Dakle,  skoro  svuda  je  < чфрј  za  Poclelu  p Označavajući  simbolom  £ 

sumiianje  po  segmentima  podele  P,  na  svakom  od  kojih  je  u>f  < 2џ-а)  > 
dobijamo  ocenu: 

v — ' + v — л + \ л a*  e{b  a) 

Axi:=Lwi  Л x‘  + L"*'  Ахг<т(Т+  - , 

i=0  i i 

gde  je  u>  oscilacija  f'unkcije  гр  o f na  segmentu  [n,  6] . Birajući  a tako  da  je 

n-1 

a < ф- , konačno  imamo  £ Д хг  < f + f = e.  Znači  složena  funkcija 

~ш  i=0 

tpo  f zadovoljava  kiiterijum  integrabilnosti.  > 

Napomena.  Uslov  nepiekidnosti  funkcije  <p  ne  može  se  zameniti  uslovom 
integrabilnosti.  Zaista,  ako  je 


4>{v)  = 


/(*) 


0,  у = 0; 

1,  У Ф 0; 

0,  х 6 I; 
х 6 Q. 


tada  je  na  proizvoljnom  segmentu 

p (/(.Т))  s 

neintegiabilna  funkcija,  kao  što  je  pokazano  u primeru  26 


0,  х € I; 

1,  т € Q, 
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31.  Neka  je  f'unkcija  / integiabilna  na  segmentu  [A,B\  Dokazati  cla  je 
tada 

b 

lim  j | /(т  + h)  - f(x)\dx  = 0,  ako  je  [a,b\  C [A,B] 

a 

(svojstvo  integralne  neprekidnosti). 

Zbog  integrabilnosti  funkcije  / na  [.4,  B\ , imamo  da  za  svako  £ > G 

postoji  6’  > 0 takvo  da  je  W;  Д т;  < s,  kacl  gocl  je  Д < <5.  Izaberimo 

irrO 

|/i|  tako  malo  da  bude  a + h > A,  b + h < B i uzmimo  podelu  P segmenta 
[a , 6]  : P = {a~  xq  < xi  < ...  < x„  = b } Tada  je 


71 

£./ 


n 

lf(x  + h)-  f(x)\dx  <J2^n 

г= 1 


Д Xi-1, 


gde  je  unh  ,uopšte  rečeno,  oscilsacija  funkcije  / na  nekom  segmentu  različitom 
od  [x;-i , х;]  . Uzimajući  sacla  podeiu  P'  za  koju  je  Д х ; < f i podčinjavajući 

h uslovu  |/;.|  < sledi  Уј  Д ,t;_i  < e.  jei  se  za  svako  i oscilacija  funkcije 

i azrnati a na  segmentu  dužine  manje  od  б.  Dalde,  za  svako  e > 0 postoji  б > 0 

tako  da  je  za  |/;|  < f ispunjerra  nejednakost  / |/(т  + h)  - j (x) | dx  < s Ovo 

a 

b 

znači  da  je  lim  / | f(x  + h)  — /(т)|  dz  = 0+ 

/t— +0  q 

32.  Neka  je  / integrabilna  funkcija  na  segmentu  [«,6]  Dokazati  cla  je 
f j2(x)dx  = 0 tada  i samo  tada,  lcada  je  f(x)  = 0 u tačkama  nepiekidnosti 
funkcije  / koje  pripadaju  [«,  /)] . 

b 

<1  Neophođnost.  Neka  je  / j~(x)dx  = 0 i neka  je  / neprekidna  u 

tq  € ]dT  b[  i /(.т'о)  0.  Zbog  neprekidnosti  funkcije  u то  postoji  б > 0 

tako  da  je  f~( х)  > 0 za  sve  х 6 [то  — б,  жц  + 6]  Prema  svojstvu  aditivnosti 
integrala  imamo 


gde  je  C konstanta.  Dobijena  piotivuiečnost  pokazuje  neophodnost  tvrđenja. 
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Dovoljnost.  Neka  je  f(x)  — 0 u svakoj  tački  neptekiclnosti  funkcije 
f Iz  uslova  teoieme  slecli  integrabilnost  (unkcije  f-  na  segrnentu  [n,6] , zato 
za  svako  e > 0 postoji  <5  > 0,  tako  da  je  Sp  — S_p  < £ za  bilo  koju  podelu 
P za  koju  je  Д ж,-  < <5,  gde  su  Sp  i Sp  redom  donja  i gornja  Darbuova 
suma  funkcije  f ~ na  segmentu  [a,6]  Fiksiiajmo  takvu  podelu.  Tada  na 
svakom  segmentu  [х,-,  x,-+i]  te  podele  postoji  bai  jedna  tačka  nepiekidnosti 
funkcije  f~  (u  piotivnom  /2  bi  bila  svuda  prekidna  na  celom  [:r;,  z,+i]  pa 
nebi  bila  integrabilna  na  tom  segmentu  a samim  tim  i na  celom  [o,  6]).  Iz 
uslova  zaclatka  daije  imamo:  inf  { f2 (:;;)}  = 0 (г  = 0,  ?г  - 1).  Dakle,  za 

z€[x,,ii+1] 

д Xi  < б je  Sp  ~ 0 i Sp  < s.  Odavcle  sieduje 

b 

0=lim5/-2=  / f2(x)dx  = lim  S ,2 , t> 

A_o  3 J x—o~J 

a 


4.2  Veza  određenog  i neodređenog  integrala 


1°  Njufcn-Lajbnicova  formula.  Ako  je  / nepiekidna  funkcija  na 
segmentu  [a,b\  a F njena  proizvoljna  primitivna  funkcija,  onda  je 


(1) 


U slučaju  kada  je  / neprekidna  deo  po  deo  na  [a,6]  , opefc  važi  foimula 
(1)  Tada,  u opšfcem  slučaju  F nije  primitivna  za  / ali  je  neprekidna  na  [a,6] 
i Ff(x)  = f(x)  па  svakom  infcervalu  neprekidnosti  funkcije  / 

2°  Infcegraljenje  kompleksno-vrednosne  funkcije.  Ako  je  z(x)  — 
(р(х)-Нф(х)  kompleksno-viednosna  funkcija,  gdesu  ф integiabiine  funkcije 
na  segmentu  [a,b\  onda  je 


ip(x)dx  + г 


b b b b 

Na  taj  način  je  j \p(x)dx  = Re  j z(x)dxy  j ij>(x)dx  — Im  j z(x)dx, 

a a a a 

Za  izračunavanje  pojeđinih  odiedenih  integiala  koristi  se  i Ojleiova  for- 
mula:  егх  = cosx  4-  г sin х,  е~гх  = cos.t  — isin.T 
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3°  Rešeni  zadacL 

Primenom  Njutn-Lajbnicove  formule  izračunati  sledeće  određene 
integrale: 


smh  2 

/ тгт^  = 1п  (;e  + \АТхђ  |»Sh; 

sinh  1 

j sinh  2 + \/Г+  sinh”  2 

sinh  1 + \/l  + sinlr  1 

, sinh  2 + cosh  2 e~ 

ln — = In  — = 1.  E> 

sinh  1 + cosh  1 e 


<1  Pošto  je  / |1  - x|  dx  = -sgn{  1 - х)  • + C,  to  je  piema  Njutn- 

Lajbnicovoj  formuli 

j |1  - x\  dx  = sgn{  1 - х)  • ^ 9 i°  = 2 + 2 = * 

o 

35.  / (0  < cv  < тг). 

-l 

< Očigledno, 


33.  /'  -т^г 

sinlil 

<3  Očigledno  je 


34.  / | 1 — хј  dx. 


1— cos  a 


j dx Г d (х  - cos  a)  __  Г 

f х 2 — 2x  cos  a + 1 J (х  - cos  o)2  + sin2  a J 

__l  —1  — cos  a 


dt 

t-  + sin2  a 


( 


1 — cos  a 1 + cos  a 

aictan  — : 1-  arctan 


sm  a 


sina  \ 
sina  \2  2 2/ 


sina 


7Г 


2sin  a 


36.  Dokazati,  da  ako  je  / neprekidna  funkcija  na  segmentu  [a,b]  sa 

tx  + h 

b '2 

simeti ičnim  gi afikom  u odnosu  na  pravu  х = , to  je  / / (x)clx  = 2 J f (х) . 
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< Iz  uslova  zadatka  sledi  da  je  f(x)  = f(a  + b — x)  za  svalco  х € [a,i>]  . 

, ffJbž 

0 2 

Koiisteći  aditivnost  integiala  je  / f(x)dx  — I\  + h,  gde  je  I\  — J f(x)dx, 

a a 

b 

I2  = f f(x)dx.  U integralu  h uzmimo  f(x)  = f (a  + b — x)  i uvedimo 
2 

b 2 

smenu  a + b - х = t\  dobijamo  Jo  = / f(a  + b — х)  dx  = / f(t)dt  = Ji, 


2 


2 


Dakle,  f f(x)dx  = 2 f f(x)  > 


2тг 


37.  Iziačunati  J = / 14:e-f--,  (0  < e < 1). 
o 

< Pošto  je  1 + ecosa;  = 1 + есоз(2тг  - х),  to  je  prema  prethodnom 
primeru 


1 = 2 


I 


dx 


1 + e cos  х 


Izražavajući  cosi  preko  polovine  ugla  § , imamo 

l + ecosz  = cos2  ^ ^(1 +e)  + (1  — e)tan2  ^ 

= sin2  |((1  - e)  + (1  + e)  cot2  . 

Predstavljajući  integral  po  segmentu  (0, 7гЈ  као  zbir  integrala  po  segmentima 
[0,  |]  i [|,7г]  i zamenjujući  1 +ecosx  transformisanim  izrazom  dobijamo 


VT-e2 

4 

л/1  -e2  \ 

4 ( 

ai' 


( ] d (\/te  tanf)  ^ j rf(\/SfCQtf) 
l i+  (\/iWtanf)2  l i+ft/Sf- 

( 


\ 


V° 

arctan 


ftjrf tan  f ) I#  + arctan  l у у 


1 +e  х 
-cot- 


1 — e /1  +e 

ai  ctan , / (-  arctan  ■ 


2тг 


vT^FV“™‘V  l + e Vl-e; 

Napomena.  Integral  se  može  izračunati  i piema  primeru  206  iz  glave 


III: 
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I = F(2ir-0)-F(0)  = -~L^, 


gde  je 


F(x) 


vT 


; arctan 


1 - £ x\  2 

tan  — 4 — ; = 

1 + e 2 vTT? 


X + 7Г 


2тг 


Р(п4-2ктг)  = lira  F(x).  > 

V ж-*5г+2А:7Г 


38.  1=  f 


dx 


^ \J (1— 2aar-fa2)(l—26x-t-62) 


|a|  < 1,  |6|  < 1,  ab  > 0). 


<j  Zapišimo  I u obliku  / = ^ _/  gde  Је  Л = 

B = ђ + L ‘ stavljajući  - х)(Б  - х)  = t(A  - х),  dobijamo 


mwf 

j L /'  _LL  = -L_ 

s/Њ  J F-l  2\/ab 


In 


t~~  1 


-|—  1 


IfcHvT 

l»lvT 


1 ( \/ab+  1 

: 1П 


1,1  + s/ab 

m- 


2\/aI)  \Vab  - 1 J 1 - n/H&’ 


jei  je 


\/ab- fl 

V55-1 


Prema  us^ovu  lnl  < i>l&l  < i ► 


39  I = i +^цг^Ж>(а^°-) 

< Za  rešavanje  ovog  piimeia  koristimo  formulu 

arctan х + atctan  — = yrsgnx  (х  / 0). 
х l 

Očigledno  je 


f + f 

J a2  siir  х + b2  cos2  х J a2  si 


dx 


sin2  х + b 2 cos2  х 


л 


tolc: 
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ab 


f 


j'  d(|tana;)  j d(^  cotaj 
J l + (ftanx)2  / 1 + (£cotx)2 


= ~ (arctan  tanz^ 


n + aictan  [ — cotx 
u ' a 


1 / a b\  ir  ...  тт 

— _ arctan  — + arctan - = ——sgn(ab)  = . , , 

ab\  b a J 2ab  J к ' 2 |ai>| 

Napomena  1.  Transfoi macij om  podintegialne  funkcije  u oblilcu 

1 2 

a2  sin2  а:  + 52  cos2  х (a~  + 62)(1  + e cos  2a:)  ’ 


gde  je  e — £ , 1 аЦ  i uvodeći  smenu  2x  = t,  dobijamo,  koiisteći  primei  206, 
glava  III: 


I 


7Г 

^TW-Ji 


dt 

+ ecos  t 


1 


д2  -{.  1)2  l i/l  — g2 


7Г 


arctan 


7Г 


'1  — |e|  t 2тт  ft  + 7r" 
1 + |e|  Ш 2 + \/1  — e2  . 2тг 


(a2  + b2)\/ 1 — ^2  2 |a6| 


7Т — 0 
0 


Napomena  2«  Ako2  u algebarskom  izrazu  učestvuje  a 2 onda  se  zbog 
jednakosti  а2  = \a\2  može  pretpostaviti  nenegativnost  broja  a. 

40«  Obrazložiti,  da  li  se  u sleđećim  integralima 

1 2тг  l 

a)  f £dx;  b)  f c)  f (arctan  j)  dx  može  formalno  primeniti 

-l  x o an  1 -i 

Njutn-Lajbnicova  formula? 

< U svakom  od  siučajeva  odgovarajuća  piimitivna  funkcija  nije  neprekidna 
na  odgovarajućem  segmentu.  U prvom  slučaju  funkcija  хм!п  |ж|  ima  prekid 

diuge  vrste  u 0;  kod  drugog  integrala  primitivna  funkcija  arctan  (^f) 

ima  prekide  prve  vrste  u tačkama:  f ; ; funkcija  х н-+  arctan  ~ ima  prekid 

prve  vrste  u 0.  U slučaju  a)  funkcija  f(x)  = j nije  Riman-integiabilna 
na  segmentu  [-1,1].  Znači,  u navedenim  primerima  ne  može  se  primeniti 
Njutn-Lajbnicova  formula.  ► 


2Primedba  redaktora 
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< Punkcija  F(x)  — — Ц-  nije  primitivna  za  podintegralnu  funkciju  na 
segmentu  [-1, 1] , jei  ima+preldd  u 0,  (F(-0)  = 1,  F(+0)  = 0).  Međutim 


funkcija 


( F(x),  х € [— 1,0[, 
Ф(а-')  = <!  1,  х = 0, 

I F(x)  + 1,  х 6 ]0,1] 


je  neprekidna  na  [—1,  lj  i Ф'(х)  = F’(x)  na  [ 1 , 0 [ i ]0, 1] , zato  piema  Njutn- 
Lajbnicovoj  formuli  sledi 


i 


d_ 

dx 


1 + 2 з 


Ф(1)  - Ф(-1)  = з + 1 


1 

1 + 0,5 


lOOir  

42.  Naći  f \Д  - cos2 xdx, 

< Pošto  je  \/T  - cos  2x  = \/2  |sin  x| , a |sin(1007r  - x)|  = |sin(507r  - x)| 
= |sin(2TT  - x)\  = |sin.xj  , to  je  (piimer  36): 


IOOjt  " 

I \/l  - cos  2 xdx  = 100  n/2  / sin  xdx  = 200 \/2.  ► 
o b 

Koristeći  određene  integrale  naći  lim  Sn,  ako  je: 

n — 

43.  Sn  = £ + 1 г + ---  + ^- 

<1  Pošto  je  Sn  = £ £ +,  to  je  5n  integialna  suma  funkcije  f(x)  = х na 

segmentu  [0, 1]  koji  je  podeljen  na  n jednakih  delova  a istaknute  tačke 
jednake  su  redom  deonim  tačkama  Xfc_i  (A:  = l,n)  Zato  je 


/ j ‘г  il 

lim  I xdx  jo 

oo  / Z 

b 


44.  + n*f 2 + ' ' ' + n+n 

< «Sn  = “ ]C  — ; Ovo  je  integialna  suma  funlccije  f(x)  — na  seg" 
mentu  [0, 1]  koji  je  podeljen  na  п jednakih  delova  a istaknute  tačke  su 


III 
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iazliku  od  prethodnog  primera  jednake  deonim  tačkama  x/„-  (k  = l,n)  Zato 
je 


i 

lim  Sn  = I т~—  = ln  (1  + х)  |o 

n-ico  J l+x  1 


1п2.  > 


45.  Sn  = + ‘ 

■4  Pošto  je 

Sn  = l g — to  je  Шп  5n  = J = arctanx  Ц = f . ► 

46.  Sn  = 4 (sin  l + sin  + h sin  . 

■<Pošto  je 

П — l . 1 

Sn  = n s*n  тг>  t°  ie  lim  Sn  = fsinirxdx  = 4 cos7rx  I?  = f > 
i=i  n_,°°  b 

47.  Srt  = 1P+2n2+j-+^P  (p  > 0). 

71 

^ЧЕЦ)';  Ovo  je  integralna  suma  funkcije  /(х)  = xp  na  seg- 
i= 1 

mentu  [0, 1]  koji  je  podeljen  na  n jednakih  delova  a istalmute  tačke  su 
jednake  deonim  tačkama  (k  = l,n).  Zato  je 

l 

lim  Sn  = [ xpdx  = |J  = ~~~r.  > 

П+ OO  7 p + 1 1 p + 1 

o 

5n = - (7i~+! + 71+ ™ + • • ■ + х/1 + n)  • 

Pošto  je  5rt  = 4 f)  71  + п’  to  je 
1=1  V 

1 

Jirn^  Sn  = J \/TT ~xdtx  = | (1  + x)2  |o  = | (2\/2  - lj 


48 

< 


> 


49.  Sn 


if 

Zapišimo  5rt  u obliku  Sn  = e k=1  , odakle  sledi  da  se  rešenje  za- 

П 

datka  svodi  na  nalaženje  limesa  sume  <xn  = 4 S lnrt>  к°Ја  ima  mte_ 

fc=i 

gralne  sume.  Pošto  još  nije  uveden  pojam  nesvojstvenog  integrala  2 vrste, 


526 


GLAVA  4.  ODREĐENI INTEGRAL 


formalan  zapis  lim  an  = / ln xdx  nema  smisia  jer  funkcija  у — 1пж  nije 

П~"*00  Q 

Riman-integr  abilna  na  segmentu  [0, 1] . 

Neka  je  n > k,  tada  je  ln  £ = ln  fjpf  тргу  = 1°  (l  + 7)  • Na 

s—k 

osnovu  primera  38,  glava  I,  imamo  nejednakosti: 


1 1 

+ - — 7-^  + 


k+1  k + 2 


1 , n 1 1 

H — < ln  — < — + ■; — | г 
71  k k k + 1 


+ + 


n — 1 


, ili 


11  1 \ k / 1 1 

r + m+  '+^ј  <lnn  <‘(гтт+гт2  + 


+ 


Stavijajući  u ovim  nejednakostima  redom  k — 1,2, ^,n  ~~  1 i sabiiajući 
dobijene  nejednakosti  imamo 


—71.  + 1 < ln  — < — n + 

k=  1 /:=1  K 

Odavde  sledi  (uzimajući  u obzii  primei  85,  giava  I) 

1 In  n + C + £n 

1 < CTji  < 1 + j 

71  71 

gde  je  C Ojleiova  konstanta,  en  — > 0 kad  n — > oo,  Pielaskom  na  limes  u 
poslednjoi  dvostrukoj  nejednakosti,  dobijamo  lim  crn  = —1,  tj.,  lim  Sn  ~ 

ц n— *oo  n-~ >oo 

e_1»  > 

50.  S„  = iE/{«  + fc+) 

k= 1 

Iz  5n  = 5^Ј  ■ E f {a  + £*=*) , sleduje  lim  Sn  = |p~  //(*)Лс  ► 

п—оо  u 

Izostavljanjem  ravnomernih  beskonačno  malih  višeg  reda,  naći 
sledeće  limese: 

51.  5n  = (l  + i)sm^+(l  + |)sin^+  - +(l  + ^i)sin^. 

< Pošto  je  kad  n —*  oo  sin  + O*  (fc  = 1, 2, - 1),  to  je 


71  — 1 


k= 1 
n-l 


п — 1 


k= 1 


n-1 


k= 1 


= E(i+-)^+o*(lj, 

“ \ 71/  П2  \П-/ 
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n— 1 


izatoje  lim  (l  + £)  = 0.  Sada  je 

п— too  jk-s-l  4 n 7 n 


lim  Sn 

7l~~*00 


' Ц —\—^ш  lim  + - 

n—>OG  f — ' V П ) 71~  71->оо  7?.  ' 71  V 71 


lim  f 1 + 

fc=i  ' 


= 7Г  / х(1  + x)c/x  = 7Г  ( / хт/х  + / x*“rfx*  | = ~7Г-  l> 

{ \l  l I 6 


52.  5n  = sin  - У!  o — 
п ОЛ-г, 


fe=l 


2+cus  * 


<3  Pošto  је  sinf  = f + 0*  (Л)  i lim  0*  (A)  ■ У!  тт — 

J n ri  v J n~* oo  V п ; ^ 2-fcus  =- 


0T  to  je 


lim  5n  = 

n— *oo  n— >oo 


n 17  ^ 

j.  7Г  ' 1 j đx  1 j 

i-'oo  n f-f  2 + cos  — ./  2 + cos  х 2 J 

k~~  1 71  л л 


с/х 


/ 2 


tan  § \ 2тг 
+ ■ 


X + 7Г 


UarCtanV  у/Г  J 1 ч/З  L 2ТГ  J 

(primer  206}  glava  III)  . t> 

52  yj(iix+k)(nx+k+ 1) 

53.  5n  = *=1 ^ (х  > 0). 

^ Imamo, 


7Г-0 


1 + 0, 5cosx 


7Г 


ч/З 


s»  - ; E /(* + 1)  (* + +)  - г t (* + ;) + : t°*  (;)  ■ 


Како  je  lim  T ]Г  O*  (n)  ~ п,  to  je 


k= i 


iim  Sn  = iim  1 (х  + — ) = f (х  + t)dt  = х + 1 > 

n—ao  n-*co  n < \nJJ  2 

к=1  л 


54-^  = Sr  + $+  - + +г 


< Transformacijom  sledi 


1 A 2i 


n A~i  1 + 
ј=1  m 


i// 
П j 
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gde  je  S'n  = £ E 2n;  5"  = A f)  Ocenimo  5";  Očigledno  je  S”  < 


i=l 


i=l 


гЛт  < J.  * zat0  J°  “S,  s»  = 01  „‘™o  s"  =„'iS,  s"  %'iS,  » 5 2”  = 

0 

55*  Naći  izvode: 

1)  £ fsinx2dx;  2)  £ [sinx2dx;  3)  £ j sinx2dx 

a a a 

U pivom  slučaju  treba  naći  izvod  konstante,  a u ostala  dva  slučaja 
izvod  funkcije  čija  je  promenljiva  donja,  odnosno  gomja  granica  integrala. 
Zato  je: 

6 b b 

1)  £ f sin  x2dx  = 0,  2)  £ [smx2dx  = -sin  a2,  3)  £ f sinx2dx  = 

a a a 

sin62  > 

56.  Naći  izvode: 

х 2 х3  cus  X 

a)  £ J y/T+Wdt\  b)  £ I -jfLgi  c)  £ [ созтг t2dt. 

0 х 2 sin  х 

-4  Koristeći  pravila  difeienciianja  integrala  kao  složene  funkcije  (pret- 
postavljajući  diferencijabilnost  odgovarajućih  funkcija): 


ф(х) 


dx 


f f(t)dt  = f(if( x))ip'(x)  (za  a) ) ; 


ф(х) 


£ f f(t)dt  = f(ip(x))f)'(x)  - f(<p(x))<p'(x)  (za  b)  i c)). 


<p{x) 


a)  ^ f \/l  + t?dt  = 2xs/i+x\ 

b 

x з 

d ( dt  __  Зх2  2x 


b)  £ I 


v/I+F  “ VT+Lv  Vi+?r* 

X* 

cosx 


c)  £ [ COS  7Г t2dt  = — sin  X COS(7T  cos2  х)  - cos  X COS(7T  sin~  х)  = 

Sill  X 

= (sin  х — cos  х)  cos(tt  sin2  х)  > 

57.  Naći  limese: 


ЈГ  cus/2c/i 


/(arctan  /)2с/£ 


a.)  lim  - — ~z — j b)  lim  / , c)  iim  х 

; ж_>0  x х — ►4"Oo  v*’+l  x->4*oo  Je2t2^ 

o 

< Očigledno  je  da  se  može  primenifci  Lopifcalovo  pravilo  u sva  tri  slučaja: 
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a) 


/'  cos  t2dt 


lim  

х— o х 


= lim  4-1  'o 
dx  J 


cos  t~dt  — lim  cosa’2  ~ L 

х— >0 


b) 


/‘(aicfcan  t)~dt 


^/(arctani)<Jdi 


lim 


iim 


lim 


UiU  J у ilUi 

x—+-f OO  X~  + 1 х > -f co  JL< vZ~  1 x—*-\-oo 


(arctan x)~  _ ir 2 

T’ 


y/x'2-\- 1 


jei  je  lim 

c) 


ж — i 

XI X XX  у / л-глмл  .1 

x-^4-co  v£“4*l 


lim 

х— »4-00 


fe*dt 


fe^dt 

b 


lim 


dx  1 1 e‘~dt 


2e*2  f et2dt 


X"*+°°  if^dt 


~ lim 

х— *4oo 


*2x2 


! f e£2  dt 


— f et2dt 


dx 


= Hm  

х 4 oo 


2 lim 


x~>4oo 

dx 


= 2 iim 


2 lim 


1 


х— >+tx>  2xex~  х— *+co  2x 


= 0..  > 


58.  Neka  /еС[0,  +co[  i f(x)  A kad  х — ► +oo.  Naći  lim  f f(nx)dx. 

n-*oo  0 

■4  Smenom  пх  = t imamo 


j f(nx)dx  = ■—  j f(t)dt  = - 


f f(t)dt 


n 


Pošto  je 


f f(t)dt 

jjm  2 = lim  f(y ) = A 

t/-+4oo  у y—>  4oo 


(Lopitalovo  pravilo)  to  je  lim  f f(nx)dx  = A > 


59.  Dokazati,  da  je  f el~dt  ~ l<acl  x — > co. 

b 
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2 xf  er  dt 

^ Pokažimo  da  je  lim  — — — 1 Po  Lopitalovom  pi&vilu  imamo 


X — >oo  G 


2 х f el~clt 


lim 


z—+oo 


= lim 

x—>oo 


lim 


2 / el~dt  + 2xex 

b 

2xe*2 


lim 

х — * oo 


f e'2  dt  \ 

Ц-r  + i 

xex 

/ 


60 v Naći  lim 


г~»оо  ex"  + 2хгех 

f \/tan  Idt 


~ + 1 = 1 ► 


sm  х 

I 

0 


4+0  f Všintctt 

Izraz  predstavlja  neodieđeni  oblik  Primenom  Lopitalovog  piavila 


imarno: 


sin  х 


f \/tan  tdt  Г — 7 — — Т 

^ . cosx\/tan(sma;) 

L — Hm  = Hm  - - 


a:->+0  ta"x 


f \/sin ~tdt 

b 


■ llill  i ; 7* 

т--*+0  ^/sm(tanx) 


/tanfsma-)  smx 

= lim  W — г (=  lim  \ - = 1-  ► 

х-4+о  у sm(tan  х)  г-*+о  V tan  х 

61.  Neka  je  / neprekidna  i pozitivna  funkcija.  Dokazati  da  je  funlccija 

f 

Ф) 


ff(t)dt 

o 


rastuća  za  х > 0. 

< Funkcija  <p  je  očigledno  diferencijabilna  na  skupu  ]0,  +oo[  i njen  izvod 


је 


xf(x)jf(t)dt-f(x)ftf(t)dl 

i,  л b o 

V (ж)  = 77 ^ 


f(x) 


X 

3 j(x-t)f(t)dt>0 
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(prema  a),  II).  To  znači  da  je  <p  rastuća  za  х > 0,  > 
62,  Naći  integrale: 

a)  | Д*)Љ,  ako  je  /(*)  = | “ Д јДјј. 

b)  / /(*)*,  ako  je  f(x)  = | , 

< a)  Koristeći  aditivnost  integrala  imamo 


, 1 , 1 a 

^ f(x)dx  — I f(x)dx+  I f(x)dx  — I x2dx  + j(2  — x)dx 


o 1 o 

х3  ц (2  — x)“  ц _ 5 
o + 


3 

b)  Slično  piethodnom  piimem  je 


6 


-t  b i 

I — I f(x)dx  = I xdx  + y~1  j (1  ~ x)dx 

b b t 

t (l-x)2.f 


у|о  + 


1 — t 


= t -I-  *(*-*)  - * ^ 

2 2 2 

63.  Iziačunati  integial  i nacrtati  grafik  funkcije  I = /(a),  alco  je 


sin2  xdx 


+ 2a  cos  х + a2 


◄ Za  a ф 1 imamo 


/(х)  = 


sin2  х 


cos2  х 


1 + 2acosx  + ct2  l + 2acosx  + a2  l + 2acosx  + a2 


1 


1 + 2acosx  + a2 


cosx  1 + a 
2\2 


(1  + a2) 


2\2 


4a2  4a2(l  + 2a  cos  х + a2) 


1 + a2  (1  — a2)“  cosx 

4a2  4a2(l  + 2acosx  + a2)  2a  ’ 

((1  + а2)тг  - (1  - a2)2/i)  , 
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gde  je 

/ f £ — — Ae\  < l. 

h~~  i + 2a cos i + a2  2a  j 1 4-  e cos х ’ 1 4-  a2 

o o 

Za  |e|  < 1,  na  osnovu  rešenja  primeia  206,  glava  III,  dobijamo 


h 


: arctan 


1 1-kl.  аЛ  , ^7Г 

tan  — + 


2a  ул/1  -s2 

7Г£  П 


1 + |e|  2 j ' л/1  - 

lQl  < 


£ + 7Г 


2тг 


7Г—  0 
0 


-*=r,  kl>i. 


2ал/1  - е2  11-а21  l “Г=» 
Uzimajući  u obzir  da  je  za  |ај  = 1,  I = § , sledi 

( )_  l + N>i 

Grafik  funkcije  1(а)  nacrtan  je  na  (sl.129).  > 


Koristeći  parcijalno  integraljenje  rešiti  sledeće  integrale. 
e 

64.  [11пх[Љ. 

1 

■4  Kako  je 

/ ~lnx • x€  b’1]; 

I * lnx,  х € (1,  ej , 
to  je  (clz  — Љ,  lna;  = п) 

e i e 

I=j  |lnxjdx=  ^ (—  lnx)dx  + J ln  xdx 

= ( — х ln  х + х)  1 1 + (xlnx  -х)  |x  = 2(1  - e_1)  ().  > 
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V3 

65,  | х aictan xdx 
b 

< dv  = xdx,  u = arctan  х,  v = du  = 


dx  » 

ТТх 


V3 

Jx 

Đ 

7Г  1 
~2  ~~  2 


, дг 

arctan  хах  — — aictana* 


VS  ч/з 

/*ч/  љ 

'o  b 


o 


ч/з  , 

1 j x2dx 

2 J 1 + х2 


7Г  v/3  , 1 
2"  ” 


„ + - aictan  х 
2 2 


V5 

o 


2тг  v/3 


3 2 

Koristeći  smenu  promenljive  izračunati  integrale: 


66.  / х2  \/ a~  — x~dx. 

b 

-<3  Smenom  х = а sin  t,  dobi jamo 


а 2 j 2 

! х1  уЈаг  — xrdx  = n4  j sin2 1 cos 2 fr//:  — j 


, 9 л , 7га 1 

sm“  2Ш  = — г 
lo 


(za  svako  Л:}  7?г  6 N je  / sin2  /včdč  — / cos2  fctrft  — ) > 

b b 

0,75 

anr  т — Г đx 

" (х-f  1}>Д“4-1 


< Stavljajući  = t , dobijamox  = { — 1,  dx  = —ЈЈ,  x‘~  + 1 = | + 2; 


f dt  _ 1 f d (i  — |) 

I i/2«2  - 21  + 1 _ vl ,/  J{tiO  + l 

* 7 7 * 


v/2 


ln 


-7=  ln 

у/2 


t — 9 I + 


1 4 — 1 

9 T 


1 

^”2  +4 


ч/2 


Pi  + \/  (гг)* 


+1 


1 , 9 + 4ч/2  ^ 

|П  , > 

>/2  7 
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68.  Izračunati  integral  I = j \^dx,  smenom  x~~  = t 


-1 


l + .T'1 


< Razmotiimo  neoclređeni  integral  / ■]  jU dx,  х £ [— 1, 1]  U primeiu  27, 
glava  III  je  pokazano,  da  je  funkcija 


F(x)  = | Л aiCtan  + х'  ^ 


gde  je  е(.т)  = -^здпх,  piimitivna  za  funkciju  na  intervalu  ]-oo,  +co[ 
(integial  je  u tom  primeiu  izračunat  smenonr  х — - = t ).  Dalde, 


I = F(x)  |Lj  = e(l)  - e(— 1) 


7Г 

75' 


~i 


v> 

69.  Da  li  se  u integraiu  f х \f\  - x*dx  uvesti  smena  х = sin  tP. 


Navedena  smena  nije  moguća  jer  je  |sinf|  < i > 


70.  Da  li  se  u integralu  /'  vxl  ~ x~clx  srnenom  х = sin  t za  nove  gianice 

b 

rnogu  uzeti  brojevi  тг  i |? 

Л . Г гт-  1 - 

1 


< Mogu,  jei  je  \/ 1 — sin2 1 = — cost,  ako  t € [§,7гј 

l § тг  J 

I y/l  - хЧх  = - I cos2  tdt  = j cos2  tdt  = ^(тг-|)  = ^=  / 


cos~  tdt  [> 


71.  Dokazati,  da  ako  je  / neprekidna  funkcija  na  [a,6] , to  je 
b 1 

j f(x)dx  = (b  — a)  I f (a  + (b  ~~  a)x)  dx 

a b 

< Smenom  t = fEf,  dobijamo 

f f (x)dx  = (b  — a)  J f (a  + (b  - a)t)  dt  = (b-a)  j f (a  + (b-  a)x)  dx, 

'a  0 0 

jer  viednost  odiedenog  integraia  ne  zavisi  kojim  se  slovom  označava  promenljiv« 
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72.  Dokazati  jednakost:  ј х*  f(x~)dx  ~ j x j(x)dx  (a  > 0).. 

b “ b 

«1  Smenom  х = >/ć(*  > 0).  dobijamo  / л;3/(х’“)с/.г*  = ^ f tf(t)di,  što 

b “ b 

predsfcavlja  dokaz  fcvrđenja.  > 

73.  Neka  je  f neprekidna  funkcija  na  segmentu  D [a}6]  Naći 

b 

/ /(•!-'  + y)f/y  ako  je  /I  — a < < B ~ b 

a 

b x-\-b 

< Uzmimo  а;  + y = t,  sledi  F(.x)  = j f(x  y)dy  — j f(t)đt.  Primen- 

a x-\-a 

jujući  foimulu  dafcu  u zadatku  56  imamo 

b x-\-b 

A I f(x  + y)dy  = -L  I f (t)dt  = f(x  + b)~  f(x  + a).  > 

a x+ a 

74.  Ako  је  / neprekidna  funkcija  na  [0, 1] , onda  je 

a)  / f (sin  x)dx  = j f(cosx)dx; 

b b 

7Г  7Г 

b)  / x/(sin  x)dx  = ту  j /( sin  x)dx„  Dokazati. 

b “ b 

^ a)  Zbog  cosx  — sin  (f  — х)  7 sleduje 

тг  tr  £ 

2 2 2 

I f(cosx)dx  ~ I f (sn1*  G ~ x))  — I fism 

o b b 

(uvedena  je  smena  f — х = t). 
b)  Transfor rnacij om 

7Г  7Г 

ј xf( sin  x)dx  — j xf  (sin(7T  — х)) 

b b 

i smenom  7r  — х — dobijamo 

7Г  7Г  7Г  7Г 

I xf(sinx)dx  = У (ir  — f )/ (sin t)dt  = ж j f(smt)dt~  j tf(sint)dt, 


odavde  sledi  j x f(smx)dx  = f j f(s\nx)dx  (jer  vrednost  odieđenog  inte- 

b " b 

gr  ala  ne  zavisi  lcojim  se  slovom  označava  promenijiva)  > 
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75,  Dokazati  da  za  nepiekidnu  iunkciju  f na  segmentu  [-/,/]  važi: 

t i 

1)  f f(x)dx  = 2 / f(x)dx,  ako  је  funkcuja  / parna; 

-t  b 

t 

2)  / f(x)dx  = 0.  ako  je  funkcija  / nepatna. 

-t 

Dat-i  geometiijsku  inteipretaciju  ovih  činjenica. 

<j  Očigledno  je 

t o ( 

I f(x)dx  = j f(x)dx  + j f(x)dx ; 

-l  -i  o 

ako  u prvom  integialu  uvedemo  smenu  х = -t  onda  је 

0 i 1 

1 f(x)dx  — I f(—t)dt  = j f(-x)dx. 

-i  o b 

ii  . . 

Dakle,  f f(x)dx  = f(f(x)  + f(~x))dx.  Ako  je  funkcija  ./  patna  tada  je 

-t  b 

f(x)  + f(-x)  = 2 f(x)  i tako  imamo  1);  u siučaju  da  je  / nepama  tada  je 
/(х)  + f(—x)  = 0 i tako  dobijamo  2), 

U slučaju  1)  ravna  figura  (krivolinijski  tiapez)  je  osno  simetiična  figuta 
( у osa  je  osa  simetrije)  i onda  je  ukupna  povišina  figuie  jeđnaka  dvostrukoj 
povišini  dela  figure  sa  jedne  strane  ose  simetrije.  U drugom  slucaju  krivolin- 
ijski  trapez  se  sastoji  iz  dve  figuie  koje  su  uzajamno  sinretiične  u odnosu  na 
kooidinatni  početak,  a integral  ( algebaiska  suma  povišina  ) je  jednak  0.  ► 

76.  Dokazati  da  svaka  parna  funkcija  ima  jednu  neparnu  piimitivnu 
funkciju,  kao  i da  su  sve  primitivne  funkcije  neparne  funkcije,  paine. 

■4  Neka  je  / zadata  na  inteivalu  ]—/,/[,  parna  i piipada  klasi  C\—l,l[~ 
Tada  svaka  primitivna  za  / ima  oblik: 

X 

F(x)=  I f(t)dt  + C, 

b 

gde  je  C pioizvoljna  konstanta.  Očigledno  je 

— X X 

F(-x)=  j f(t)dt  + C = - I }(z)dz  + C 
o b 
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(uveđena  je  smena  t — —г  i koiišćen  uslov  pamosti  tunkcije  / ).  Odavde 
sledi  da  je  F(—x)  = -F(x)  za  svako  х 6 j -l,l{  ako  i samo  ako  je  C = 0. 
Time  je  pivi  deo  tviđenja  dokazan  Ako  je  tunkcija  / nepaina,  onda  za 

X 

svaku  piimitivnu  funkciju  G važi:  G(x)  = [ f(t)dt  + R\  gde  je  K biio  koja 

b 

konstanta.  Sada  je 


G’(-.r)  = j f(t)dt  + K=  j f(t)di  + K = G(x) 
b b 

(uvedena  je  smena  t = —л,  dt  — — dz , /(— г)  = —/(2)  zbog  nepamosti 
funkcije  / ) Dokazan  je  i drugi  deo  tviđenja.  > 

Napomena:  Tvrđenje  je  tačno*5  ako  se  za  funkciju  / pretpostavi  inte- 
grabilnost  (ne  obavezno  neprekidnost),  Dokaz  je  isti. 

77,  Iziačunati  I = f (l  -f  д;  - £) 

0,5 

< Uvedimo  smenii:  х + ~ = t.  PoSto  je  х dvoznaCna  funkcija  od  to 
ćemo  dati  integral  lastaviti  na  zbir  integtala  po  segmentima  [0,5;  1]  i [1,2]  : 

I = h + h gde  je  I\=  f (l  4-  х - £)  dx  i h ~ f (l  + x~  j)  ex+*dx.  U 
d.i  1 

integralu  I\  je  х = a u integialu  h je  х = — , i onda  je 


2 

h = 0,5  j el  (l  - -^==  -И- sjF  - 4)  dt, 

0,5 

*2,5 

h = 0,6  J el  (l  + + t + чЛ2  - 4)  dt-, 


- 

2 

2,5  2,5 

= \J 12  — 4el  f — j el  \Jtr  — Adt  + j el  \JW—  ~Adt  = l,5e2’5,  > 


‘ Prirn  prevodioca 
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2тг 


78.  U integialu  I = J / (:r)  cos  xdx  uvesti  smenu  sin.x*  = L 
b 

< Piedstavimo  dati  integial  kao  zbir  četiii  integiala  po  segmentima  na 
svakom  ocl  kojih  je  funkcija  у = sin  х monotona: 


I rr  ^ / /(х)  cos  xdx 

A=0 


Uzimajući  u svakom  integialu  sin  х = t,  imamo 

l o 

I — j f{ancsmt)dt+  j f{ir  - aicsmt)dt 


o 

-i 


+ j aicsint)  + j /(2 7Г  + arcsint)dt 
b “i 

i 

j (/(aicsin  t)  — /(тг  - arcsin  t))  dt 
b 

o 

+ j (/( 27г  + arcsint)  - /(7г  - aicsint))  dt 


(tokom  smene  promenljive  koiiSćena  je  foimula  Arcsin  t = (— 1)A  aicsin  t + 

А:7г,  fc  6 Z3  uzimajući  fc  = 0,±1,2).  > 

l , 

79.  Iziačunati  integral  / = / (cosln  j)  n 6 N. 


^ Zapisujući  integral  u obliku 

l 


-l 


cl  (cos  1p  д ) 


rf(lnx) 


d ln 


i uvodeći  smenu  in  j dobijamo 
2птг 


/ 


dt 


cos  t 


27177  7Г 

dt  = I |sin  i|  dt  = 2n  j smtdt  — 4n.  > 
o o 
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80.  Naći  I = / dx 

0 

7Г  VT 

«2  Kako  je  pokazano  u zadatku  74,  b)  f zf(sinz)dx  ~ § j f(smx)dx: 

b ~ u 

Na  taj  nacin  je 

7Г  7Г  (> 

7Г  / sin.Tf/.T  7Г  / c/(cOSx)  7Г  . х .() 

' = 2 Ј “ 2 ] ПЛ  = 2 MC“',(C<>SI)  l'“-  ” 


81.  Naći  integial  / = / ако  је  /г(х) 

-г  ' 

<3  Funkcija  h ima  piekide  diuge  viste  u tačkama  0;  2,  a funkcija  aictan  /1, 


je  piimitivna  za  podintegialnu  funkciju  na  inteivalima  ]— 1,0[.]0,2[  i ]2, 3[  i 
ima  piekide  prve  viste  u navedenim  tačkama.  Zato  piedstavimo  dati  integial 
u obliku  zbiia  tii  integrala  po  segmentima:  [—1,0] . [0,2]  i [2,3]  U tačkama 
piekida  funkcije  h uzmimo  jednostrane  limese  funkcije  arctan/r.  Kako  je 
/(.(— 0)  = — oo,  /i(+0)  = +oo,  /i( — 1)  = 0,/i(2  — 0)  = — oo,  h(2  + 0)  = 
+oo,  h( 3)  = ~§,  to  je  I = aictan /i(— 0)  + arct:an/i(2  - 0)  + arctan/i(3)  - 
aictan  h(— 1)  — arctan  /г(+0)  - arctan h( 2 + 0)  = aictan  §§  — 27Г  > 

82.  Dokazati  da  ako  je  / neprekidna  peiiodična  funkcija  definisana  za 

a-f-T'  J 

-co  < х < +oo,  sa  peiiodom  T,  to  je  j f(x)dx  = J f(x)dx , gde  je  a 


a 


0 


pioizvoljni  btoj. 

< Zapišimo  tntegial  u obliku 


а+т  т ci+7 

I f(x)dx  — I f(x)dx+  I f (x)dx 


(1) 


(na  osnovu  svojstva  aditivnosti  integiala),  Razmotiimo  drugi  sabiiak  u 

a +Г 

desnom  delu  jednakosti  (1).  Zbog  periodičnosti  funkcije  f je  / f(x)dx  = 

f 

a+T  _ а+Т  a 

I f (х  — T)  dx  Sada  se  smenom  х — Т = z,  dobija  / f(x)dx  = / f(z)dz. 
f ' 7 0 

Na  taj  način  je 

a -\-T  T ( i T 

I f(x)dx  = j f(x)dx  + j f(x)dx  = j f(x)dx, 
u « o b 


šfco  je  i tiebalo  dokazatL  i> 
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83.  Dokazati  da  su  funkcije 

X X 

F(x)  = j sin"  tdt  i G(x ) = j cosra  tdt 
b b 

za  neparne  vieclnosti  pritodnih  brojeva  pciiodične  sa  peiiodom  2тг,  a za 
parne  vrednosti  je  svalca  od  njih  jednaka  zbiiu  lineainc  i peiiodične  funkcije. 

< Ako  je  n = 2 m + 1 imamo 

x+2it  2тг 

F(x  + 2тг)  = F(x)  + j sin-m+1  Idt  = F(x)  + j sin2m+1  tdt 
х b 

27Г 

(piema  prethodnom  zadatku)  Na  osnovu  piimeia  82  i 75,  sledi  / shrm  1 1 tdt  — 

b 

/ sin2m'H  tdt  = 0 Dakle,  F(.t4*2tt)  = jP(x)  u slučaju  da  je  n neparan  priro- 

— 7Г 

dan  broj. 

Ako  je  ii  = 2 m imarno 

2<r 

F(x  + 2vr)  = F(x)  + j sin2m  xdx  = F(x)  + Cm, 
b 

ede  je  Cm  > 0 konstanta  za  svako  rn  (očigledno,  / sin2m  xdx  = 4 j sin2m  xdx  = 

o o 

cm  > 0).  Dobili  smo  dakle  jednakost:  F(x  + 2тг)  - F(x)  = Cm.  Pošto  je 
funkcija  Ф(.г-)  = F(x)  — periođična  sa  peiiodom  27г  (direktna  pioveia) 
to  je  F(x)  = Ф(г-)+^г,  tj.  F je  piedstavljena  kao  zbir  periodične  i lineame 
funkcije.  Na  sličan  način  se  dokazuje  tvrđenje  i za  funkciju  G > 

84.  Ako  je  / neprekidna  periodična  funkcija  sa  periodom  T oncla  se 

funkcija  F(x)  = f f(t)dt  može  predstaviti  kao  zbir  lineame  i periodične 

Хо 

funkcije  istog  peiioda  T 

< Zbog  nepiekidnosti  funkcije  f funkcija  F je  difeiencijabilna  i važi 
ir'(x)  = f(x).  Zbog  periodičnosti  funkcije  / imarno  da  je  F'(t  + T)  = f(t). 
Uzimajući  zatim  integral  na  segmentu  [г0,гј  , sledi  F(x  + T)  - F(x0  + T)  = 

F(x).  Ali,  F(x0+T)  = f f(x)dx  = j f(x)dx  = C,  C je  konstanta  (piimei 

82)  Znači  F(x  + T)  - F(x)  = C U slučaju  da  je  C = 0 imamo  F(x  + T)  = 
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F(x);  tj  F je  peiioclična  sa  peiiodom  T Neka  je  C ф 0 Razmotrimo 
onda  funkciju:  Ф(.т)  — F(x)  — Ona  je  periodična  (diiektna  provera)  sa 
periodom  T.  Odavde  sledi  da  se  funkcija  F rnože  piedstaviti  kao  zbii  lineaine 
i peiiodićne,  tj  .F(a:)  = + Ф(а;),  što  i znači  ktaj  dokaza  tviđenja.  > 

Izračunati  integrale: 

85.  I = f x(2  - x2)12dx. 
b 

Smenom  2 — х2  = t.,  xdx  = — \d  (2  — х2)  imamo 


i 

/ 

-1 


u 

f (2  - x2)ud(2  - 
1 

х2)  = 

(2  - 22)13  |Q  __  1 

26  11  26 

xdx 

c*+x+l  " 
), 

1 d(x2  + х + 1) 

I 

.1  / 

dx 

/ Х^  + X + 1 
-1 

2 J 
-1 

G-+l)2  + f 

= 7}  ln(a;2  + х + 1)  |1г 


1 aictan2x'  + lil 


n/3  у/5 

1пЗ  1 ( лт  1 \ ln 

= — — ^ I aictan  v3  + arctan  ~j=J  = — 


i 

1пЗ 


7Г 

%Д' 


> 


87.  1=  f(xlnx)2dx. 

1 

< Parcijalnim  integraljenjem  (x2dx  = dv,  ln2  х = u,  dx  = du)  sledi 


Nađimo  I\  = f х2  In  xdx  Opet  paicijainim  integraljenjem  ( x2dx  = dv, 

l 

ln  х = u,  v = /j-,  ~f  = du ; ) imamo 
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Konačno  je 


4e3  2 __  5e3  — 2 

1 ~ T ” ~W  ~~  27  ~~  27 


88.  I = (хЏТ-хскс. 
i 

«3  Smenom  1 — х = t?  dobijamo 
o 


/ = з f(  1-«У*  = 3^-у)|°! 


-6б|.  ► 


89-  / =) 

<i  Smenom  .т  = ^ dobijamo  dr  = ТргТ  = S > iei  JG 


Isin  i| 


< 


t < — Onda  je 


-/ 


sg7i(sin  t)  sin2 1 cos  t _ 


sin“  t cos  t 


•> 

/- 


7Г 


90.  / = Ј .гл5\/1  + 3x'8dx. 

< Uzimajući  snienu  1 + З.г8  = z~\  (x7dx  = , xl5dx  — jg  d^), 


dobijamo 


I = hj г2(Л  - 1)Љ  = м (т  " т)  l? " 


29 


270 


91.  I = f aicsin  Ј i^dx. 

0 V r— 

<j  Paicijalnim  integialjenjem  (du  = dx,  u = aicsin  ),  siedi 


;c  aicsin 


V3  f (\Za)2fU\/+ 


1 + х 1°  2,1  \/Г(1  + т)  2 ./  n 


+ (\^Г 


7г  - \/x  |o  + aictan  \/x  |o  = -у  " ^ ► 
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92-  I ,/  (2+cosi)(3+cosa.) 

A Giafik  poclintegialne  funkcije  je  simetiičan  u odnosu  na  piavu  х ~ n 
( f(x)  = /( 2тг  - ж),  х € [0, 2vr]  ) i zato  je 


j — 2 I — • 

/ (2  + cos  :t)(3  + cos  х)  ’ 
b 

Pošto  je  1 = (3  + cos.t)  - (2  + cosx),  to  je 


/ j dx 

/ (/;l:  ^ 

7Г  7Г 

_ /___+; H / 

1 / 2 + cos  х 

/ 3 + cos  л;  / 

/ 1 +£l  cosx  3 / 

\o 

0 / 

0 0 

dx 


1 + £■>  COS  X 


gde  je  £i  = 1,62  = g.  Primitivne  za  funkcije  fj(x)  - 1+eyCOS3;  (j  = 1,2)  su 
( piimer  206,  glava  III  ) funkcije 


Fj  (х) 
Fj(  7г  + 2ктт) 


arctan 


1 -£•/ 


\А  5 

lim  F(x ), 

х— >7r«f2A:7r 


tan  — + 


2тг 


1 + Bj  2 


4 


l—£j 


X + 7Г 


2тг 


pri  černu  je  F}(n  - 0)  - Fj(0)  = na  osnovu  čega  se  dobija 

V1_eJ 


/ = тг 


TT^f  ч/гГ 


2тг 

93.  /=  f ,i  -fe — . 

am1  ®4*cos*  ac 

<4  Podintegialna  funkcija  je  peiiodična  sa  periodom  f i zato  je 


/ 


4 / — 4 / (l  + tan2.T)d(tan.r)  =4  Г l_±f_ 

/ sin'1  х + cos'1  х .1  1 + tan'1  х J 1 + t1 

' rr  Л —1 

4 (^~~=  arctan^-™  +e(t)j  јЦ  = 4(e(l)  - c(-l))  = 2х/2тг 


( na  osnovu  primeia  82  i 68  ). 


544 


GLAVA  4,  ODREĐENI INTEGRAL 


Napomena.  Konsteći  jednakost  sin*5  х + cos4  х = | (1  + e cos4x) , gde 
je  e = |,  smenu  4x  = t.  i primer  206,  glava  III,  imamo 

8тт 

, = 

I 1 + £ COS  t 

-■\љ 

бтге 


arctan 


2n/2tt. 


t- f 7Г 

2тг 


8тг— 0 
0 


94.  I = / sin  х sin  2x  sin  Зхс/.т 
b 

<1  Pošto  je  sin  2ж  sin  Зх  = \ (cos  х - cos  5x),  to  je 


sin  х sin  2x  sin  Зх  = ~ - — — (sin  6x  — sin  4x)  — — (sin  2x  sin  6x  + sin  4x) 

4 4 4 


_ 1 / cos  2x 

te  je  / = - I ^ 


l + ■ 


cos  6x 


6 


2 cos  4x 
» + — 


95.  a)  Ji  = / (х  sin  x)‘2dx;  b)  /2  = j(xcosx)~dx. 
b ’o 

7Г  f 3 

Očigledno,  I\  + h — / x2dx  = %- ; i 
b 

-!Т  7Г 

х2  sin  2x 


/2-/1 


■ I* 
0 


cos  2 xclx  — 


- lo  “ I x'si 

b 


х cos  2x 


-lo  I cos2 xdx  = | 


sin  2 xdx 
7Г  sin  2x 


7Г  _ * 
0 “ 2 


Znači,  /1  = f (f  - l)  . h = f (т  + I)  ■ ► 

7Г 

96.  / ==  f ex  cos2  zdz\ 

b 

^ Očigledno  je  / = /1  + /2?  gde  je 


7Г 


0 
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7»  7Г 

L)  = ~ I ex  cos  2xd.x  = Re  i j ex(1+2,)rfx 


= Re 


ex(l+2t) 

_____ 


= Re 


ex(l  — 2?‘)(cos  2.т  + i sin  2т)  \ . ж 

16 


10 


ex(cos  2л;  + 2sin  2.x)  e*  — 1 

16'  = 


10 


10 


Konačno je 


In  2 


97.  I = / sinli4  хЉ . 
b 

< Koiisteći  formule  sinlr  х — ; cosh2  2.r  = •— •— ; imamo 


sinli  х 


1 ( cosh  4x  4- 1 


— 2 cosh  2x  + 1 ) = - (cosh  4x  ~~  4 cosh  2x  + 3) 
8 


Dobijamo  da  je 


Зх  + 


sinh  4x 


— 2 sinh  2.r 


ln  2 
0 


= 1 (з1п2  + 2 4 + ij  = -1п2  — ► 

8V  + 128  + 4j  8 1024 

Koristeći  formulu  sniženja  stepena  izračunati  sledeće  integrale 
ako  je  n prirodan  broj. 

98.  In  = f sin nxclx. 
b 

<3  Paicijalnim  integialjenjem  (sin xdx  = dv,sinn_1  х = n),  imamo 

"o 

In  = cosa'sin"”1  х ||  + (n  — 1)  j sin'1-2  х(1  — sin2  x)dx, 


tj.  In  = (n  — l)ITi-2  — (n  — 1 )/n,  odnosno  In  = In-2  Koristeći  dobijenu 
lekurentnu  formulu  lako  dobijamo  konačan  rezultat  za  bilo  lcoji  prirodan 
broj  n Neka  je  n = 2 k,  tada  je 

r (2Jfc-l)(2fc~3)...3-l  r _ (2k  — 1)!!  тг 

l'lk  rkt  /т  r»\  r\  ' -LQ 


:(2к  — 2)  ...2 


ll  9 
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jer  je  Jo  = f dx  = Ц.  Neka  je  n = 2k  + l,  tada  je 
b 

2k(2k  — 2).  ..2  r_  (2fc)!! 
LlM  ~ (2k  + 1)(2A:  - 1) 3 1 h (2 k + 1)!!  ’ 


jer  je  I]  = f sin  xdx  = 1.  > 

b 

tr 

o 

99.  I„  = / cos" 

’o 

< Piema  piimeiu  74, a)  imamo 


In  = j sinn  xdx 


ж _ _ ok 

Г9М11  2’  — -'л> 

-MlL  n = 2fc  + 1 

(2fe+l)!!>7  “ ^ 


100.  J„  = f tan-n  .Tite. 
b 

<3  Kako  je  t;an2n  xdx  = tan2n"2  xrf(tan®)  - tarrn  - xdx,  to  je 

1 


In  = 


tan2n  1 х 

2 n - Г 


0 — ^n-l 


2»  - 1 


■*П  — 1 ' 


Dobili  smo  formulu  sniženja  (rekurentnu  foimulu)  tj.  J„  je  iziaženo  preko 
In~i  Izražavajući  dalje  In~\  pieko  J„_ 2,  zatirn  J„_o  preko  Ј„-з*  ..dobijamo 


,fc-l 


+ = E - <-1>" 


^ 2?г  - (2fc  - 1) 
к=1  v 


2(71  — к)  + 1 у 

Uvodeći  novi  indeks  sumiranja  71  —■  fc  — m i uzimajući  u obzii  da  je  /о 

tr 

4 

f dx  = j,  dobijamo 


/ n-l 

r.-(-ir  U-E 


иг 

4 2m  -h  1 

m— 0 , 


1 

101.  J„  = /( 1 - x2)ndx. 

b 
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< Smenom  х = sinit,  sleduje  In  = f cos2n+1  tdt  = 

b 


(2n)i! 

(2n+l)H 


2a,‘(n!)2 

(2п+1)! 


(piimer  99)  ► 

102.  In  = ./ 


xn  dx 


<3  Smenom  х = sini,  imamo  /„  = 


f sinTl  tdt  Ovaj  integial  je  razmatran 
b 


u piimeiu  98  . ► 

103.  /„  = f xm(lnx)ndx. 

<3  Funkcija  f(x)  = xm(lnx)n,  je  nepiekidna  i ogianičena  na  lazmaku 
|0,1]  (jei  je  lim  f(x)  = 0).  Razmotrimo  sada  funkciju 


F(x) 


f (х) , X ф 0; 
0,  х = 0; 


l i 

očigledno  je  /„  = f f(x)dx  = / F(x)dx  Patcijalnim  integraljenjem  imamo 
b 'o 


In 


xF(x)  п n 


m + 1 1 m + 1 . 


1 

/ xm(lnx)n-1dx  = — ~/„- 

J m + 1 


Iziažavajući  dalje  /„_ i preko  In-‘>,  zatim  1п-‘>  ргеко  /„- 3i  ...dobijamo 

r (— l)nn!  r_  (— l)nn! 

/п  / - \ -*0 


(m  + l)n  u (m  + l)n+1 


(jei  je  /о  = j^j).  ► 

104.  /„  = / (Hggf)  dx. 

0 4 7 

<3  Koristeći  formule  sin  х — cosx  = >/2sin  (ж  — f) ; sinx  + cosx  = 
\/2cos  (х  — f ) dobijamo 

тг  <L 

Л j 

/„  = / tan2n+1  (х  - J)  dx  = - I tan2n+1  tdt 
o b 

(uzeta  je  smena  f - х = i)  Postupajući  dalje  kao  u piimeiu  100  imamo 
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foimulu  sniženja:  In  = + In~  1,  na  osnovu  koje  se  dobija 


= E * - (-ч”  (-* + 1 1- 

А,— 0 v } \ тп-1 


71  ( 


gde  je  h = / tan  tclt  = /’  = in  cos  t % — In  \Д.  > 

'°  * 

105.  Koiisteći  Ojlerovu  formulu  егх  = cos.x  + ?sinx,  pokazati  da  je 


1=  / ешх  e-vnxdx 


0,  m ф n; 
27Г,  m = n. 


^ J=:  [ e2X(n““m)dx  = 27г  za  7i  = m;  Neka  je  n ф m;  tada  je 


cos(n  — m)xdx  + i / sin(n.  — 77i)xdx 


=к  (sin(?z  — m)x  In77  +i cos(n  — m)x  lo* ) = 0.  ► 

71  — 771  4 1 

Ako  m,n  6 N izračunati  sledeće  integrale: 

7Г 

106.  / sin2m  ж cos2n  xdx. 

b 

Л 

2 

<5  Neka  je  I(2m,2n)  = Ј sin2"’  xcos2n  xdx\  Parcijalnim  integialjenjem 

b 0 

( cosxdx  = du,  sin2m  ж cos2n_1  .т  = u),  nalazimo  da  je  I(2rn,2n)  = jm+i  ' 
I(2m  + 2, 2n  — 2).  Snižavanjem  reda  dalje  (još  n — 1 puta)  dobijamo 

/<2m-2n>  = (2m  +(l’)'(2m  + 3)Z(tl 2„  - i)/(2m  + ^ 0) 

(2n-l)ii(2m  + 2n-l)ii 7Г 

~ ((2?n  + l)(2m  + 3)....(2m  + 27i  — l)0(2m  + 2n)i!  2 

(2n  - l)!!(2m  - 1)!!7Г  _ 7г(2п)!(2т)!  ^ 

— 2(2  m + 2л ) ! ! 22m+2n+1m!n!(m  + п)! 


107. 

‘I  sin  X 
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■4  Podintegialna  funkcija  nije  definisana  u tačkama  х = 0 i х = тт,  ali 
je  na  intervalu  ]0, 7г[  ograničena  jei  postoje  konačni  limesi  kad  х — > +0  i 
х — > 7г  - 0;  Razmotrimo  funkciju 


J f(v),  * € ]0,тг[; 

( n,  X = 0,  ( — l)n+1ft,  X = 7Г 


gde  je  f(x)  = . Očigledno  je  j f(x)dx  = j F(x)dx.  Prema  Ojlerovoj 


foimuli  je  sin кх  = ЈАегкх  - e гкх)  (k  = l,n).  Dakle, 


V „t-((n+i)-2Jt)x  = I 2(cos(n  - l)x-  + cos(n  - 3)x  + - • - + cosx),  n = 2 m; 

[ 2(cos(?2  — l)x  -f  cos(??.  — 3)*т  + + cos  х)  + 1,  n = 2 m — 1 


Kako  je  f cos((?i+l)-2k)zdx  ~Q(k~  1,  n)  to  je  f *§ffđz 
о b 

108.  / = j 
0 

<1  Označimo  /(х)  = "0s(c20^1-  i lazmotrimo  funkciju 


n = 2m; 


n 


2?n  - L 


F(x) 


/(х),  X 6 [0Д[и]|,тг]; 
(-l)n(2n  + l),  x=|. 


7Г  7Г 

Onda  je  f f(x)dx  = f F(x)dx.  Koristeći  opet  Ojieiovu  foimulu  irnarno 

b b 

cos(2n  + l)x  = 1 (ei(2n+1)*  + e-i(2n+1):r)  , cos  х = \(eix  + e~ix)-, 
zato  je 

COs(2n  + l)x  _ ei2nx  „ e?(2n-2)x  + _ + (-l)n  + • • ■ + е^Г2пх 

cosx 

= 2^(~“l)fc_1  cos2  (?г  - (fc  — l))x  + (— l)n. 

k=\ 

Integraleći  poslednji  iziaz  član  po  člaif  dobijamo  viednost  integrala:  I = 

( — l)rt7r  (jet  je  /*cos2(n  — (ft  — 1))л;Љ  = 0,  A;  = l,n)-  ► 
b 

109,  / = / 7г  cos  пх  cos71  xdx . 

b 

< Iz  Ojleiove  formule  sleduje 
cos  х cos  пх  = (e  + e ) (e  + e ) 
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9n+l 


Y^ck  (e2(n"fc)x  + e~2fcxj 


fc«  0 


\fc— 0 fc=0  / 

]Г  Cfc  ei2(n~fc):r  + Jjj  C£e~i2h 


1 1 
+ 


Ч**  0 


2« 

= 4 + ^ECfcoS2(„-4x 


Integialjenjem  nalazimo  da  je  7 — -^r,  jer  je  C£  J cos2  (n  — k)xdx  0 

o 

(к  — 0, 7i  — T) . ► 

110.  / Trsin”  xsin  nxdx. 
b 

^ Očigledno  je 


7Г 

1=1  cosn  (х  - COS  (?1  (х  _ I)  + (n  - 1)  ^ dx 

b 

тг 

2 

= j cos11  i cos  (nč  + (n  — 1))  ^dt 

7Г 

2 

(uvedena  je  smena  х - § = t).  Prema  Ojlerovoj  formuli  slediije 

f (t)  = cosn  f cos  (ni  + (n  - 1)^  j 

_ _l_(e!i  4.  e~il)n  ^e*(nt+(n_1)2)  + e-‘(n(+(n-1)f)j 

_ _J—  Y2 Ck e*(n“2fc)t  ^c*(nt+(n-1)f ) + e-*(nt+(n“1)?)  j 

" fc=0 

_ 1 уј  Qnei(n~2k)L  ^gi(nt+(n-l)f  ) + g— i(nt+(n— l)f  )^ 


fc=0 


cos(,‘,„  ^ +^E  сг (2<n  - *)t + (« - d|)  . 
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Iiitegialeći  sađa  levu  i desau stranu  dobijene  jednakosti  na segmentu  [-§, f } , 
dobijamo 


, 7Г  . Ћ -K  . ПЋ 

In  = cos  (n  - !)  2 = 2^ sin  T’ 


gde  smo  uzeli  u obzir  da  je 

гг 

2 

J cos  ^2(n  - A;)t  + (n  - dt  — 0 (/c  = 0,тг  — 1) 


Naći  integrale,  n G N. 

111.  / = ] sin71”1  xcos(n  + l)xdx 
o 

^ Ocigledno, 


* * 

J sinn_1  .г*  cos  пх  cos  xdx  - J sinn  х sin  nxdx 


, __  djsin"  х) , 


Paicijalnim  integraijenjem  prvog  integiala  (du  = sinn  1 х cos  xdx 
u = cos  nx‘)  je 

I _ sin  xcosn>r  |g  ^ j sinn  xs\nnxdx  - j sinn  xsinnxdx  =0  > 
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112.  / = jf  cosn_1  xsin(n  + 1).га!х 

o 

< Slično  prethodnom  primeiu  / = 0 ► 

2тт 

113.  I = f e~ax  cos2"  х-с/х 

< Zamenjujući  cosx  = |(е'1  + е_,г),  dobijamoza  podintegralnu  funlcciju 


/(х)  = (е'2"ж  + C'M2"-2*1  + Cf + +Cf"_(2n_ 


i)c 


p-i(2n-2)i  , -Ј2пх 


92  rt 


(2  (Со2"  cos  2nx  + Cfl  cos(2n  - 2)x  + + + C’2",  cos  2x)  + C~n) 


Pošto  je 


2ir 

2тг 

л 

/ gx(— a+i(2n— 2fc))  \ 

[ cos(2n  - 2k)xe~axdx  = Re 
J 

/ ех(-а+?(2п-2Л:))^х  __ 

1 Re  -a  + i(2n  - 2fcj  ) '' 

0 

0 

\ 7 

2тг 

0 


In*  = 
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= rt2  ■|.^7T9^  “ 2/^  Sin(2n  “ 2/с)‘г'  “ a cos(2n  ~ 2А:)-г')  |Г 

2n 

n ( '1  - р-2а7Г)  Л 1 _ p~2ow 

= тЉ  (*  = o.n-l)  i / e~axdx  = — - , 

a2  + (2n  - 2/г)2  к ' a 


to  je  konačno 


1 - e /^,2x1,0  у'  Г2п  a 

1 ~ 22na  1 C"  +2ž^Cfc  -^Шг 


~2air 


71  — 1 


A?=sO 


+ (2n  - 2/c)2 


114.  / — j cos  2nx  ln  cos  xclx, 
b 

< Podintegialna  funkcija  nije  ograničena  u okolini  tačke  х = dalde  nije 
integrabilna  na  segmentu  [0,  f]  . Označavajući  dati  integral  sa  In  i koristeći 
činjenicu  da  je  funkcija 

f(x)  = (cos(2?z  — 2).т  + cos  2пт)  In  cos  х 
= 2 cos  (2n  — 1)  х cos  х In  cos  x} 

х € [0,f  [ i / (f)  = 0 integrabilna  да  segmentu  [0,§]  uz  primenu  parci- 
jalnog  integialjenja  sleduje: 


/71  + Лг- 


= j f{x)dx 


f 


sin  (2n  — 1)  х 
2n  - 1 


cos  т ln  cos  .г 


\ 


0 ° + / зт(2«-1)-г- 


+2 


2n 


2 

- — - j sin  (2n  — 1)  х sin  х In  cos  xdx 


2 n - 1 


(In~  1 Лг)  ) 


odakle  je  In  = 1 Iz  dobijene  rekuientne  veze  sleduje  In  = (— 1) 


71—  1 Л 
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Zatim  je 


2 

/х  + Iq  = 2 j cos2  х ln  cos  хЉ 


= 2 sin  х cos  х ln  cos  rc 


t°  + 2 j sin2  х ln  cos  + 2 / sin2  xdx 


IX 


h — h + ^ 


odakle  se  dobija  /1  = f , In  — (-l)*”1;^.  ► 

1 

115.  IzzaCunati  Ojlerov  integral:  S(m,n)  = /дт“1(1  - ako 

b 

771,  n 6 N. 

Paicijahiim  integraijenjem  ( xm~ldx  = dv;  (1  - .т)71”1  = u),  imamo 

В(т,  n)  = јШ(У  |o  + ^ /хт(1  - x)n~2dx  = 2=lB(m  + l,n  - 1) 

0 

Primenjujući  uzastopno  formulu  sniženja  imamo 


. . (n  ~~  1)  (71  — 2) ...  (ii  — (n  — 1))  , . 

B (771,  n)  = 7 — — ГТ — 7 — 7 — J3(m  + n-l,l) 

4 * m (m  + 1)  [m  + n — 2) 


(n  - 1)! 


771(771  + 1) ( 


/ „.m-fn 

m + n — 2)  ./ 


_o  , _ {n  - l)!(m  - 1)! 
(m  + n-1)! 


116.  Ležandrov  polinom  је  definisan  sledećom  formulom: 
Pn(x)  = ^ {(х2  - l)n)  (n  e N0) 

Dokazati  da  je 


J i 2п-И’  Ш ~~  "■ 


цј  Primenom  Lajbnicove  fotmule  o izvodu  pioizvoda  piimenjene  na  funkciju 
(т2  — l)n  = (х  — l)n(x  + l)n  dobijamo 

dJ 


dxJ 


(+-l)n)|-i  =0  ( j ==  0, n — l) 


(1) 


554 


GLAVA  4 ODREĐENI INTEGRAL 


Razmotrimo  integrai  Im>n  = f £т  ((x~  ~ l)n)  ć"dx  u sJueaju  m < n.  Pai- 

-1 

cijalnim  integraljenjem  m puta  uz  uslov  (1)  imamo 

i 

Im,n  = ((x: г-1)п)с1х 

- X 

,/n- m — 1 

(-1Г">'4^рт  +2  - D")  l-i  = ° 


dxn~m~ 1 

Polinom  R,(x)  se  samo  konstantnim  činiocem  razlikuje  od  polinoma 


AL  Цх2  _ ])n)  ^ a polinom  Pm(x)  je  lineaina  kombinacija  funkcija xm,xm~  , , 1, 


dxn 


i zato  je  prema  (2),  f Pm(x)Pn(x)dx  = 0 ako  je  m < n.  Ako  je  m > n,  to  je 

-l 

f Pm(x)xndx  = 0,  znači  f Pm(x)Pn(x)dx  = 0,  u slučaju  da  je  m ф n.  Raz- 

-l  -1 

motrimo  još  integral  I — f P~(x)dx  = ■pzfop  ./  ((*"  ” 1)")  SF  ((ж"  ” *)  ) 

Parcijalnim  integialjenjem  n puta,  lačunajući  (!)  imamo 


/ = 


(— 1)"  / d2n 


22п(?г!)2 


-1 


Polinom  (x-2-l)n  uz  najstariji  članx2n  ima koefiđjent  1,  izato  je  -fj£x  ((; ® 2 - l)n) 
(2n)!,  odakle  sleduje 

l i 


/ = 


(— 1)п(2п)! 


22n(n!)2 


-1 


Uvodeći  smenu  х = sin  t u poslednjem  integralu  dobijamo 

2 ■ (2n)!(2n)!! 


2(2п)!  f 

~ 22n(n!)2  J 


cos2n+1  tdt  = 


22n(n!)2(2n  + 1)!! 


9 . 


(2n)!((2n)!!)- 


2 ■ 22n(n!)2  _ __2_ 


” 22п(п!)2(2п  + 1)!  22n(n!)2(2n  + 1)  2п  + 1' 

Dokazali  smo  dakle 

0,  m ф n; 


I Pm(x)Pn(x)dx 


O ^ 

2n+T  > 7П  ” 71 
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Napomena.  Dve  integrabilne  funkcije  i ф na  segmentu  [n , 5]  nazivaju 
b 

se  ortogonalnim,  ako  je  f (p(x)ip(x)dz  = 0.  Ležandiovi  polinomi  Pn(x),  n € 

a 

No  su  piema  piethodnom  zadatku  oi  togonalni  na  [—1, 1]  . Ovi  polinomi  imaju 
veliku  piimenu  u reSavanju  zadataka  matematičke  fizike,. 

117.  Neka  je  funkcija  / integrabilna  na  segmentu  [a,  b ] i F takva  funkcija 
da  je  Ff(x)  = f(x)  za  sve  х G [a,  ft]  sa  izuzetkom  možda  konačno  unutrašnjih 
tačaka  ct  (г  = l,p)  i tačaka  a i 6.  u kojima  funkcija  F ima  prekide  prve  viste,. 
Dokazati  da  je: 

/ p 

/ f(x)dx  = F(b  - 0)  - F(a  + 0)  - (F(a  + 0)  - F(a  - 0)) . 

a г~^ 

*4  Definišimo  novu  funkciju  na  sledeći  način: 

p / \ __  j F (х) , х £ ]cf,C2-j_i[j 

\ J’fe  + O),*-«!  F(c+l  - 0) , х = 4+1 

(г  = 0 fp),  co  = a,  Cp+i  = b. 

Razmotiimo  sada  pioizvoljnu  podelu  P segmenta  [a,  b]  takvu  da  tačke 
d (i  = 1,р)  ulaze  u deone  tačke.  Tada  je  (prema  Lagranžovoj  teoremi): 

3 — Џ‘\ (a'j+l)  ~ F(xj))  = V'i  (fj ) Д Хј  = / (fj ) A Хј,  Хј  < fj  < xj+i 

7=0  7=0  7=0 

(1) 

S druge  strane  je 

5 = ^(F1M-%))  = f(F1(^)-F1(q)) 

j~  0 i=0 

V- 1 

= Fx( d)  - Fx(c o)  + F^Cp+i)  - F\(cp)  + (F(a. ц - 0)  - F(ct  + 0)) 

г=1 

= F(b  - 0)  - F(a  + 0)  + F(c\  - 0)  - F(c}  + 0)  + + F(cp  - 0)  - F(cp  + 0) 

= F(b  — 0)  — F(a  + 0)  — (F(ci  + 0)  — F(a  — 0))  (2) 

г=1 

Iz  (1)  dobijamo  lim  (Fi(xj+i)  — F(xj))  = f f(x)dx.  Odavde  i iz  (2) 

7=0  a 
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sleduje  / f(x)clx  = F(b  — 0)  — F(a  + 0)  — + 0)  ~ F(d  — 0))  tj 

' a ' *=l 

dokaz  tviđeaja  je  zavrSen.  > 

118.  Neka  je  funkcija  / integiabilna  na  segmentu  [a,  6j  i пека  je  F(x)  — 

X 

f f(t)dt  + C njen  neodieđeni  integiai  Dokazati  da  je  funkcija  F nepiekidna 

a 

i u svim  tačkama  nepiekidnosti  funkcije  / važi  jednakost  F'(x)  — f(x)  bta 
se  može  leći  o izvođu  funkcije  F u tačkama  piekiđa  funkcije  / ? 

-ц  Dokaz  teoreme  se  može  naći  u udžbeniku  B.B.Nemickii  i dr.  Kuis 
matematičke  analize,  tom  I Što  se  tiče  pitanja  o izvodu  funkci  je  F u tačkama 
prekida  funkcije  / imamo  piimei:  Uzmimo  funkciju  / na  sledeći  način: 

/ (I)  = 1 (n  = ±1,  ±2, f(x)  = 0 za  х ф / Očigledno  je  f f(t)dt  = 0 
471  o 

za  proizvoljno  fiksiiano  |x|  < 1 ( funkcija  / je  lazličita  od  nuie  na  skupu 
Žordanove  mere  nula  ),  zato  je  F(x)  — C tj  F'(x)  = 0 u biio  ko  jo  j tački 
х 6 [—1,1]  Znači  u taćkama  piekida  / funkcije  / funkcija  F ima  izvod 
Uzmimo  sada  funkciju  f(x)  = sgnx  Ovde  je  F(x)  = |aj  + C.  i F'(0)  ne 
postoji,  a 0 je  tačka  prekida  funkcije  / > 

Napomena.  Neodređenim  integialom  (uopštenorn  primitivnom  funkci- 
jom)  ograničene  piekidne  funkcije  / na  nekom  lazmaku  X zovemo  skup  svih 
funkcija  F definisanih  i neprekidnih  na  tom  razmaku,  tako  cla  je  F'(x)  = 
f(x)  u svakoj  tački  х neprekidnosti  funkcije  /.  Iz  navedenog  zadatka  sledi 
da  svaka  integrabilna  funkcija  na  segmentu  [a,6]  ima  uopštenu  piimitivnu 

X 

funkciju  i da  je  njen  oblik:  F(x)  = / f(t)dt  +C 

a 

Naći  neodređene  integrale  od  ograničenih  prekidnih  funkcija: 

119.  / sgnxdx. 

< Najpie  imamo  F(x)  = / sgntdt  = j / <7<  0 ^oSto  Је 
F(-Q)  = F(+Q),  to  je  konačno  F(x)  = |.гј  Sada  je  piema  formuli 

X 

I f(x)dx=  I f(t)dt  + C, 

a 

(gde  je  C pioizvoljna  konstanta) 

I sgnxdx  = \x\  + C..  > 


120.  / sgn(smx)dx 
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< Uzraimo  F(x)  = f sgn(sint)dt.  Podintegiaina  funkcija  je  peiiodična 
b 

a F nepiekidna  Nelca  je  х > 0 i х € ]n7r,  (n  + 1)тг[ ; tada  je  očigledno, 

X 

F(x)  = J dl  = х - птг,  ako  je  n paran  broj.  Ako  х 6 }(n  - 1)7г,птг[  i n je 

П7Г 

paian  bioj  to  je 


F(x)  = 7Г  + j ( — 1 )dt  = —Х  + 7Ј.7Г. 

(n-l)ir 

Nelca  je  zatim  х < 0 i х G ]— (77,  + 1)7Г,  — птг(,  gde  je  n paran,  tada  je 


X 

F(x)  = I (-l)clt  — — х — птг ; 

'“717Г 

ако  х 6 ]— 7Ј7Г,  — (n  — 1)7г[ , to  je 


F(x)  = 7Г  + 


/ 


—(n  — 1)тг 


(It  — X н-  717Г 


Za  svako  х očigledno  je  F(x)  = ±x  + 2Агтг,  k € Z;  0 < F(x)  < тг,.  Pokažimo 
da  je  F(x)  = aiccos(cosx).  Ako  je  у = arccos(cos:r)  onda  je  cosy  = cosx, 
odalcle  je  у = ±x  + 2А;тг;  0 < у < тг  ZnačiT 

^ 5y7i,(sinx)c/x  = aiccos(cosx)  + C.  > 


121*  / [x]  Љ (х  > 0),. 

< Neka  х e ]A:,  k + 1(,  k 6 Tada  je 


x к 3 x k— 1 

F(.r)  = / [/.]  c/f  = ^2  I [t]  dt  + / [/]  dt  = Y2  ')+  kx  ~ k~ 

n i=b+i  { i-i 


Pošto  je  = [z]  to  je  А/.г)  = х [r] 


cKlarH-l) 


. Nepiekidna  funkcija  F je 


piimitivna  za  /(.т)  = [.?:]  na  svakom  od  inteivaia  nepiekidnosti  funkcije  / 
Dakle. 


/ [a:]  г/.т  = ж [.гј 


W(H  + 1) 


+ c 
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gde  je  C pioizvoljna  konstanta  ► 

122.  f х [x]  dx  (х  > 0) 

< Pretpostavljajući  da  х 6 A;  + l[ , nalazimo 

X 3 x 

F(x)  = I t[t)  dt  = I ( ј - 1 )tdt  + k I tdt. 

јЛ  , кх2  к* 

- sE® i-3j  + 1)  + — -j 

j=i 

1 / /с(А:  + 1)(2A:  + 1)  3A:(A:  +_1)  j\ 

= 2 l 3 2 ) 


А:ж2  A:3 


A:x"  fc(fc  + l)(2fc  + 1)  _ х2  [хј  ([x]  + 1)  ■ (2  [x]  + 1) 

_ 1 12  2 12 


jei  je  A:  = [x]  Dakle, 


[x]  ([x]  + 1)  (2  [x]  + 1) 
12 


+ C, 


gde  је  C proizvoljna  konstanta  > 

123.  /(-l)Ndz. 

<s  Neka  х € \к,  к + 1[ , х > 0;  tada  imamo 


F(x)  = I (-l)wdi 
b 


х — к,  к = 2vn; 

-х  + A:  + 1,  fc  = 2?n  - 1. 


Neka  х € ]-fc  - 1,  -fc[ , х < 0 tada  je  očigledno 

X 


F(x)  = J (-1  )[l]dt 


—х  - к,  к — 2 vn; 
х + A:  + 1,  к = 2;n  — 1. 


0 


U opštem  slučaju  je  +(x)  = ±x  + 2n;  n G Z,  0 < F(x)  < 1;  Dalcie, 


I (~l)^dx  = ±x  + 2 n + C,  n € Z. 

Rezultat  se  može  zapisati  u drugom  obiiku.  Zaista,  razmotiimo  funkciju 
у — 1 arccos(cos7rx).  Dalje  je  cos7i у = cos7rx,  odakle  sledi  у = ±ж  + 2n, 
n € Ž,  0 < у < 1.  Na  taj  način  je  F(x)  = у(х),  tj. 

I (— l)[zlrfx  = — aiccos(cos7rx)  + C > 
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124.  | f№,  gde  je  /(()-{  J;  Jjj  * [ 
< Integialjenjem  sledi 


X 


j f(t)đt 
b 


х,  jx|  < / 

l,’x>T  =h\x  + l\-\x-l\). 
~~l,  х < —l 


Izračunati  određene  integrale  od  ograničenih  prekidnili  funkcija: 
3 

125,  f sgn(x  — xs)dx. 
b 

( 1,  0 < х < 1; 

Pošto  je  s(?7x(x  — х3)  — < —1,  1 < х < 3;  to  je 

^ 0,  х = 0j  х = 1, 

з 1 з 

I $gn(x  — xd)dx  — j dx  ~~  j dx  zz  1 — 2 = — 1 , > 
b 'o  i 

126,  / [ex]  dx, 

b 

^ Monotona  i neprekidna  funkcija  у — ex  na  segmentu  [0,2]  uzima 
sve  viednosti  između  1 i e2  (7  < e 2 < 8).  Tačke  prekida  funkcije  [ex]  su 
= lnfc  (fc  — 2, 3, 4a  5, 6?  7),  pri  čemu  je  [ex]  — A:,  ako  х <E  [lnfc,ln(A;  + 1)[ 
(k  = 1,2. 3.4, 5, 6)  . Zato  je 


2 6 ln(A+l)  2 6 

I [ex]  dx  = / fcc/x  + 7 j dx  = fc  in  /l  + ^ + 7(2  — ln  7) 

0 fc-l  Infc  ln  7 V 

= 111  2 3 ■;y;-g"7g  ~ ln  7?  + 14  = 14  ~ ln(71)  ► 


c 


127.  / — / (жј  sin  ^с/х. 
b 

Tačke  ptekida  podintegraine  fimkcije  su  .Tfc  = /с  (k  — 1, 2, 3, 4, 5),  Kako 
je  [x]  = k za  х £ [k,  k + 1[ , to  je 


I = 


5 


6А:  7гх 

TC0SY 


х— A: 
x=A:+l 
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/ kir  ( k 1 }тг 

> k[  cos  — - cos 


7Г 

G 

7Г 


. / 2тг  5тг 

+4  ( cos  — - cos  — 


/7Г  7Г\  / 7Г  7Г\  n / 

(cos  - - cos  - J + 2 (cos  “ - cos  - J 4-  3 I cos 


+ 5 ( COS  — COS  7Г 


7Г 

2 

30 

7Г 


co 


> 


7Г 

128./  zsgn(cosx)dx 

<j  Podintegialna  funkcija  je  ogianicena  i piekidna  u tačlci  х ~ 

JT 

5Г  2 ’f  ,,  «j 

/ j ( 7Г  7Г"  7Г"  __  7Г 

/ xsgn(cosx)dx  = / xdx  — xdx  = — + — — — ^ 

b п f 


129.  / ln  [x]  с/.т,  n € N. 

i 

4 Tačke  prekida  podintegialne  tunkcije  su  хк  = fc  (A:  = 2 ,n  -l 

je  in  [x]  = ln  fc,  za  х € [fc,  /с  + 1[  (fc  = 1,  n),  to  je 

n+1  п k+l  „ 

/ in [ж] Љ = Y^\nk  I dx  = ln /о  = in(?z!)..  t> 


l 

130.  / s^n(sin(ln  .т))с/х. 

< Tačke  piekida  podintegraine  fiinkcije  su  nule  funkcije  у 
tj  xk  = е~к7Г , Jfc  e N0.  Na  taj  način  je 


l 

I sgn(sln(ln x))clx  = 

b 


^ / sf?n(sin(inx))dx  = 5^(— l)fc 

fc-O,/ . fc=0 


u2fc+l 

П 


lim  - e-<‘+1>*) 

П— too  J 


-1  + (-l)"e-(n+1>^ 


(1  — e w)  lim 


n— их>  1 + e 

_7Г  — 1 e”^  — 62 


е7Г  + 1 e 2+e^ 


- tanh-, 


zato  je 


1)  PoSto 


sin(lnx), 


__  е-“(/с-Н 
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jei  је 


sgn(  sin 


-1,  X e ]x/*+1,xfc[,  k = 2777.; 

1,  х e k = 2m  - 1 


(-1) 


fc-i 


л;  € ]Xfc-}-i,  *г7с[  ^ 

131.  Naći  / jcos x \ \/s\nxdx,  gde  je  E skup  svih  vtednosti  segmenta 

в 

[0?47г]  , za  koje  podintegialni  iziaz  ima  smisla. 

Očigledno  da  je  E = [0,  тг]  U [27г,  37r] , pa  je 


I |cosxj  V sin  xclx 
E 

2 ^ 2 
I Vsin  xd{ sin  х)  — / \/sina;d(smx)  + I \/sinxd(sinx)  — j V sin xd(sin  х*) 
J 'L 


3rr 


2rr 


2 Л з 

sm2  х 


q - sm2  х 


rr  + Slll  2 х 


&L  3 

2n  — Sin2  X 


г > 


4.3  Teoreme  o srednjoj  vrednosti 

1°  Srednja  vrednost  funkcije.  Bioj 

b 

a 

se  naziva  siednjom  viednošću  funkcije  / na  segmentu  (a,6j.  Ako  je  funkcija 
/ neprekidna  na  [a , b] , onda  postoji  tačka  / €]a.6(,  takva  da  je  M\f  \ = /(?)• 
2°  Prva  teorema  o srednjoj  vrednosti,  Ako  su  funkcije  j i <p 
ogianičene  i integrabilne  na  [а,6ј  i pii  tom  funkcija  <p  ne  menja  znak  za 
а < х < b,  onda  je 

b b 

I f(x)<p(x)dx  = џ I <p(x)dx, 

gde  je  rn  < u < M,  т — inf  {/ (а')}  > M = sup  {/(•!')}  ie  dinkcija  / 

а<:с<6  а<х<6 

neprekidna  na  segmentu  [a,6],  to  je  џ = /(0?  Sc^e  Је  a — £ — ^ 
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3°  Druga  teorema  o srednjoj  vrednosti.  Ako  su  funkcije  / i <p 
ograničene  i integrabilne  na  segmentu  [ci,b\  i ako  je  funkcija  p monotona  za 
a < х < b,  onda  je 

b { b 

I f(x)<p(x)dx  — tp(a  + 0)  j f(x)dx  + <p(b  — 0)  j f(x)dx, 

a « e 

gde  je  n < ц < b Ako  je  pri  tom  funkcija  <p  opadajuća  i nenegativna,  tada 

Је 

b « 

j f(z)<p(x)dx  = tp(a  + 0)  j f(x)dx  (a  < f < b) 

a a 

Ako  je  funkcija  <p  rastuća  i nenegativna,  onda  je 

b b 

j f(x)(p(x)dx  = <p(b  - 0)  j f(x)dx  (a  < £ < b). 

a £ 


4°  Rešeni  zadacL 

132  Odrediti  znak  sledećih  određenih  integrala: 

a)  f х sin  xdx\  b)  f ^dx\  c)  f x32xdx]  d)  f х2  ln  xdx 
b b -2  | 

< a)  Piedstavimo  dati  integral  u obliku  zbira  clva  integiala  po  segmen- 

tima  [0, 7г ] i [7г,2тг]  : 

2п  тт  2rr 

j х sin  xdx  = j х sin  zdz  + j х sin  xdx. 
b ’o  rr 

Smenom  х - ж = t,  dobijamo 

2тг  ж v * 

j х sin  xdx  = j (t  + it)  sin(f  + тс)  = — j t sin  tdt  — тт  j sin  tdl 
l o 0 ‘0 


2ћ 


Dolazimo  do  zaključka  da  je  / х sin  xdx  = —тт  / sin  xdx  < 0,jer  je  / sin  xdx  — 

o b _ o 

7rsin^  > 0,  0 < ^ < тг  (prema  prvoj  teoremi  o srednjoj  vrednosti). 
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b)  Razmotiimo  funkciju 


F(x)  -- 

£б[0,27гј 


smx 

X 


) х ф 0; 
1)  х = 0; 


tada  je  f ^dx  = f F(x)dx.  Očigledno, 
b 'o 


2тг  7Г  7Г 

ј = f F(x)rfx  + / 5|2rfx  = X / = „*•({)  ln  2, 


2тг 


gde  je  0 < f;  < 7Г  (u  integralu  j je  uvedena  smena  х - i г = f,  a 

7Г 

u poslednjem  integialu  је  piimenjena  prva  teoiema  o srednjoj  vrednosti  ). 

27Г 

PoSto  je  F(0  = > 0 za  0 < £ < 7Г,  to  je  / ^dz  > 0. 

b 

c)  Zapišimo  dati  integral  u obliku  zbira  dva  integiala  po  segmentima 
(-2,0]  i [0,2]  i u integralu  po  segmentu  [-2,0]  uvedimo  smenu  х = -t\ 
dobijamo 

2 2 

I x32xdx  = 2 j х3  sinh(.T  in  2)dz  = 8(£ln2),  0 < £ < 2 


(po  prvoj  teoiemi  o sieđnjoj  viednost).  Na  taj  način  je  f x32xdx  > 0.. 

d)  Primenom  prve  teoieme  o siednjoj  viednosti  imamo 
1 1 - 

1 x~  ln  xdx  = j ln  xdx  = — (1п2  — 1)  < 0, 

'{  1 

2 2 

jei  je  1п2  < 1,  | < £ < 1 ► 

133.  Koji  je  integial  veći? 

тг  L тг 

a)  h = f sin10  х dx  ili  F = / sin2  xdx\ 

b b 

1 }■  - 

b)  Ix  = / erxdx  ili  h = / e~x~dx\ 

b b 

7Г  2тг  0 ^ 

c)  /|  — jf  e"“x~  cos2  хс/х  ili  /2  — j cos2  хЉ. 

b 
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-«3  a)  Pošto  je  sin2  х > sin'°  х,  х €]0.  i jednakost  sin2  х = sin10  х 
je  moguća  jedino  za  х = 0 i х = т|  to  je  <p(x)  — sin"  х — sin10  х > 0,  ako 

х e]0,  % [,  f <p(x)dx  > 0 tj.  h > h 
b 

b)  Zbog  e~x~  > e~x  za  х e]0, 1[,  to  je  Io  > h- 

c)  Uvodcći  smenu  x~~ тг  = ć,  u diugom  integialu  imamo  /^  — / cos 

b 

Sada  je 

7Г 

h — Io  = j (e~X~  ” е~(,г+д:)"Ј  cos*  ,x'dxv 

b 

Piimenjujući  na  poslednji  integial  pivu  teoremu  o siednjoj  viednosti,  nalaz- 


nno 


h - h = (Г“  - f, 


gde  je  0 < £ < 7Г..  Kako  je  e — e > 0.  to  je  ii  > /9,.  > 

134,  Odrediti  srednju  viednost  funkcije  u navedenim  segmentima: 
a)  f(x)  = -т2  na  [0, 1];  b)  f(x)  = \/i  na  [0, 100]; 

c)  f(x)  — 10  4*  2sinx  3 cos х na  [0,2тг]: 

d)  f(x)  = sin  х sin(x  + <p)  na  [0, 27г]. 

< Polazeći  od  definicije  siednje  vrednosti  funkcije,  imamo 
1 100 
a)  M[f]  = [x2dx  = K b)  M[f]  = 0,01  f y/šdx  = f ; 


0 


0 


2тг 


c)  M[f]  = / (10  + 2sinx  + 3cos  x)dx  = 10 

0 

2тг  2тг 

d)  M[f]  = 7j~:  ( siiiTsin (x+<p)dx  = -—  j (cos <p - cos(2.t + <p) )dx  - 

b b 

> 

135.  Naći  srednju  viednost  dužine  radijus  vektora  elipse  r = i_/CUS[fi 
(0  < e < 1). 


M[?i 


- f- 

2тг ./  1 


pdip 


P 


e cos  <p  2ћ  \f  \ — ~e- 


- aictan 


l + £ X 

—РШ2 


+ 


2тг 


2тг 


X + 7Г 
271 


2тг-0 

0 


УГ 


е2 


(primei  206,  glava  III)  . Iz  analitičke  geometiije  znamo  da  je  e = 


\/q~  — 6“ 
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p = — (a  je  veća  a b manja  polu  osa  elipse).  Zamenjivanjem  e i p svojim 
vrednostima  dobijamo  M[r]  = b.  > 

136,  Naći  siednju  vrednost  brzine  tela  lcoje  slobodno  pada,  ako  mu  je 
vq  početna  brzina. 

< Brzina  tela  lcoje  slobodno  pada  u trenutku  t,  data  je  formulom  v(t)  = 
г»о  + fft,  gde  je  uo  početna  brzina  a g ubrzanje  slobodnog  padanja. 

M{v\  = 7p  J (г’0  + gt)dt  - vo  + “ = , 


gT  u(T)—  uq 

2 


j«  Je  f > 

137.  Jačina  sile  data  je  formulom  i = iosin  (Зур  + <p) , gde  je  io  ampli- 
tuda;  t vreme;  T period  i <p  početna  faza.  Naći  sredriju  vrednost  kvadrata 
jačine  sile. 


iz  = ^ ( 1 - cos 


4?r  t 


+ 2 ip 


M[i 


2)  _ 


t2 


2Г/  = ► 

b 


138.  Neka  / e C[0,+c>o[  i nelca  je  lim  f(x)  = A.  Naći 

х— »-foo 


lim  “ [ f(t)dt 

»Ч-оо  X J 


Razmotriti  slučaj  funkcije  f(t)  — arctan  t. 

< Pošto  je  lim  f(x)  = Д onda  za  svako  e > 0 postoji  B еШ  tako  da 

X“*4*oo 

je  | f(x)  — A\  < | kad  god  je  х > B Neka  je  х > B\  tada  je 

в 


b b в 


+ (i-f  )ло, 


в 


gde  je  C = f f(t)dt  =const,  B < £ < х prema  prvoj  teoremi  o srednjoj 

o 

vrednosti).  Ocenimo  razliku: 


X 

~ J f(t)dt 


A 


£+(m-A).m 

X X 


<Е^ма+|Ж)_л, 


X 
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Kako  je  / neprekidna  funkcija,  B fiksiian  broj,  a х možemo  uzeti  dovoljno 

< f jer  je 

< e,  odakle 


veliko,  to  je  < | za  dovoljno  veliko  х,  a |/(£)  — A 

X 

B <£,  < х.  Na  taj  način  je  za  dovoljno  veliko  х:  £ f f(t)dt  — A 


sledi  da  je  lim  ^ f f(t)dt  = A Uzimajući  f(x)  — aictan  х,  imamo  da  je 

X 

lim  - f arctan  tdt  = Ц.  > 

139.  Neka  je  f f(t)dt  = xf(6x)..  Naći  6,  ako  je  : 
b 

a)  f(t)  — tn  (n  > —1);  b)  f(t)  = lnt;  c)  f(t)  = el.  Čemu  je  jednak 
lim  6 i lim  0? 

x~~>0 

X 

< a)  Po  uslovu  je  jtndt  — х{вх)п\  odavdeje  9n  = 9 = = const„ 

o n 

Zatim  ie  lim  9 = lim  9 = пЛтт  - 

J x~~>Q  т— *-foo  v Т1*т*1 


b)  Ovde  je  f In  tdt  = х ln(0x)}  ili  x(ln  х — 1)  = x(ln  х + ln  9) , odakle  sledi 

b 

0 = е~~г  =const,  pa  je  lim  9 = lim  9 = e-1. 

л: — >0  х — >-foo 

х х 

Napomena:  Integral  flntdt  shvatamo  u nesvojstvenom  smislu  tj.  f 

b o 

In  tdt  = lim  / ex  In  tdt. 

c)  Prema  usalovu  zadatlca  je  ex  — 1 = xe0x,  odalde  je  6 = j ln  . Neica 
х — > 0;  tada  je 

= ?+»*(+> 


tj.  lim  6 = н.  Neka  х — »■  +oo;  tada  je 

J i— 10  2 


-ln— — ~ = — (ln(ex  — 1)  — 1п.т)  = i (i  + ln(l  — e~x)  — lnx) 

хх  х х 4 ' 


(х  — e x + o(e  x)  — lnx); 


dalde  lim  9 = 1.  > 

x~~ >~foo 

Koristeći  prvu  teoremu  o srednjoj  vrednost,  oceniti  integrale: 
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< Pošto  je  cos(27r  — х)  = cosx,  to  je 

2јг 

I ■ 

0 


/'  dx 

= J 1 + 0,5  c 


27Г 


5 cos  х 1 + 0,5  cos  £ 


, 0 < £ < 7г 


(prva  teorema  o srednjoj  vrednosti).  Imamo  ocenu:  |тг  < / < 4тг,  tj. 


— |7Г  < / - §тг  < g7T.  Označimo 


0;  onda  je  / = ^ + gde  je 


|0|  < L > 


100 


141.  1=  f 


1+100 


dx . 


< Prema  prvoj  teoremi  o siednjoj  vrednosti,  nalazimo  da  je  / = > 

gdejeO  < £ < 100.  Poštoje£  = 1000,  0 < в < 1,  toj el  = Kako 

je  zatirn  0,005(/  - e_10Q)  <1  < 0.01(1  - e-100),  to  je  -0,005(1  - e-100)  < 
I - 0,01(1  - e”100)  < 0,  odakie  je  0 < io°oo6(i-e-!”)  < 1 StavlJajući  = 
-ooSsalel^)  > dobijamo  I = (0, 01  - 0, OO50X)(1  - e~100)  « 0, 01(1  - 0, 50r), 

0 < 0i  < 1 ► 


i JT+S 


dx 


< Po  prvoj  teoremi  imamo  I = i - lOvdTf’  sde  Је  0 < £ < 

odakle  je  ^ < / < ^.  ► 

143.  Dokazati  jednakosti: 

*r 

a)  lim  f -rrzdx  = 0;  b)  lim  fsinnxdx  = 0. 

' OO  Q i+:C  n-»OQ  Q 

< a)  Na  osnovu  prve  teoreme  o srednjoj  vrdnosti  je  f jf^dx  = , 

l 

0 < £ < 1;  Odavde  sledi  da  je  lim  / -rrzdx  = 0 

n— t-OO  Q ™ 

b)  Imamo 

тг  £ 

2 2 2 2 

/п  = J sinn  xdx  = j sinn  xdx  + J sin”  xdx  = I’n  + /", 

0 'o  f-f 

gde  je  0 < e < 7г  pioizvoljnan  unapied  zadati  bioj.  Za  svako  n,  očigiedno 


vazi  ocena: 
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2 

«|s  / đX  = 

£ _£ 

2 2 


(1) 


S obzirom  da  je  I'n  < I'n_x  i I'n  > 0,  to  postoji  Jirn^  I'n  = C.  Po  prvoj  teoremi 

o sređnjoj  viednosti  je  I'n  = sin  £„  - I'n_ 0 < £„  < f — § , Zapisujući  sada 
nizove  I'n  i I'n_ j u obliku  zbira  njihovog  limesa  C i nekih  beskonačno  malih 
nizova,  dobijamo  da  je  C = 0.  Dalde,  za  svako  e > 0 postoji  prirodan  broj 
no  tako  da  je  za  n > n o 


К1<|- 


(2) 


Iz  ocena  (1)  i (2)  dobijamo  da  je  ]/„(  < e kad  god  je  n > no,  što  znači  da  je 
lim  In  = 0.  > 

п—*  oo 

144.  Naći:  a)  lim  / b)  lim  f f(x)&,  gde  je  a > 0,  b > 0, 

f 6 C[0,1]. 


^ a)  Prema  prvoj  teoremi  je  / 0<f<l,  odavde  sledi 

lim  f ^4rrr  = lim  ггтгт  = 1 


e— »0  g б £^+1 


be 


b)  Prema  prvoj  teoremi  imamo  f f(x)~  — f(f)  ln  ae  < £ < be\  ako 


be 


e — » 0 onda£  — » 0,  i pošto  / e £?[<!,  б]  to  je  lim  j f(x)^  = lim  f(£)  ln|  = 


+0  ne  4 ' x e— *+0 


/(0)in£.  ► 

145.  Neka  su  funkcije  /,  <p  neprekidne  na  [a,  6]  i пека  je  <p  diferencijabilna 
na  ]a,6[  tako  da  je  <p'(x)  > 0 za  a < х < b Dokazati  drugu  teoremu  o 
siednjoj  vrednosti  primenom  parcijalne  integracije  i prve  teoreme  o siednjoj 
vrednosti. 

b 

< Razmotrimo  integral  I = f f(x)<p(x)dx\  parcijalnim  integraljenjem 

a 

uzimajući  dv  = f(x)dx,  u = <p(x)  : imamo 

¥»(*)  ј f(t)dt  \ | ba-  J ^Ф)  j /(t)rftj  dx 

b e 

= V>(b)  j f(x)dx  - (<p(b)  - <p(a))  J f(x)dx , 
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gde  je  a < £ < b (na  integral  f (<p'(x)  f f(t)dtj  dx  se  može  piimeniti  prva 


teorema  o srednjoj  viednosti  jei  je  funkcija  F(x)  = f f(t)dt  neprekidna,  a 

a 

(p'(x)  > 0 po  uslovu  zadatka) , Primenjujući  dalje  jednostavnu  transforma- 


ciju  imamo 


0 0 q 

J f(x)<p(x)dx  = <p(b)  J f(x)dx  + <p(a)  J f(x)dx, 


Sto  je  i trebalo  dokazatL  > 

Poiazeći  od  druge  teoreme  o srednjoj  vrednosti,  oceniti  inte- 
grale: 

200тг 

146.  /=  / 


100тг 


< Na  osnovu  svojstva  aditivnosti  integrala  imamo 

199 


199  (k*1)*  . 

smx 


Jk.  /V 

= Y —đx=Y:(-i)kf 

Z — J J 7*  Z — / 4 J i - 

•/  X к=Ш  J Z 


sin  tdt 


fc=ioo 
99 


n™50 

99 


, J 

o 

X 

® kn 

( n 

/ 

sin  tdt 

1 4-  2п7г 

\0 

1 

+ kir 


sin  tdt 


(t  + 2пћ)(г  + (2  n + 1)7г] 


šrt 


99 


n=50 


1)7Г 


(А:+1)7Г 


(u  integralu  /'  sm®  je  uvedena  smena  х — kn  = t,  а zatim  primenjena 


&7Г 


druga  teorema  o srednjoj  vrednosti).  Kako  je  0 < 1 — cos  < 2,  0 < 
99 

1-cus £n  ^ 2-50  _ n ^ r ^ 1 rUnn^^A!  /з  _ /тг 


E 


2n(2n+l)ir  ^ 10-‘тг  — 100јг 


n=50 

dobijamo  I = 0 < в < 1..  ► 

b 


to  je  0 < I < Označavajući  в = jj- 


01 


147.  f e~ax^dx  (a  > 0,0  < a < b). 


< Na  osnovu  druge  teoreme  je  I = ~~-(cosa  — cos£),  a < £ < b.  Jasno 

< I < Označavanjem  = в,  dobijamo  I = gde  je  |0|  < 1.  > 

b 

148.  Ј sinx2dx  (0  < a < b). 
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b 2 

■4  Smenom  х1  = t,  imamo  I = % f piimenjujući  drugu  teoremu 

a2 

o srednjoj  viednosti  sledi  I = ^ / £ sin  tdt  = cus Qg~c<JS ^ , a2  < £ < 62.,  Pošto 

a2 

je  zatim  — j < / < /,  to  stavljajući  da  je  I : / = 0,  dobijamo  / = gde  je 

\в\  < 1.  ► 

149.  Nelca  su  funkcije  1р,ф  integrabilne  na  segmentu  [a,6]  zajedno  sa 
svojim  lcvadratima.  Dokazati  nejednakost  Koši-Bunjakovskog: 


ip(x)ip(x)dx  j < 


< Označimo  a — f ip*(x)dx,  0 = f ip(x)ip(x)dx,  'у  = j ip“(x)dx  i anal- 

a a a 

iziiajmo  dva  moguća  slučaja:  1)  a = 7 = 0;  2)  bar  jedan  od  brojeva  a ili  7 
je  različit  od  nule. 

1)  Neka  je  a = 7 = 0;  integraleći  očiglednu  nejednalmst,  \<p(x)ip(x)\  < 
\(<p2(x)  ^гф^^х)),  dobijamo 


odakle  sledi,  /3  = 0 tj.  nejednakost  je  ispunjena. 

2)  Neka  je  na  primer,  7 > 0.  Tada  je  za  sve  realne  vrednosti  parametra  Л 
izraz  (р(х)+Хф(х))2  nenegativan.  Integrišući  nejednakost  ((р(х)+\ф(х))2  > 
0,  dobijamo  da  je  A27  + 2X0  + a > 0 ( za  svako  realno  Л ).  Dakle,  diskrimi- 
nanta  kvadratnog  trinoma  у = Л27+2Л/?+а  je  nepozitivna,  tj.  02  — aj  < 0, 
odalde  sledi  /З2  < aj  ili 


što  je  i trebalo  dokazati,  ► 

150.  Neka  je  funkcija  g neprekidno  diferencijabilna  na  segmentu  [а,  6] 

6 

i nelca  je  g(a)  = 0,  Dokazati  nejednakost  M2  < (b  — a)  f (g'(x))2  dx,  gde  je 
M = sup  {|5(ж)|}. 

a<x<b 


4.3.  TEOREME  O SREDNJOJ  VREDNOSTI 
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< Zapišimo  nejednakost  Koši-Bunjakovskog  u obliku 


b 

b 

/ <p(z)ip(x)dx 

J 

< 

- \\ 

Jf  £ p2(x)dx  * 

a 

\ 

• \ 

IX 


i u njoj  uzmimo  <p(t ) = g'(t),i>(t)  = 1 na  segmentu  [a,x],  gde  je  a<  х <b  : 
imamo 


X 

X 

X 

[ ( g'(t)?dt - 

/ l2dt  > 

J 

1 g'(t)  • 1 dt 

{ \| 

a 

J 

a 

odakle  (uzimajući  u obzir  da  je  g(a)  = 0)  sledi 

X 

\/(x-a)-  J (ff'(t)}2  > jg(x)| , 

a 

tj,  imamo  da  tim  pre  važi 

b 

• J (o'(x))2  > \9(x)\ • 

a 

Prelaskom  па  supremum  leve  i desne  strane,  dobijamo 


o 

(b  — a)  J (д^х))2  dx  > M 


gde  je  M = sup  {|£r(x)|}.  Kavadriranjem  leve  i desne  strane  poslednje 

a<x<6 

nejednakosti  završavamo  dokaz  navedenog  tvrđenja.  ► 

151.  Dokazati  jednakost  lim  f s^dx  = 0 (p  > 0). 

n->oo  J 1 

•4  Punkcija  opada  na  proizvoljnom  segmentu  [n,n+p],  a funkcija 

х t-н  sinx  je  nepiekidna  na  tom  segmentu.  Prema  drugoj  teoremi  o 

n+p 

srednjoj  vređnosti  imamo  f ~r-dx  = Cusn  пси?-^ ; n < £n  < n + p. 

p 

f = lcosn"cos^l  < 1 Za  svako  n € N,  to  je  lim 

J X 71  71  n~4on 


Kalco  je  sada 


пЧ-р 

J mxdx  = o ^ 
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4.4  Nesvojstveni  integral 


4.4.1  Nesvojstveni  integral  prve  vrste. 

1°  Ako  je  funkcija  у = /( х)  defmisana  za  a < х < -foo  i integrabilna  na 
svakom  konačnom  segmentu  a < х < b < -f  oo,  onda  je  po  defmiciji, 

-foo  X 

f f(x)dx  lim  I f(x)dx.  (1) 

J X — J 

a a 


X 

Ako  za  X -»  +oo  funkcija  F(X)  = f f(x)dx  ima  konačan  limes,  onda  se 

a 

-f  oo 

nesvojstveni  integral  (prve  viste)  f f(x)dx  naziva  konvergentnim;  ako  za 


X _►  +co  funkcija  F(X)  nema  konačan  limes,  tada  se  nesvojstveni  integral 
naziva  divergentnim  i ne  dodeljrije  mu  se  nilcakva  brojna  vrednost. 

2°  Košijev  kriterijum.  Integral  (1)  konvergira,  ako  i samo  ako  za 
svaki  pozitivan  broj  £ postoji  X > a takvo  da  je  za  svako  X1  > A i svako 


X"  > X 


|F(X')  - F(X") 


< £ 


X 

3°  Ako  je  / nenegativna  funkcija  na  [a,+co[,  onda  je  F(X)  = J f(x)dx 

a 

neopadajuća;  ako  je  F neograničena  na  ]a,+oo[,  to  za  X — ► 4-co,  F(X)  -* 
+oo  i tada  se  kaže  da  integral  (1)  divergiia  ka  +oo;  ako  je  F ograničena  na 
]a,  +oo[,  onda  je  sup{F(A)}  = lim  F(X)  i integral  (1)  konvergiia. 

4°  Poredbeni  kriterijum.  Ako  su  na  }a,  4-oo[  date  dve  nenegativne 
funkcije  fi  i /2,  pri  čemu  je  fi(x)  < Cf2(x)  (C  > 0),  onda  iz  konvergencije 
integrala  od  /2( х)  sledi  konvergencija  integrala  od  fi(x),  a iz  divergencije 
integiala  od  fi(x),  sledi  divergencija  integiala  od  f2(x).  Neka  je  u integralu 
(1)  f(x)  = jx;  za  A > 1 integial  (1)  konveigira,  a za  Л < 1 integial  divergira. 
Dobili  smo  piaktičan  kriterijum  upoređivanja:  ako  je  f(x)  = O*  (^у)  kad 
х +co,  onda  za  Л > 1 integral  (1)  konvergira,  a za  Л < 1 diveigira.  U 
praksi  se  ovaj  kriterijum  često  koiisti. 

U ovom  paragrafu  simbol  O*  se  koristi  i za  označavanje  reda  rasta 
funkcija.  Tako  na  primer  zapis  “ f(x)  = O*  (p:)  za  х — » 4-oo  označava  , 
da  je  za  Л > 0 funkcija  / beskonačno  mala  kad  х — * 4-oo  reda  Л u poređenju 
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sa  beskonačno  malom  a(x)  = a za  A < 0 je  beskonačno  velika,  čiji  je 
red  rasta  u poređenju  sa  beskonačno  veiikom  funkcijom  ц>(х)  = х jednak 

-A.  Slično  zapis  “g(x)  — O*  za  ж -+  a”  označava,  da  je  funkcija 

g u okolini  tačke  х — a beskonačno  mala  (za  A < 0)  i beslconačno  velilca 
(za  A > 0)  respektivno  reda  — A i A,  Pretpostavlja  se  takođe  da  za  dovoljno 
veliko  х kao  i u nekoj  maloj  okolini  tačke  х — а funkcije  / i g imaju  potpuno 
određen  znak., 

5°  Integral  (1)  se  naziva  apsolutno  konvergentnim,  ako  konvergira  inte- 
gral 

-foo 

J \f(x)\dx.  (2) 

a 

Integral  (1)  može  konvergirati  i u slučaju,  icada  integral  (2)  divergira;  tada 
se  kaže  da  integral  (1)  konvergira  uslovno,  Iz  apsolutne  konvergencije  nesvo- 
jstvenog  integrala  prvog  reda  uvek  sledi  njegova  konvergencija. 

6°  Abelov  i Dirihleov  kriterijum  konvergencije  nesvojstvenog 
integrala.  Razmotrimo  nesvojstveni  integral 

4-co 

J f(x)g(x)dx . (3) 


4-oo 

Ako  integral  f f (х)  dx  konvergir  a a funkcija  g je  monotona  i ogianičena, 

a 

tada  integral  (3)  konvergira.  (Abelov  kriterijum). 

Ako  za  х —*  + oo  neprekidno  diferencijabilna  funkcija  g monotono  teži 
nuli,  a funkcija  / ima  ograničenu  primitivnu  funkciju  F,  tj.  |jP(x)|  < C, 
onda  integral  (3)  konvergira.  (Dirihleov  kriterijum). 

Napomenimo  da  se  prilikom  ispitivanja  konvergencije  nesvojstveniii  in- 
tegrala  u praksi  često  javljaju  integrali  oblika 


h 


4*oo 

J 9(x) 


sin  kxdx\ 


а 


h = 


4-oo 

J g(x)  cos  kxdx, 

а 


gde  je  k ф 0 proizvoljan  lilcsiran  ceo  broj.  Ako  je  g neprekidno  diferencija- 
bilna  funkcija  koja  monotono  teži  nuli  kad  х — > -foo,  onda  integrali  I\  i h 
konvergiraju. 

х х 

Zaista,  funkcijeF(A)  = f sin  kxdx  = — — , Ф(Ај  = f cos  kxdx  = 
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sinfc^~sinafc  su  ograničene  za  svako  fiksirano  celo  k ф 0 i za  svako  X,  Zato 
prema  Dirihleovom  laiterijumu  integrali  I\  i I2  konvergiraju. 

7°  Parcijalno  integraljenje  i smena  u nesvojstvenom  integralu, 
a)  Ako  se  parcijalnim  integraljenjem  na  segmentu  [a,X]  dobija  formula 

х х 

J f(x)g(x)dx  = f(x)G(x)  \a  ~ f f(x)G(x)dx 

a o. 


(G  je  piimitivna  za  g ) onda  važi  i jednakost 


4-00  +°° 

J f(x)g(x)dx  = f(x)G(x)  |+°°  - J f(x)G(x)dx 


pod  pretpostavkom  da  bar  dva  od  tri  napisana  limesa  postoje.  Pri  tom  je 
f(x)G(x)  |+°°  = lim  f(x)G(x)  = lim  (f(X)G(X)  - f(a)G(a)) 

X^4-oo  л. — »-f-oo 


л; 

b)  Ако  pri  uvođenju  smene  х = x(u)  dobijemo  jednakost:  f f(x)dx  = 

a 

ц 4-oo 

f f(x(u))x'(u)du  i pri  tom  U — * +00  kad  X —*  -t-oo,  onda  je  / f(x)dx  = 
b 0 

f f(x(u))x'(u)du  ako  postoji  bar  jedan  od  napisanih  integrala  Slično  se 
b +oo  x 

uvode  i integrali  / f(x)dx=  lim  / f(x)dx,  f f (x)dx  — lim  f f(x)dx  . 

—со  У— *—oo  у -00  У 


4.4.2  Nesvojstveni  integral  druge  vrste. 

8°  Ako  je  funkcija  / ograničena  i integiabilna  na  svakom  segmentu  [a  + e,  6], 
ali  nije  integiabilna  (na  primer  nije  ograničena)  na  segmentu  [a,6],  to  je  po 
definiciji 

b b 

I }(x)đx  = Дш/(£)  = Дт0  f f(x)dx.  (4) 

a “+£ 

Ako  ovaj  limes  postoji,  to  se  integral  (4)  (nesvojstveni  integral  druge  vrste) 
naziva  konveigentnim;  u supiotnom  slučaju  se  naziva  divergentnim. 

9°  Košijev  kriterijum.  Ako  je  funkcija  / definisana  i neprelddna  na 
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razmaku  a < х < b,  onda  integral  (4)  konvergiia  ako  i samo  ako  za  svako 
s > 0 postoji  б > 0 talcvo  da  je 


< £ 


kad  god  je  0 < X\  — a < б,  0 < хч  — a < б. 

10°  Stav.  Ako  je  za  х — > a 4-  0 : f(x ) = O*  ) > onda  za  Л < 1 

integral  (4)  konvergira,  a za  Л > 1 divergira. 

Primetimo  da  se  smenom  t = nesvojstveni  integral  druge  vrste  svodi 
na  nesvojstveni  integral  prve  vrste. 

Napomena.  Ako  c €]a,  b[  i ako  funkcija  / nije  ograničena  ni  u jednoj 
dvostranoj  okolini  te  tačke,  onda  je  po  defmiciji 


b 


Imdx 


gde  e i ji  nezavisno  jedan  od  drugog  teže  nuli,  pretpostavljajući  da  integrali 
u zagradi  postoje. 

11°  Rešeni  zadacio 

Izračunati  integrale: 

+°° 

152.  / = f srfe- 
2 


- /++W 


dx 


( х + 2)(a:  - 1) 


1 X 

3inTT2 


1 1* 
2 


ln 


Х~1 
Х + 2 


In 


т) 


1,  4(x 
3 Х + 2 


1) 


Dakle,  I = Шп^  з = § 1п2.  ► 

+oo 

153-  f (i^HF' 

~*co 

◄ Iz  primera  140,  glave  III  sledi 


-t-  1i2 


2x  + . 
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zato  je 


7 = Ј^ооЈ  (**+*  + W 

V — co  Y 

( 2x  + 1 


Ч = arctan 


2ж  + Л ,x  _ 


X— >4-00  1^3(2^  + X + 1)  Зх/З 


= lim  — 
X-*+oo  3v3 

У — ►•“OO 


2X  + 1 . 2Y  + 1 

arctan  arctan  r~~ 


тг ; _ з^- 


+CO 

154.  I = f y&s- 
0 

<S  Pošto  je  prema  primeru  110,  glave  III 

j dx  1 , (х  + 1)^  1 t 2a.'  1 | 

/ __ — = - ln  -4 - 1 — 7=  arctan  — = — h O, 

J 1+ж3  6 х2  — a:  + 1 т/З  75 


(x  + l)‘ 


I = lim  71пЛ “ + -7?  arctan  — =■ 

Л -*+оо  ^6  хг  — х + 1 v3  v3 


2x  — 1\  |x 


lim  -= 

X —»+00  Лу/  o 


2Х-1  ( 1 

arctan  — y= arctan  —j= 


jL/ZU-'U  — ► 
JV2  6/  Зл/S’ 


o 

155.  f 

< Funkcija  F(x)  = ( A at^n  1$  + е(х)’  X ^ °’  je  primitivna  z 
funkciju  f(x)  = na  razmaku  [0,+oo(  (primer  68)  zato  je 


\Ј2  A'—t+oo 


lim  ( arctan 


X2-l  . тг 


Ху/ 2 


+ 


156.  /-] 

< Smenom  1 - х = i2  (dx  = -2tdt);  dobijarno 
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l 


1 = 2 I jfč  =2aictanl  = |..  ► 
b 


-{-oo 


157.  / = J'  : 


Pošto  je 


'м  ■ h 


dx 


Vl  + + 3 


ло 


_1 / л 

5 J IJTjEi 


d(±) 


rln 


2x5 


5 2 + х-5  + 2\Д  + х-5  + х- 


ло 


\/  т* 


+ + 1 


to  је  ро  definiciji 


lim  — f in 


2X; 


ln  ■ 


f I III  l iil  > 

A— *+00  5 V 2 + X5  + 2\/l  + X5  + X10  3 + 2n/3 


1,  3 + 2\/3  1,  Л 2 

ln = - ln  ( 1 + — ) . > 


3 


v/3 


-1-00 


158.  I = 1 f/igp. 


< Parcijalnim  integraljenjem  clv  = , u = lnx-  dobijamo 


x~ 


J (1  + x"“) 
Po  definiciji  je 


xlnxdx  -2ЏТ^)+11пТ^+С=Р{х)+С 


iirn  ( — 


ln  X' 


A”— >*4-oo  V 2(1+Х-2)  +4hll+X-2 

£ hO  4 


A' 


lim 


ln  i 


1 eJ 
+ - ln  ■ 


e-*+o  V 2(1  + e'2)  4 1 + e- 


( e-  In e 1 1 

hrn  тт:: ггг  + — m ■ 


e— *-{-0  у2(1  + 6“)  4 1 + c" 


= 0; 


lim  F(X)  = 0;  lim  e“lne  = 0.  > 

X— vfoo  £— »+0 
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-t-oo 

159.  1=  f arctan3j.  dX: 

0 a+*2)* 


Smenom  aictan  х = z;  — dz,  = cos  z;  0 < z < § , imamo 

ТГ 

2 

I = j z cos  zdz  = ( z sin  2 4-  cos  z) 


7Г 


1.  > 


160.  I\  = f e ax  cos  bxdx. 

'0 

161.  h = f e~axsinbxdx  (a  > 0) 

b 

■4  Množenjem  /о  sa  imaginarnom  jeclinicim  i sabiranjem  sa  I\  dobijamo 


-l-co 


I\  + ih  = 


/р(  — а+Љ)® 

e(-a+ib)xdx  _ e l+co 


-a  + /6 


гл  [4-oo 


a2  + 52 

e-ax 

a1  + 52 

a 


(-a  - i6)(cos  6z  + 2 sin  6.x)  [J 

((6sin6.r  — ocos6t)  + 2'(asin6.T  + 6cos 6x))  |/°° 
6 


” a2  + 62  +2a2  + 62 

Na  taj  način  je  Ix  = -jfp,  h = ► 

Koristeći  formulu  sniženja  izračunati  sledeće  integrale  (n  € N): 
4-00 

162.  J„  = /‘  xne~xdx 

b 

-4  Parcijalnim  integraljenjem  (e~xdx  = dv,  xn  = г/)  dobijamo 


ln  = Xne~x  0+o° 


-hoo 

+ n j xn~le~xdx  = nln- 1- 


4-oo 


Kako  je  J0  = / е"1^-  = e"1 1 J°°  = 1,  to  je  In  = n(n  - 1)  - ■ • 2 - 1 = n!  ► 


4*oo 


163.  J„  — / (ax-i+2bx+c)n  (flc  ^ ^ 
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<3  Očigleclno 

(ах2  + 2 bx  -\-c)n=(a[x  + - ) + 


b \ 2 ac  — b 2 


Sraenorn  х + - = i i označavanjem  = B,  paicijalnim  integraljenjem 

dobijamo  (77.  > 1): 


4-00 

'•,-1  = I ( 


dt 


( at 2 + B)"-1  (at2  + B)n- 


2(n-l  )(Jn_i-B/n), 


4-00  1 

—00  ' 


.1  l-oo 


-f-00 

2(77  ~ 1 ) j { 


at2dt 


(at-  + B)n 


odalde  je 


In 


2n-3  . (2n  — 3)(2n  - 5) 

J-n-l  — 


2(n  - 1 )B 


2(n  - 1)  ■ 2(77.  - 2 )B2 


In-1  — ' • 


9 


(2 n - 3)!!  h _ (2 П - 3)!!  1 


4-00 


)!!  1 f 

(2n  — 2)!!  Bn~l  (2n  — 2)H  Вп~г  J 

— OO 

Pošto  je  ® > 0,  to  konačno  imamo 


dt 


at-  + B 


т _ (2n  - 3)П  ГК  ПГ  |+то  _ 7г(2п  — 3) ii  rjEZ 

n ~ аВп-Ц2п~~2)1\У  B \J  B'-™  aB^-4277  - 2)!!  ]/ ac-b2 

тт(2п  — 3)!!art~~*s0?ia  ^ 

(2п-2)!!(ас-62)п-Г 

+00 

164.  In  = I ф+Тј&Зу  (7+n) 

Ро  definiciji  је 

Л' 

7,1  =Л-.+оо  / ,-t(x  + 1)(.т  + 2)  (,г  + п); 

1 

inače  lalco  se  vidi  da  integial  konveigha.  Razlaganjem  podintegralne  funkcije 
imamo 

1 _ A/c 

x(x  + l)(x  + 2).  .,(x  + n)  ^ х + k 5 
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gde  je  Ak  = куџјцгј\  = ЦЈЦ  Na  taj  načln  je 


I --a:  = - (Y{-l)kC^\n(X  + k) 

J x(x  + l)(x  + 2)..,(x  + n)  7?! 


+ Ј2(-1)к+1С£\п(к+1) 

k—0  J 


1_ 
п ! 


\nfl(X  + k)^kct 


к= 0 


+ J2(-l)MC£\n(k  + l 


к^О 


Како  je  suma  binomnih  koeficijenata,  koji  stoje  na  pamim  mestima, 
jednaka  sumi  binomnih  koeficijenata  na  nepamim  mestima,  onda  je 


Jifc. П(А' + #-'** - 1.  ч-  ХН~.  1» Д(х + - o, 

pa  je  zato 


fc= o 


/с=0 


Лг— 1 


165.  /„  = j 


xndx 


o vč1 -*)(!+*) 

■д 

^ Smenom  х — sint,  dati  integral  postaje  In  — fsmntclt  rešen  ranije 

b 

(primei  98).  > 

+ 00  7 

166-  7n  = / 

<j  Parcijalnim  integraljenjem  = dv,  v = tanh®;  v.  = Cushl-i 


du  = nalazimo  ( 77.  > 1) 


cush" х 

tanhx 
cosh"-1  х 


4-oo 


|-f-CO 


+ 


(77-1)  I 


smir  xdx 
coshn4'i  х 


(77  - l)/„_2  - (П  - 1 )/n, 


(jer  je  sinh2  х = cosh2z-l)  . Dobiii  smo  foimulu  sniženja  (rekurentnu  vezu): 
/п  = ^Ц/п-2  Na  osnovu  toga  se  dobija 

, (n-l)(n-3)--  2 (n- 1)11 

77(77.  - 2)  - • 3 1 77!!  ’ 
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ako  je  n nepaian  pruodan  bioj  (jer  je  I\  = 1);  > 

r _ (n  — 1)!!  т _ 7г  (л  — 1)!! 

In " n!!  io  ” 2 n!! 

-f*oo  -j-oo 

ako  je  n paian,  jei  je  J0  = J'  = 2 ./  1+јУг  = 2aictanex  |о“  = 

o o 

2(f-f)  = f ► 

Izračunati  sleđeće  Ojlerove  integrale: 

2 2 

167.  a)  Д = f Insin  xdz;  b)  h = J bi  cos  xdx. 

b b 

< Ii  i Io  su  nesvojstveni  integiali  druge  vrste  (0  je  singularitet  prvog, 
a f drugog  integrala),  Smenom  7Г  - х = t,  u drugom  integialu  dobija  se 
II  = I'i.  Dakle, 

-r  7F 

2 2 

2/i  = h + h = j ln  f Љ = ~ ln  2 + j Insin  2xdx. 

0 ' " У - 0 


Uzimajući  u poslednjem  integralu  smenu  2x-  = 

= imamo 

~2 

/3  = / ln  sin  2 xdx  = - / 

7г  ln  sin  tdi 

J 

0 

— ,/ 
0 

1 

f 7'  / 

\ 

/ ln  sin  tdt  + / 

тг  Insinidi 

“ 2 

.1  J 

\°  f 

/ 

= ^ ln  sin  tc/t  = /1 . 

b 

U integialu  J irlnsintdt  je  uvedena  smena  тг  - t = 2 i dobijena  njegova 

тт 

jednakost  sa  ~I\ . Sada  je  2/i  = I\  — f in  2,  odalde  se  dobija:  /1  = — f ln  2 = /2, 
što  znači  da  su  /1  i T>  iziačunati.  > 

168.  Naći  j - £cte  -®e  E skup  sviil  viectnosti  oc*  ]п)+°°[ 

za  ko  je  podintegralni  iziaz  ima  smisla. 
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Pošfco  je  sin  х > 0 za  2кж  < х < тг  + 2ктт.  to  je 


e з sin  х — cos  X 


dx  = £ 


e 2 isin  х - cosai 


fc=o 


e 2 sm  2 - cos2  f 

7Г 1 — === -dz 

v/siri  з 


(posle  smene  х — 2ктт  = 2 ).  Pocl  znakom  za  sumiranje  stoji  nesvojstveni 
integral  druge  vrste  (konveigentan)  ; pošto  je  sin2  — cos^  < 0 ako  je  0 < 
2 < j i sin  2 — cos  2 > 0 ako  je  \ < 2 < тг,  to  je 


e 2 sm2  — cos2  , 
7Г y== dz 

vsin  2 


e ^ dVsinz 


e \/si nzdz  + тге  ^ Vsi ~nzdz  - 2 


2e“  2 dVsmz  - 2e  ^dvsinz  \^тг 


(parcijalno  integialjenje).  Na  taj  način  je 


e 2 smx‘  — cosrc 


dx  = 2</8e“f  ^ 


еГ**  = 


2^8e“i 


169.  Dokazati  jednakost 


f-00  +00 

/ /(“+ј)љ  = ^ / 


/ ( \Д-2  + 4об)  dx, 


ako  je  a > 0,  b > 0,  i ako  integral  sleve  stiane  jednakosti  ima  smisla. 

+co 

O Neka  integiai  f f ( ах  + ~)  dx  ima  smisla  Označimo  ga  sa  I i uved- 

b 

imo  smenu  ах  + | = i;  Irako  je  х dvoznačna  funkcija  od  t,  predstavimo 
I-h+h  gde  je 
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Posle  uvođenja  smene  dobijamo 

2\/ab 

- E / m 


1 


4-00 

4oo 


1 dt,  h = ~ 

\/  ^ — 4a  6 / 2a 


4oo 

/ m 


2\/ab 


1 + 


\/f2  — 4a6 


dt, 


m 


2у/оЈ) 


Vt2  - 4ab 


zdt 


4oo 

^ j f(t)dy/i? 


Aab 


2 \/ab 


Označavajući  y/t‘2  — 4а6  = 2,  t — 2-  + 4а6  sledi 


4 00 


4cjo 


/ = j f ^ах  + dx‘  — ~ j f (Vx‘ž  + 4abj  dx 


gto  je  i trebalo  dokazati,  > 

170.  Srednjom  viednošću  funkcije  / na  intervalu  ]0,  +oo[  naziva  se  bioj 

X 

M[f]  = iim  j f f(£)d£.  Naći  siednju  viednost  sledećih  funkcija: 

a)  f(x)  = sin2 х + cos2  (x\/2) ; b)  f(x)  = arctanx;  c)  f(x)  = \/x sin х. 
< a)  Najpie  je  J'  (sin2  £ + cos2  (£\/2))  df  = х + sada  je 


M(/]  = lim  1 + 


i«-»4oo 


sin  2/2x  sin2x 
A\/2x  4aT 


b)  M[arctanx]  = lim  £ (х  aictanx  — ^ ln(l  +x2))  = | 

c)  Piema  drugoj  teoremi  o siednjoj  vrednosti  sledi 

х а: 

I \ftsmtdt  = \/x  I sin tdt  = \/x(cos(,  — cosx),  (0  < f < х), 


odakie  je 


d j'  \Tt  sin  tdt 


o 


< -|  < £ za  dovoljno  veliko  х (s  > 0,  proizvoljan 


unapied  zadat  bioj)  , Dakle,  M[\fx  sinx]  = 0 > 
171.  Naći: 

i / VT+Fdi 

a)  lim  х f sffidt:  b)  lim  9 p — ; 

х — *0  х — ^4oo 
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■|oo 

f L-'e-^đl. 


d)  lim  xa  Ј jsrrcdt,  gde  је  a > 0 i / G CfO,  1] 


X“»0 


c)  lim  - . , 

> X~,+Q  \П  - 

< a)  Prema  pivoj  teoremi  o sieclnjoj  vrednosti  imamo 
i 


./ 


COS  t , , 

-Џ-dt  — eos£  • ( — — !),  х < £ < 1 


Neka  je  e > 0 unaprecl  zadato.  Za  0 < х < -j+j,  cos£  (j  — 1)  > sledi 

i 

/ £н| l([f  _uoo  kađ  х —*  4-0.  Sacla  na  osnovu  Lopitalovog  pravila  imamo 


lim  х 


/ ^dt 

/ cos t . Vx  1'  ) -“S 

/ — x-d:t  — lim  — 7--. — = lrm  — 4 

J t 2 х— *0  (х-1)'  х— >o  -4 


i = iim  cosx  = 1 

i-  x-)0 


b)  Lopitalovim  pravilom  sledi 


f Vl+¥dt 


lim  ■ 

х— *4-oo 


Нгп 


v/l  + X 1 


х — * ~}-cX)  Зх“ 


-f-oo 


c)  Integral  / rxe~ldt  konvergira  za  svako  fiksirano  a > 0,  a ln  j — » +co 


cad  х — » +0,  zato  je  lim  — 

X -4-}-0 


f r'e-t'dt 


in  ■ 


0.  sledi 


4-oo 

/ t~le~ldt 


ft~]e  ldt 


lim  ~ 

х— +0 


ln£ 

X 


lim  - — - — т- 
r— >40  ln  - 


= lim 


-х  le  x 


х ->4-0  —X  1 x~~>4“0 


lim  e x = 1 


(Lopitalovo  pravilo). 

d)  Pnmenom  Lopitalovog  piaviia  sledi 


lim 

x~>0 


t mdt _ ,im  zMm  = iim m - /<a) 


*J 


ta+1 


o -ах“(а^)  х-^о  a 


a 


(па  osnovu  neprekidnosti  funkcije  / u tački  л:  ~ 0).  > 
Ispitati  konvergenciju  integrala: 
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4-co 


172.  f 


o 


x~dx 


< — o ★ /Дј.)  kad  х —>  -f-oo,  zato  integial  konveigira  (poiedbeni 

kriteiijum).  > 

-\-QO 

173.  / 


<ix 
х v'V‘4-1 


< Za  .г 
174.  I 


+co  = O*  f-V  ] i integral  konvergiia 

х>/ж~-И  \хЗ  / 


Г dx 
d inx" 

0 

< Po  definiciji  je 


I — iim 

E — ►O 
/1-0 


l'L+jt\ *>*■»>* 

b i4/i  ) 


Iz  nejednakosti  lna;  < ж— 1, 1 < х < 2,  sledi  riejednakost  (In  х)  1 > (х— 1) 

2 2 

zato  je  f ш > J frj  = lni~[  Pošto  Је  хД°|0  “т  = +00,  t0  Је  integral 


f f~~  diveigentan,  odakle  po  definiciji  sledi  divergencija  integiala  / = j 
j * 

(napomena  data  posle  10°).  > 

4oo 

175.  I = f xp~le~xdx. 


dx 

х 


4oo 


< I = Ii  + h,  gde  je  h = fxp~le~xdx  i Io  = f xp  le  Xdx,  gde  je 

'О  a 

0 < a < +oo  fiksiian  bioj.  Analiziiajmo  konvergenciju  integrala  Ii  Kad 
х — •>  +0,  xp~le~x  = O*  (^Др)  > dakle  I\  konvergira  ako  je  1 — p < 1,  tj.  za 
p > 0 (kao  nesvojstven  integral  druge  vrste).  Ako  х — > +oo  eksponencijalna 
funkcija  у = e~x  opada  biže  od  proizvoljne  funkcije  oblika  Д ( Л > 1 ), 
zato  integral  Io  konvergiia  za  svako  p.  Integral  I iconvergira  alco  istovremeno 

konveigiraju  oba  integrala  Д i I>,  tj.  za  p > 0 > 
l 

176.  1=  f xp  кД  \d.x 
b 

< Smenom  in  / = t,  dobijamo  I = f e-(p+1)tff,tft  Sada  se  I može 

b 

predstaviti  kao  zbir  dava  integrala  (jednog  prve  i jednog  druge  viste)  Ako 
t -»  +0  : е-+'+14'  = O*  (~) , a za  х +oo,  e_(p+1)1ž‘'  = 0*(ГА), 
gde  je  Л proizvoljan  broj  veći  od  1,  ako  je  p + 1 > 0 (pod  tim  uslovom  se 
Lopitalovim  pravilom  dobija  ^ lim  6’_((ЈЛ!}.+  = 0 za  bilo  lcoje  Л i q)  Dakle,  za 
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konveigenciju  integiala  I dovoljno  je  da  bude:  -q  < 1,  p + 1 > 0,  tj.  q > - 1 
i p + 1 > 0.  Znači  integial  lconvergira  , ako  je  q > — 1;  p > — 1 ► 

177.  T jgirdar  (n  >°). 
b 

< Imamo  = O*  (—hr)  ako  х — + +0;  a kad  х —*  +oo  je  = 
O*  (^-1— ) , dakle,  integial  konvergira  ako  je  —m  < 1,  n — m > 1,  tj. 
m > —1,  n — m > 1.  ► 

178.  T ^§^dx  (a  ф 0). 

< Za  ж +0,  f(x)  = = O*  (јЈгг)  , a za  х -»  +cxi  /(*)  = 

O*  (pr)  , dakle  dati  integiai  konveigira,  za  n - 1 < 1 i n > 1,  tj.  za 
1 < n < 2,  ► 

-1-00  , . * 


179.  I = / 


]n(14~ff) 


< Smenom  ln(l  + ж)  = t,  dobijamo 


(e£  — l)n  J (e£  — 1) 


teldt. 

(e£  - 1)' 


+ 72, 


gde  je  a > 0 proizvoljan  fiksiran  broj,  na  primer  a = 1 Za  i — > +0,  /(t)  — 
= o*  (pij) , zato  integral  /1  konvergiia,  ako  je  n - 1 < 1,  tj.  ako  je 

n < 2;  kad  t ->  +oo,  /(*)  = = 0 ( pr)  . Л > ako  Је  n " 1 > 

tj.  za  n > 1.  Integral  I konvergiia,  ako  je  1 < n < 2.  ► 


180.  f X'n.flc^dx  (n>  0). 


< Kad  .т  — ♦ +0,  /(х)  = 


xm  arctan  .т 


O*  (д_(;к:пт)  . a kad  -г'  +co 


/( x)  = O*  (јн^гттг)  , zato  integral  konvergira  ako  su  istovremeno  ispunjem 
uslovi  -(m  + 1)  < 1 i n - m > 1,  tj.  za  m > -2  i n - m > 1.  ► 

4-oo 

181.  f f (n  > 0).. 

b . . 

Ako  je  a ф 0 i n > 0 integial  konveigha  po  Dirihleovom  pimcipu.  ► 

+0°  . o 

182.  / 
b 

Zapišimo  integral  u obliku 


sur  х 


sin2  х 


siir  х 


4.4.  NESV OJSTVENI INTEGBAL 


587 


Prvi  integrai  postoji  tj  on  je  Rimanov;  clalje  je  očigieclno 


-fco  -foo  -foo 

NA±ix  = l tldx  > [< 

I х 2 J X 2 I 


cos  2x 


dx. 


х 


4-co  H-oo 

Pošto  integral  f fclz  diveigira  ka  -foo  a integial  / &&~dx  konvergiia 


4-00 


(piema  Diiihieovom  kiiteiijumu),  to  integial  f ^^dz  divergiia,  dakle  i 

a 

polazni  integral  divergira,  > 


183.  !s?g. 


COS^  X “ 


< Za  х — » +0  f(x)  = 


i 


O*  (đO , za  х -»  f-  0,  f{x) 


O* 


l 


(f-*r 

1 


sin^  xcusfI  X 

Sledi,  integral  konveigira  za  p < 1,  q < 1 > 


0 


< Kad  X - 4-0  f(z)  = = O*  (^) , a kad  х -»  1 - 0,  f(z)  = 


O* 


(!-*)» 

4-00 

185.  /'  -4fe=. 

“ \/а:Ј4-а: 


чл: 

, zato  integial  konveigira,  ako  je  — n < 1,  tj  . n > — 1 > 


Kad  х — > +0,  /(аг)  = (~j)  > a lcacl  x +00!  /(ж)  = 

O*  (Цг)  , zato  dati  integial  konvergira.  >• 


4-oo 


186.  f 


dx 


xV  4-2// 


< Analizirajmo  slučajeve  p < q i p > q (za  p = q integral  očigledno 

divergira)  Nelm  je  p < q\  tada  kad  z -*  +0,  f(x)  = = O * (fp)  , a 

kacl  х — > 4-co,  f(x)  = O * (“f ) , odakle  siedi  da  integial  konvergira  za  p < 1; 
q > 1 

Neka  je  q < p.  Tada  piema  dobijenom  sledi  da  integial  konvergira  za  q < 
1;  p > 1 Oba  slučaja  iako  objedijujemo:  integial  konvergiia  za  min(p,  q)  < 
1,  ma x(p,q)  > 1.  > 

l 

187.  f -f^rdz. 

1 —X“ 

0 

< lim  podintegralna  funkcija  je  ogianičena  u okolini  tačke 

*1— 0 1 
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х — 1.  Neka  je  0 < Л < 1.  Imamo 
ln  х 1 


lim 


lim 


1 1п.т 

- lim 


lim 


lim 


4-0  1 — X'2  Х,Л  х— +4-0  1 — X2  х— ►Ч-О  Х"Л  x~~+±Q  — Лх  Л 1 х-*4-0  — Л 


0, 


Podintegralna  funkcija  u okolini  nule  ima  niži  led  lasta,  od  beskonačno  velike 
db  u istoj  okolini  (0  < Л < 1).  Prema  poiedbenom  kriterijumu  dati  integial 
konveigiia.  > 

jt 

188.  flSi^Sldz. 

0 Vx 

< Upoiedimo  podintegralnu  funkciju  u maloj  okolini  tačke  х = 0 sa 
beskonačno  velikom  funkcijom  gđe  je  \ < Л < 1 u toj  okolink  Imamo 


ln(sinx) 


lim  - r- 
х—4-0  лЈХ 


COt  X 


1 ..  ln(smx) 

-Y  = lim  p— - = lim  — г г 

XA  х— *4-0  гД~л  х-Ч-0  (1  _ X)  X”A“ 


-*.л+ 


lim  *7*1 ~т = ШП  7*т ~т — 

х->4-0  (I  — Л)  tanx  х— *4-0  (л  — Л)  X 

jer  је  Л + 7 > 1.  Red  rasta  podintegralne  funkcije  kad  х — * +0  je  niži  od  reda 

**  2L 

2 

rasta  beskonačno  velike  funkcije  Л-  ( h < Л < 1).  Kako  integral  j Л-ri.r  za 

2 b 

| < Л < 1 konvergiia  , onda  prema  poieđbenom  kriterijumu  i dati  integral 
konveigiia  > 

4*oo 


= lim 


ta+2 


= 0, 


189.  f 


lny  : 


< Smenom  lnx  = t (х  — e\dx  = eldt)  imamo  / = J e(  dt. 

1 o 

O * (~~) , a za  p > 1 funkcija  у = 


4-00 


t<l 


Kadt^+0  /(0  , ^ - 

biže  opada  od  proizvoljne  funkcije  oblika  (Л  > 1),  kad  t —>  +co,.  Dakle, 

integral  konvergiia  za  p > 1,  q < 1.  > 

4-00 

190-  1=1  a:P{]ni)^(in  lna:5r  ’ 

e 

< Smenom  1п1пт  = t (1пт  = el,x  — ce‘-,clx  = ee  eldt)-,  tada  je 


4-oo 

-/ 


е(1-р)е‘е{1-9)г 
~ 


dt 


4-oo 

= J f(t 


f(t)dt. 


o o 

Kad  t -»  +0,  f(t)  - O*  +) ; ako  je  p = 1,  to  je  za  q > 1,  f(t) 
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O * (рг)  . (Л  > 1)  ako  je  q pioizvoljan  tealan  btoj,  ap^l,  onda  je  za  p > 1, 

f(t)  = e(  1-f|)yl'(1~"'',|,t,  _ Q~k  t Л > 1 Na  taj  način  integral  konvergira  za: 
a)  r < 1;  p = 1;  q > 1;  b)  r < 1,  q € E,  p > 1 > 

■foo  +oo 


191.  f п 


|x— aj  |/м  I x—a Г1 1 1 


f f(x)dx. 


■4  U okolini  taćke  х = aj  (j  = 1,2, ....,??),  f(x)  = O*  (j^~pj  j , a kad 
.г*  -?  oo  f(x)  = O*  , sledi,  I konveigira,  ako  je  Pj  < 1, 

E Pi  > 1 (.?  = 1, 2,  , n).> 
j= i 

+ СО 

192.  /'  г:0ј.г-  if  dx. 

b 

< Neka  je  f(x)  = xa  |x  - if . Kad  х ->  +0,  f(x)  = O*  (^)  za  х -+  1 
f (х)  = O*  (|^__-p)  , i na  kiaju  za  х -*  +ca  f(x)  = O * (^г^у)  , zato 
integral  konvergira  , ako  je  — a < 1;—/?  < 1;— (a  + /3)  > 1,  tj.  a > —1; 
/?  > -1;  a+P  < -1  > 

+oo 

193.  f n‘r\ dx,  gde  su  Pm(x)  i Pn(x)  uzajamno  prosti  polinomi  ređom 
stepena  m i n. 

< Ako  polinom  Pn(x)  u intervalu  ]0,+oo[  ima  nulu  х = х,  onda  in- 

tegral  divergira  jei  je  kad  х — > Хј  : = 0 * (^Гд.јлт)  , Л,  > 1.  Ako 

polinonr  Pn(x)  nema  nula  u intervalu  ]0,+oo[  , onda  je  za  konvergenciju 
integraia  dovoljno  da  bude  ispunjen  uslov  n - m > 1,  jer  je  kad  х — > +oo  : 

= O*  (длДт)  Dakle,  integral  konveigira  ako  polinom  Pn(x)  nema 
nula  u intervalu  ]0,+oo[  i n — m > 1 > 

Ispitati  apsolutnu  i uslovnu  konvergenciju  sledećih  integrala: 

194.  / = f ^dx. 

b 

< Uzminro  I = I\  + Io,  gde  je 


i a > 0 proizvoljan  fiksiran  bioj.  Pošto  je  funkcija  у = neprekidna  i 
ograničena  na  razmaku  ]0,n]  to  integral  I\  postoji.  Na  osnovu  Dirihleovog 
kriterijuma  imarno  da  integral  L>  konvergiia,  tj.  clati  integial  konvergiia.  U 

+oo  . a 

piimeru  182  smo  pokazaii  da  integral  f đivergira.  Kako  je  |sin.xj  > 

b 
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sin2.r  za  sve  х,  oncla  po  poredbenom  kriteiijumu  sledi  da  I ne  konvergiia 
apsolutno,  tj.  integral  I konveigira  uslovno  > 

+oo 

195.  f 
0 

< Kad  х +oo  : \ 0,  sledi  piema  Diiihleovom  kriterijumu  inte- 

+oo  г 

gral  konvergiia  Ispitajmo  konvergenciju  integrala  :I\  — j |cos  л:|  dx 

b 

S obziiom  da  je  |cosx|  > cos2.x*  = za  sve  х,  to  je  fj(x)  > /з(:г)  + 


S obziiom  da  je  |cosx|  > co$~  х = za  sve  х,  to  je  fj(x)  > fz(x)  + 

h(x),  (1),  gde  je  /i(.t)  = h(x)  = 2(a.^G0) , h(x)  = Raz' 

motrimo  integrale 


+oo 

1 f у/Б 


: dx\  h 


+ 0 c 

1 f у/х  cos  2x 


Kad  х — т +co,  (75)  > У-  h divergiia  (ka  +co);  /3  kon- 

veigiia  prema  Diiihieovom  kiiterijumu.  Na  osnovu  nejednakosti  (1)  integral 
I\  divetgiia,  sledi.  I usiovno  konveigiia.  > 

+00 

196*  I = f xp$i n(xq)dx  (q  ф 0). 

b 

+co  ( 

^ Uvedimo  smenu  xq  — t : / — A / “—dt,  gde  je  a = 1 — 

1Л  *0 

Uzmimo  dalje  / = h + /2,  gde  je  I\  = Л / Sprdt,  /2^0  / a > 0 

1 0 a 

pioizvoljan  fiksiran  broj,  Pošto  je  kad  t +0,  = O*  (т^гг)  > onda  /1 

konveigiia  za  a < 2 tj,  za  ^ a za  £±I  < -1  divergiia.  Za  a > 0 

tj,  <1/2  konveigira  (Dirihleov  kiiterijum)  a za  a < 0 divergira.  Ovo 
treba  dokazati.  Neka  je  0 < e < 2 zadato  unapred.  Za  svako  A > a postoji  n 
takvo  da  je  27гп  > A (n  € N)..  Na  osnovu  druge  teoreme  o srednjoj  vrednosti 

(2п+1)тг 

(stavljajući  ct  = —f3  ),  dobijamo  ocenu:  / t^sintdt  = č/  -2  > 2, 

2атг 

jer  je  2/77Г  < £ < (2n  + 1)тг,  /3  > 0 Saglasno  Košijevom  kiiterijumu, 
/2  za  a < 0 diveigira.  Dakle,  / konveigira,  za  — 1 < < 1,  tj.  za 

Eii  < 1.  Ispitivanje  apsolutne  konvergencije  integrala  I svodi  se  na  ispi- 

tivanje  konvetgencije  integrala  /1  = 0/  +^c//  i Io  = Л / Цј+//:  I\ 

1 л b 1 л b 

očigledno  konvergira  za  Е±1  > — l.  Ostaje  da  se  ispita  !•>  Iz  nejednakosti 
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l (4  “ <jk,t  e]a,  +oo[  sledi,  da  /2  konvergira  ako  je 

*foo 

a > 1,  tj.  za  2-i  < 0 i divergira  ako  је  a < 1 (jet  f ~~  divergiia  ka  +oo  za 

O 

4*00 

a < 1,  a integral  J —f—^dt  konveigira  na  osnovu  Dirihleovog  kriteiijuma 

a 

),  Sledi,  I konveigiia  apsolutno,  ako  je  — 1 < <0.  Za  0 < < 1 on 

konvergiia  uslovno  > 

£ 

n 

197.  / = f sin(secx)dx, 
b 

< Smenom  secx  = t\  (dx  = imaino 


-1-00 

Г sin  tdt 


a 4-00 

f sin  tdt  f sin  tdt 

! T7W^i+  ! wW^i~h  + h' 

1 a 


a > 1 je  proizvoljan  fiksiian  broj.  Kad  t — » 1 + 0,  ^p=  = O*  ^ ^ j , 


sledi,  I\  konvergira  (apsolutno)  Pošto  je  za  t e]a,+oo[ 


(,/£531  - ty/&=\' 


i како  integral  f j/tžj  konvergiia,  to  /2  apsolutno  konvergira.  Dalde, 

a 

polazni  integial  konvergira  apsolutno.  > 

198.  / = f x2cos(ex)dx. 
b 

+ °0  „ 2 

<1  Smenom  ex  = t dobijamo  I — f |п~  *cu8trft.  Kad  t +oo  \ 0, 

l 

sledi,  piema  Diiihleovom  kriteiijumu  integral  konveigiia.  Pošto  je  |cosi|  > 
cos2  thlA  llsli  1 cos  2t  - za  t > 1,  onda  je 

4oo  400  400 

f I , 1 n~  't  t 1 f ln 2t  1 f ln2t  t ч 

/ |cost|  -j-dt  > - — — rf/:  -f  - / cos2ć  * —j~dt  (1) 

i l l 


Očigledno,  > j za  t > e,  zato  integral  /*  ^prft  divergiia  (ka  +oo). 

i 

4oo  0 

Integral  f cos2 1-  konvergira,  dakle  prema  nejednalcosti  (1)  imamo 

l 

da  / uslovno  konveigira  ► 

4oo 

199.  / = f m?dx. 


4°°  0 
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<a  Piedstavimo  I = h +h,  gde  je  h = / /2  = f ^§fdx; a > 

0 o 

= 0*  (3._(-+i) ) , Sledi,  za  p + 1 > 


l+.T'> 


0 fiksiran  bio.j;  kad  х —>  +0.  - 
— 1 integial  I\  apsolutno  konvergiia,  a za  p + 1 < — 1 divergira.  Ako  je 
P < <L  pff-  ^ i<ad  x —*  +co  1 in<:e£ral  h konveigiia  (neapsolutno). 
Znači,  I konvergiia  (neapsolutno),  ako  je  p > —2,  q > p Za  х б]а,+оо[, 
J - x7+0~)  ^ l1njf>  S ша  sledi.  h konveigira  apsolutno,  ako  je 

q-p>  1,  tj,  q > p+ 1 (za  q < p+ 1 integral  f divergira),  Dobili 

а 

smo  da  integial  / konvergiia  apsolutno  ako  je  p > —2;  q > p+ 1,.  On  uslovno 
konvergira  za  p > —2,  p < q < p -f  1 l> 


200.  /=  j 


^°°sin(a:+ £) 


dx\ 


< Uvedimo  smenu  х + ~ pošto  je  х dvoznačna  funkcija  od  to  se 
integral  I predstavlja  u obliku  zbiia  integiala: 


/ 


/ 


1 

2 


1 sin  (x + 7)dx  + TfiUf±il 


v,n 


' 4-00  / £_ 


/ 

1 


n 


Љ; 


/ 


1 sin  t 


+™(~Љ 


( t^tV 

l 2 


ts£3V 


- clt  -f* 


/ 


fci + 0 si 


sini 


/+h£3\" 


-dt 


V 


суП  — 1 


t -foo 


/— 


sin  tc/t 


2 

4-cxd 


V 


+ 


/ ,/7Г 


sin  tdt 


\/F^4)n  { sj¥~  l (t  + y/i2  ~~  4) 

= /|  + /о  + /3  + /4  , 


n— 1 


gde  je 


h 


1 f sin  tdt 

2Tl_1  / v^4(t+v^4) 


1 — 71  ’ 


2 

4-co 


/о  = 


/з 


sintdi 


2-1  / ^rzr4^  + VW^i)‘~" 

nn-l  f Sin  tdt 

/ v^2  - 4 (t  + sjč  -“4)n_1 
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h 


Оп' 


sin  tdt 


1 /'  — 

{ VW=l(t  + VW=i) 


пТТ  t a > 2 


pioizvoljan  fiksiran  bioj  Kad  t —*  2+0,  ----- — - — ^тг— г±Гп-тг  = ( — “ 

1 VF=4(t+VF^i)±{  ' \(4— 2 

sledi  integrali  Ii  i h konvergiiaju;  kad  t —*  +oo  imamo 

1 

vw=4  (t  + VW=tj 

1 

VW=1  (t  + VW=tj 

sledi,  lo  konveigira  ako  je  2 — n > 0;  /4  konvergira  za  n > 0 (Diiihleov  kri- 
terijum)  Znaei  I konvergira  za  0 < n < 2,  Očigledno,  I uslovno  konvergira, 
jer  h konvergira  apsolutno  za  n < 1,  a /4  konveigira  apsoiutno  za  n > 1.  > 

+o°  . . 

201.  I — f ’tlrdT:  6cle  su  Pm(x)  i Pn(x)  polinomi  i Pn(x)  > 0, 

a 

za  х > 0. 

-4  Polinom  Р„(.т)  nema  nula  u intervalu  ]a,  +oo(,  zato  integral  pod  nekim 
uslovom  može  konvergirati.  Kad  х —>  +00,  = O*  (xWm ) i za  n — 

m > 0 monotono  teži  nuli,  đakle  prema  Dirihleovom  kriterijumu  integial  I 
konvergira  (neapsoiutno) . Pošto  je 

1 /|Pm(s)|  ]Pm(x)|cos2rr\  |Pm(x)sina:[ 

2 V Pn(x)  Pn(x)  J ~ Pn(x) 

< l-Pm(a;)|  syk  ( 1 

- Pn(x)  U \xn~^ 

kad  х — *•  +00,  to  je  za  apsolutnu  konvergenciju  integraia  dovoljno  da  bude 
ispunjen  usiov:  n — m > 1,  tj  n > m + 1.  Sada  možemo  naći  uslov  pod 

kojim  integial  I ne  konveigira  apsolutno:  m < n < m + 1.  t> 

4-00 

202-  Ako  integial  f f(x)clx  konvergira,  da  li  obavezno  f(x)  0 kad 

a 

X +c>o? 

4oo 

< Ne  obavezno;  rm  piimer,  Fresnelov  integral  f sin  x~dx  konvergiia 

b 

(uvodimo  smenu  х2  = t,  i onda  primenom  Dirihieovog  kiiteiijuma  sledi 
dokaz  ) a funkcija  у = sin  х2  nerna  limes  lmd  х — > +oo.  Analiziiajmo  takođe 


l-n 


= O* 


n—1 


= o* 


tn ) ’ 
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integial 


0 к=°  Vk  к~° 

Niz  S„  konveigira,  jei  važi  ocena:  \Sn+p  — 5„|  < ’ ^°Ја  ia  ta6na 

za  sve  p > 0,  p € N (ostavlja  se  čitaocu  za  clokaz).  Sledi,  integial  konveigira, 
iako  funkcija  у = (— 1)^21  ne  teži  nuli  kad  х -+  +oo,  Nesvojstveni  integral 

+f°  f(x)dx  može  da  konveigira  i u slučaju  kada  f(x)  nije  ograničena  kad  х -+ 

a 

+oo.  Na  piimer,  u integralu  I = / х sin z'ldx  podintegialna  funkcija  nije 

o 

4-°o 

ogtaničena  na  razmaku  ]0,+оо[;  smenom  x~  = imamo  I — ^ i si 
Ovaj  integral  kao  Sto  se  zna  konvergiia.  > 

203.  Neka  / e C,(1)[.xoi+oo[,  \f'(x)\  < C za  x0  < х < +oo,  i J \.f{x)\  dx 

XQ 

konvergira.  Dokazati7  cla  J(x)  — * 0 kad  х 4-co. 

-Коо 

< Razmotiimo  integral  I = f f'{x)f(x)dx.  Zbog  konvergenđje  mte- 

a:o 

giala  /ј  = +f° |/(x)|rfa:,  i nejedakosti  |//(:r)|  < C sledi  konvergencija  inte- 

X0 

grala  / = +f° f'(x)f(x)dx  (/2(x)  - /2(х0)) , tj.  funkcija  /2  ima 

konačan  limes  kad  х —*  +oo;^lim^  f~  (х)  = M > 0.  Ako  pretpostavimo 

da  je  M ф 0,  onda  je  ^lirn^  |./(x)|  = у/Ш  > 0,  odalde,  za  svalco  e > 0, 

postoji  A > хо  tako  da  je  |/(x)|  > \[M  - e kad  god  je  х > A.  Sada  je 

očigledno,  f \f(x)\ dx  > Um  - e)  (X  - A)  i ^lim^  f \f(x)\dx  = +oo,  fito 
A A 

profcivureči  činjenici  da  je  Ii  < oo.  > 

204.  Može  li  se  konveigencija  nesvojstvenog  integrala  / f(x)dx  od 
neogianičene  funkcije  / na  segmentu  [n,b]  razmatrati  kao  linres  odgovaiajuće 

71  — 1 

integralne  surne  /(/,)  Д Жј,  gde  je  .т,-  < fi  < x,+i  i Д xi  = а'г+1  — -г'г 

«9  Ne,  jer  se  u opštem  slučaju  ne  dobija  konačan  limes  integialne  sume 
(rezultat  zavisi  od  izbora  tačaka  /,).  > 


4.4.  NESVOJSTVENI INTEGRAL 


595 


205.  Neka  infcegral 

-4-oo 

j J{x)dx  (1) 

<гг 

konveigira  i neka  je  funkcija  <p  ograničena  Da  li  konveigiia  integial 

+00 

I f(x)<p(x)dx ? (2) 

a 

Na\'esti  odgovarajući  primer.  Šta  se  može  ieći  o konvergenciji  integiala  (2), 
ako  integral  (1)  konvergiia  apsolutno? 

< Ako  integral  (1)  konvergira  neapsolutno,  integial  (2)  može  divergirati, 

na  piimer:  neka  je  f(x)  = <p(x)  = sin.x;  <p  je  ograničena  funkcija, 

-hco  +CO  0 

integral  f dx  konveigiia,  a integral  f dx  divergira.  Integral  (2) 

b b 

može  konvergiiati,  na  pilmei:  (p(x)  = Scoso;,  f(x)  = žir*  Sledi,  integral 
(2)  nije  obavezno  konvergentan 

Neka  integiai  (1)  konvergira  apsolutno,  tada  iz  nejednakosti  \ f(z)<p(x)\  < 
C\f(x)  \ , saglasno  kriterijumu  upoređivanja,  sledi  apsolutna  konvergencija 
integiala  (2),  a to  znači  i njegova  konvergencija.  > 

-foo 

206.  Dokazati,  da  ako  integral  / f(x)dx  konvergiia,  a / je  monotona 

a 

funkcija,  onda  je  f(x)  = o (~)  kad  х —>  +oo. 

< Iz  konvergencije  integrala  sledi  da  | / (x)|  — > 0 kađ  х — > +oo  (u 
protivnom  slučaju  integral  bi  diveigiiao,  jei  bi  funkcija  f zbog  monotonosti 

X 

imala  stalan  znak  za  dovoljno  velike  х,  i tada  funkcija  х н-+  f f(t)dt  , a < 

a 

х < +co,  ne  bi  bila  ograničena  za  х — ► +co  ) Dakle,  |/  je  opadajuća 
funkcija,  Iz  konveigencije  integrala,  sledi  (Košijev  kriterijum)  cla  za  svalco 

Хп 

e > 0 postoji  A > a tako  da  je  f f(x)dx  < e kad  god  je  x\  > A i x->  > A. 

XI 

X 

Fiksirajmo  proizvoljno  xq  > A \ iazmotiimo  za  х > xq  integial  f f(t)clt. 

XQ 

Kako  /|  opada,  to  je  |/(a*)|  < |/(.tq)|  za  х > i zato  je  \f(x)\(x  - 

X 

xq)  < / f(t)dt  < e.  S obzirom  da  je  lim  xo\f(x)\  = 0,  to  iz  poslednje 

* x—>-fco 

ХО 

nejednakosti  pioističe  da  je  lim  xf(x)  = 0,  odnosno  da  je  f(x)  = oU) 

X— *-fco 

kad  х — > +oo.  > 
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207.  Neka  je  f monotona  funkcija  na  razmaku  ]0, 1]  i neogtaničena  u 

l 

okolini  tačke  х = 0.  Dokazati,  da  ako  postoji  integral  f f(x)dx,  onda  je 

b 

ita  i E / (I)  = 

1 

<1  Prema  uslovu  postoji  lim  / f(x)dx;  stavimo  џ = n 6 N.  Ako 
f opada  na  1],  to  deleći  taj  segment  na  n jednakih  delova  imamo  Sn  = 
i E / (*)  = i Ž / = i Ž / (*)  - i Е / (i)-#1,  gde 

fc=l  fc=l  fc= 2 fc=l 

su  5„  i 5„  respektivno  gornja  i donja  Đaibuova  suma  funkcije  / na  segmentu 
[^,  1]..  Preina  poznatim  svojstvima  integrala  ispunjene  su  nejednakosti: 


fc=i  4 ' i fc=i  4 7 


(2) 


Ako  f'unkcija  / laste  na  [£,  1],  onda  očigledno  važi: 

l 


kpn 


П 


/(i) 


< 


n 


/(i) 


71 


(3) 


f / ЈЛ 

Pokažimo  da  je  lim  -~1  = 0.  Stvarno,  ako  to  nije,  onda  to  znači  da  je 

п — ►oo  n 

1 

f(x)  = O*  (^)  , a > 1 kad  rr;  — > 0 i integial  / f(x)dx  ne  bi  konvergirao. 
Prelaskom  na  limes  kad  гг  oo,  u nejednakostima  (2)  ili  (3)  i uzimajući 
u obzir  da  je  lim  Цр*  = 0 i lim  Цјр-  = 0,  dobijamo  lim  ~ f („)  = 

71 — >OQ  71  71™*00  П П~~ ►OO  П gTj 

1 

f f(x)dxt  5to  je  i trebalo  dokazati  > 

b 

208,  Dokazati,  da  ako  je  funkcija  / monotona  u intervalu  0 < х < a i 

a 

postoji  integral  I = jxpf(x)dx,  onda  je  lim  xp+1f(x)  = 0 
o i— +0 

< Smatiaćemo  da  funkcija  у = xpf(x)  ima  na  segmentu  [0,o]  jedan 
sungularitet  i to  tačku  х = 0 (tačka  х = .то  je  singulaiitet  funkcije  ip, 
ako  ta  funkcija  nije  ograničena  ni  u jednoj  njenoj  okolini-jednostianoj  iii 
dvostianoj),Zbog  monotonosti  funkcija  / i х i— » xp,  moguća  su  dva  slučaja: 


4.4.  NESVOJSTVENI INTEGRAL 


597 


a)  lim  xI>+l  = +oo,  lim  f(x)  = 0 (i  pri  tom  očigledno  |/|  raste  na 

х— x—*+G 

)0,гг[); 

b)  lim  xp+1  = 0;  lim  f(x)  = co  (i  pri  tom  ocigledno  |/|  opada  na 

х— +0  x-~->“fG 

]0,a[). 

Slučaj  lim  xp+1f(x)  = C,  C ф 0,  C ф oo  se  iskijučuje.  jer  bi  u tom 

ж— *+0 

slučaju  bilo  xpf(x)  = O*  ( ^) , Л > 1 kad  х ->  +0,  što  protivreči  činjenici 

a 

da  integial  [xpf(x)dx  konvetgira,  Zbog  konvergencije  navedenog  integrala 

b ..  . c • • 

imamo  da  za  svako  e > 0 postoji  б > 0 takvo  da  je  za  0 < х < б ispunjeno 


X 

1 tpf(t)dt 

= 

/ 1р+1^ГКи 

У,$х 

),5х 

= џ ln  2 < e, 


gde  je  inf  {tp+l  )/(t|}  < џ < sup  {t/;+1  \f{t)\},t<=  [0,5x;x]  (Košijev  kriteri- 
jum  i teorema  o siednjoj  vrednosti)  Pošto  je 

/ жр+1 1/(0, 5ж)|  1п2,  u slučaju  a); 

P u - _ | (q,5x)p+1  |/(x)j  ln  2,  u slučaju  b), 

to  je  (0, 5x)p+1  |/(0, 5x)|  < u slučaju  a);  tj  xp+1  |/(x)|  < u 

slučaju  b).  Iz  poslednjih  nejednakosti  sledi  da  je  lim  xp+1f(x)  = 0.  > 

Defmicija.  Ako  je  funkcija  / takva  da  za  svako  e > 0 postoje  svojstveni 
(Rimanovi)  integrali 


c—e  b 

I f(x)dx  i j f(x)dx  (a  < c < b), 

a c-f  £ 


to  $e  pod  glavnom  viednošću  integrala  u Košijevom  smislu  (v.p)  podrazumeva 
broj: 

b / C-E  b 

v.p  j f(x)dx  = Дтџ  f I f(x)dx  + j f(x)dx 

(1  V C-^E 


SličiiOj  v..p. 


4-00 

I f(x)dx  = 

— oo 


A 


lim  / f(x)dx . 

/1 — И-оо  J 


-A 


209.  Polmzati,  da  je 
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a)  v.p.  f Џ - 0;  b)  v.p.  f j~^r  = 0;  c)  v.p  f sin zdz  = 0. 

b “oo 

< Označimo  sa  Ivp  traženi  integial  Oncla  imamo 

a) 


Iv 


b) 


Iv 


lirn 


Гс!^  + f£ 

X J " X 

lim  (ln(—  ж)  |-f  + inx  Ić1 ) = lim  ln 
-,+n  v 1 1 1 ' e— '4-0 


e— 4-0 


lim 
£-  + 0 

lim  - 

e— +0  2 


/г”г_^+  [A  r±-)+  I 

0 1 — X2  Л+,  1 ““  X'2  У Ју 

1 + X 


1 + X 


+ lim  — ln 
B—*-\-oo  2 


1 - X 
1 + х 


0 £ + ln 


Г+со  dx 


1 - X2 


1 — X 


л 

l-f-£ 


1 — X 


( 2 -£ 

lim  ln 1-  ln 

E-r+o  \ e 

± 1 1 4*  B 

-f-  hm  -r  ln 

В-*+оо  2 


15 

l + A 


1 -B 


1~A 

4» 


ln 


2 + £ 


1 -f-  A 


1 2 - e 

lim  4 In 


lim  - ln 


l-A 
1 + B 


= иш  — ш 7— r ши  T...I 

е— +о  2 2 + е в— s-oo  2 1 1 - В 

(А  је  proizvoljan  pozitivan  bioj  veći  od  1 + e), 

c) 


= 0 


/ :=  Hm  / sin zdx  = lim  (соз(-Л)  — cosA)  = 0 > 

oo  7 Л-++00 


210.  Dokazati,  da  za  х > 0 postoji  lix  = v.p  j y+,  х ф 1. 

b 

<t  Za  0 < х < a < 1 integral  očigledno  postoji;  za  1 < х < 2 

Ux  = «.р.Г£-  lim  (/‘“А+Г  ii 

Уо  \7()  In  £ J х-ј-е  C 

= Дто  (in  I«  - 1!  IJ-  + | IJ-  + 0*(({  - l)2)  IJ- 
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+ in({  - 1)  |;+,  + 1 1;+,  + o* «{ - 1)2)  |;+, 

= Дт0  ('ns  + + l"(l  - х)  - Iiie  + 1 

+0*(e2)  + O*  ((х-1)2)) 

= lim^  ^ln(x  — 1)  -(-  ^ + O*  ((х  — l)2)  — e + 0*(e2)) 

= in(x-l)  + |+0*((x-l)2). 

Ako  je  х > 2 imamo 

X 

r I 

lix  = v.p.  / —v-P 


Ine 

0 0 
Naći  sledeće  integrale 


4-оо 


21  !• 

0 

^ Imenilac  podintegralne  funkcije  postaje  nula  za  a;  — 1 i za  л;  = 2; 
neka  je  /i  > 2 pioizvoljan  fiksiian  broj.  Po  definici  ji  je: 


•fCO 

f dx 

vp  J 


0 

lim  f in 
+0 


X — L 


+ lim  In 

> -f-oo 


X - 1 
1-2 


Ј-*+1ч 


X — 1 


н?  +ln 


- 2 


х — 1 


х — 1 


= -In2+  lim  f ln 

40 


If 

1 + £ 


+ iil 


1±л\ 

1-/V 


+ lim  In 

>-foo 


В- 2 


B — 1 


ln 


212.  t>,p.  / 


t/:c 

X in  X ' 


Po  defimciji  je 


v P 


j dx 
) X ln  X 


lim  f ln( — lnx) 

e->4-0  1 


+ln(lnx) 


U+e 


lim  ln 
£->4-0 


in(l  — £) 

= lim  In 

— c 

ln(l  + е) 

£ — >4*0 

£ 

to  i 
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4-oo 

213.  v.p..  f T^đx. 

— oo 

< Po  definiciji  je 

4-oo 


u p I = ((aictanx + ^ ln  (x + I--a 


lim  ( aictan  /1  - aictan(— /1)  + ~ ln 
И—+оо  V 

iim  2 aictan  /1  = 7Г . i> 

/I — c -f-oo 


л2 


1 , 1 + A 


2 1+  A- 


-foo 

214.  г>.р.  / aictan  хЉ, 

— oo 

Iz  clefinicije  v p sledi 

4-oo 


v.p  I aictan  xdx 


lim 

Д— *4-oo 


.т atctan х — - ln(l  + a;2))  \~a 


0.  ► 


4.5  Izračunavanje  površine 


1°  PovrSina  u pravouglim  koordmaiama. 

Povfina  S ravne  figure  А\А')В‘уВ\  (sl.130),  ograničena  gmficima  dvc 
neprekidne  funkcije  у = yi(%)  i У — Уч(х)  ( У2(х)  ž У\ (^))  * pravama  х — a 
i х - b (a  < b)^  jednaka  je 

b 

S = J (1/2(3)  -yi{x))dx. 


2°  Površina  ravne  figure,  ograničena  krivom,  koja  je  zadata  u 
parametai’skom  oblilcu. 

Ako  su  х = т(£),  у = y(t),  [0  < t < T ] paiametaislce  jednačine  deo  po  deo 
glatke  piosto  zatvorene  krive  C,  oiijentisane  u smem  supiotnom  luetanju 
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kazaljke  na  satu  i ograničavajućt  sleva  ocl  sebe  povrinu  S (sL131), 

у\ 


sl  130 


sl  131 


onda  je 


т T | 

S — - I y(t)x'{t)dt  = I x(t)y'(t)dt  ili  S = - j (x(t)y'(t)  - y(t)x'{t))  dt 
о o “ 'o 

3°  PovrSina  u polarnim  koordinatama,  PovrSina  S ravne  figuie 
OAB  (sl.132),  ograničena  grafikom  neprekidne  funkcije  p - p(<p) 


p 

= \ j p2(v)đ<p 


sl  133 

i dvema  poiupravama  tp  = a i = (3  (a  < /?)>  jednaka  je 

P 

1 

S 

ч 

a 

4°  Rešeni  zadaci. 

215  Dokazati,  da  je  površina  pravouglog  paiaboličkog segmenta  jcdnaka 
S = Џ h,  gde  je  6 osnovica  a h visina  segmenta  (sL133)  . 

«1  ZapiSimo  jednačinu  paiabole  u obliku  у = ах2  + c i nadimo  n 1 c tz 
uslova  : у(0)  = /t,  y(±|)  = 0;  (c  = h,  a = -Џ  ).  Piimenom  formuie  za 
iziačunavanje  površine  je 


S = 2 ј (^-у : i2  + hj  dx 


i , 4/t.  .j 


<>  bh  2 

?eW,“T  = 3M-  ^ 
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Naći  povrSinu  ravne  figure  ograničene  krivama  koje  su  date 
Dekartovim  koordinatama: 

216  ах  = у2,  ау  = x~. 

< Po  formuli  1°,  imamo 


o 


217.  y = x2,  x + y = 2, 

< Nađimo  apscise  tačaka  pteseka  paiabole  у = х1  i piave  х + у = 2. 
Rešavanjem  jednačine  х2  + а'  — 2 — 0,  nalazimo  x\  = —2,  = 1 Po  toimuli 

1°  imamo 


l 

з 


= 4,5.  ► 


218  x + y = 0,  у = 2®  - х-2 . 

<a  Parabola  i prava  se  seku  u taćkama  čije  su  apscise  x\  = 0,  x<>  = 3, 
sledi, 


з 

S = j (2x-  — х2  + x)clx  = 
b 


27  , к 

— = 4, 5 ► 
6 


219  у = |lgxj  ; у = 0;  х = 0, 1;  х = 10 
< Pošto  је  lgx  < 0;  za  х € [0, 1;  1];  lgx  > 0,  х € [1, 10],  to  je 

10  0,1  10 
S = I |lgxj  dx  = I Ig  xdx  + / \gxdx 


0,1  l 

= lge((xlnx  — х) 

= (xlgx  — xlge) 


l’1  + (х'  In  х х)  | j°  ) 
l'1  + (х  lg  х — х lg  e)  |J° 


= 9,9  — 8, 1 lge. 


► 


220..  у = T\  у = 2;  х = 0, 

■4  Prava  у = 2 seče  kiivu  у = 2X  u tački  /1(1,2).  Tražena  povrSina  je 
S = f(2~2x)dx  = 2-+» 

l 

221.  у = (х  + l)2;  х = sinTri/;  у = 0 (0  < у < 1) 
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< Uzimajući  u obzir  dato,  treba  naći  površinu  lika  ogranieenog  luivama 
х = s\mry  , х = — 1 + у/у  i у = 0.  Dalde, 


(sin 7i гу  - (-1  -f  J y))dy 


0 

2 2 2 1 

— f- 1 ~ — = — f-  — > 

7Г  6 7Г  3 


COS7 Ту  |0 


+ [V-  0 


222.  у = х ; у = х + sin2  х (0  < х < 7г) 


S = (х  + shr  х — x)dx  = —.  > 


223.  у = у = 0. 

*3  Imamo  da  у — » 0 kad  х — » oo;  figura  nema  povišinu  u običnom  smisiu. 

A A 

Pošto  je  funkcija  y(x)  paina  to  je  Sa  = f y(x)dx  = 2 fy(x)dx . Dalje 

~л  b 

A 

clobijamo  S,\  = 2a3  f = 2a2  aictan^..  Po  definiciji  je  5 = lim  Sa  = 

0 A — 

2a2  \ = 7m2  > 

224.  ут  = 1 • 

fr  j i 

< Označimo  površinu  elipsesaS',  onđaje:^  = b j Jl  - %јт dx  = ab  / co$2tdt 

a V 0 

^аб,  odavde  sledi  da  je  5 = тг ab  (uvedena  je  smena  х = а sini)  > 

225.  2Г  = х2(а2  — х2) 

-«$  Iziaz  .г,2(а2  — х~)  је  nenegativan,  ako  је  \х\  < а, a kriva  је  zatvoiena 
(у  = ± |a'|  Ја1  — х1),  Zbog  simetiičnog  položaja  kiive  imamo: 


5 = 4/  х* \/ а2  — x2dx  = 4а2  / sin  icos2  tdt  = ~а2  cos3 1 i = -ja2 


(uvedena  je  smeua  х = а sin  £)  > 

226.  у2  = 2p:i*;  27py2  = 8(x  - p)3,. 

< Iz  navedenih  uslova  sledi  da  je  х > 0 i х > p.  Nađimo  apscisu  piesečne 


tačke  kiivih;  iz  druge  jednačine  imamo  у2  = ~ 


2 јгх.  Označimo 


2 5г  Dolazimo  do  kubne  jednačine  2 3 = Зр2г+2р3  ili  z(z+p)(z—p) 
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2p2(z+p)  Koren  2 = —p  ne  zadovoljava  uslov  zadatka,  jei  se  dobija  х = — f 
(negativan  broj).  ReSavanjem  jednačine  z2—  рг  — 2рг  = 0,  dobijamo  z\  = 2 p 
i Z‘2  = — p (z‘>  otpada).  Prelaskom  od  2 na  х sledi  х = 4 p je  apscisa  piesečne 

tačke.  Funkcija  у ~ \J$j;(x  - pf'  )e  definisana  za  х > p;  za  p < х < 4 p je 
уЗ рх  > J^j(x  — p)§  Uzimajući  u obzir  da  je  figura  simetiična  u odnosu 
na  Ох  osu,  nalazimo 


227.  Ах2  + 2 Вху  4-  Cy~  = 1 (A  > 1,  AC  - B 2 > 0). 

< Režavanjem  jednačine  Ах2  + 2 Вху  + Су2  = 1 u odnosu  na  х imamo 

х = Funkcija  ж = .т(у)  uzima  lealne  viednosti,  ako  je 

A - (AC  - Ј32)у2  > 0,  odalde  sledi  |y|  < \J  лс\в-‘  - b-  PoviSinu  nalazimo 
po  lormuii 

b 

S = j (x\(y)  -xo(y))dy, 

-b 

gde  je  a.’i  = хо  = -ву~у/а~Ја Očigledno  je 

5 = | / у/А  - (AČ  - WWdy  = 

7 -b  ~b 

7Г 

= / cos2  Iđt  = 4- - B-: ' 

b 

Napomena-  Jednačina  kiive  se  metodom  analiticke  geometrije  može 
svesti  na  kanonski  oblik-jednačinu  elipse  sa  poluosama  i у ’ P0VIšfna 

te  elipse  je  (pokazano  u primeru  284)  5 = 7г  - ^ • \J лс-в'*  ^ ^ 
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228.  y~  = (cisoida);  x = 2a. 

■4  Kiiva  je  simetiična  u odnosu  na  osu  Ох  ; funkcija  у = y(x)  ima  tačku 
х = 2a  za  singularitet,  tj.  ona  nije  ogianičena  u pioizvoljnoj  levoj  polu 
-okolini  te  tačke,  zato  se  povržina  figuie  izražava  pomoću  nesvojstvenog 

2a  з 

integrala  druge  viste:  5 = 2 /’  . Srnenom  х = 2asin2t  dobijamo 

'o  (2«~*)5 


Rimanov  integial: 


5 = 16a2  J sin'1  tdt  = 16a 


3 тг 


2-4  2 


— = Зтга2.  f> 


229.  х = a In  a+V°2  - ^Ja-  ~y2,  у = 0 (traktrisa) 

Očigledno  je,  0 < у < а;  ako  zatim  з:  raste  od  0 do  +oo,  onda  у 

opada.  Difeienciranjem,  dobijamo  dx  = - Va2~y~  dy  Uzimajući  u obzir  da 
je  х opadajuća  funkcija  od  у i da  figuia  nema  površinu  u običnom  smislu, 
uzimamo: 

Ч-оо 


У yclx  = - j — - ■ — ydy  = J \Ja-  - y-dy 


2 

**/ 


0 , j, 

cos  tdt  = *— ■*  > 

4 


230.  у2  = (х  > 0;  n > -2). 

<j  Kriva  je  simetiična  u odnosu  na  osu  Ох;  za  х —*  +oo  jy|  \ 0.  Površina 
igure  data  je  nesvojstvenim  integralom: 


+00  n , 

O /'  .... 

7 4 

n+2  \ 

X 2 

/ 

i 

- \/ 
0 

l + an+2 

n+2l  i+( 

< «±2 
X 2 

4 

rtrai’Oti  or‘  'i 

H-oo  ^ 

7Г 

2тг 

n 4- 

— cilCldIl  + - 

п -f  2 

2 ~ 

71  + 2 

> 


231.  у = e x jsinaj  , у = 0 (a  > 0) 

+0O  (,c+1);r 

E 

fc= 0 


+oo  ),C+1);r 

5 = ^ / е~х  jsin  aj  r/a; 

/с=0 
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uvodeći  u svakom  integralu  smenu  х — Аттг  = t,  imamo 


-foo  " -f-co 

e~~klv  / sin  tdt  — e 
k~Q  'l  *= 0 


~кке  A (sin  ž + cos  ž)  |0  = 1 + e чр 

9 I*  9 Z-/ 

" " к= 0 


1 +е"7Г 


e з -f  e 2 

^eš  — e~~2  ^ 


1 7Г 

- coth  *r*. 

2 2 


(primei  130)  > 

232.  U kom  odnosu  paiabola  у1  — 2x  deli  površinu  icniga 

х2  + у2  = 8 ? 

< Neka  je  S\  povišina  kruga,  a So  povrSina  koju  čine  paiabolički  i kružni 
segment  (sL134).  Ocigledno,  Si  = 8тг  Rešavanjem  sistema  jednačina:  у 2 = 
2x  i х2  4*  у2  = 8 


dobijamo  apscisu  х = 2 piesečne  tačke  parabole  i kiuga.Sada  je 


52  = 2 | 27г  — у ^\/8  - х2  - v2 хј  dx 

b 

2(271-  Ј y/s  - х-  + |б 


= 2 | 2тг  + - - 4 
o 


•1 

I (1  + cos  2č)fft 


= 2^+- 


(S,  - S2)  1 S2  = ^8јг  - 2тг  - | j : S2  = (9ir  - 2)  : (Зјг  + 2).  ► 

233.  Izraziti  kooidinate  tačke  M(x,y)  hiperbole  х2 — у1  = 1 kao  funkciju 
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površine  hiperboličkog  sektora  S = OM'M , ogranićenog  lukom  hiperbole 
M'M  i polupiavama  OM  i OM',  gde  je  M'(x,  —у)  tačka  simetrična  tački 
M(x,y ) u odnosu  na  osu  Ох  (sl.135). 

< Označimo  sa  M\  tačku  (1, 0),  sa  S\  povišinu  tiougla  M'OM,  a sa  S% 
povišinu  hiperboličkog  segmenta  M' M\  M Očigledno  je 

S\  = xy\ 


Si  = 2 I Vt2  - 1 dt  = (tV&  ~ 1 - ln  (t  + Vt2  - l))  |f 
1 

_ xVčč?  " 1 — ln  — l)  ; 


S = S\  — S‘>  = ху  — х \/x2  — 1 + !n  (х  + \J 
= In  (х  + \/x2  — lj 

(jei  je  у = \Jx2  — 1).  Na  taj  način  je  5'  = Агскх,  tj.  ж — cosh  S,  у = 
V cosh2  5—1  = sinh  S > 

Naći  površinu  figure  ograničene  krivima  koje  su  date  para- 
metarski: 

234.  х = a(t  - sinč);  у = a(  1 — cos  t)  (0  < t < 27г)  (cikloida)  i у = 0. 

< Sa  rašćenjem  parametra  t iaste  i х,  zato  je 


2ir 


I n(l  — cos  t)a(l  — cos  t)đt  = a~  j (1  — cos  t)2dt 
'o  o 

2ТГ  77  2 

4a2  j sin‘!  ^dt  = 8a2  j sin'1  zdz  = 16a2  j sin4  zdz 


0 

16fi2  - 3 7Г 
2 • 4 2 


Зтга2  > 


235.  x = 2t-t-,y  = 2t~ -tz. 

< Kiiva  sama  sebe  seče  u koordinatnom  početku:  х = 0 za  t.  = 0 i t = 2; 
у = 0 takode  za  t = 0 i t = 2.  Za  iziačunavanje  površine  petlje  koristićemo 
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formulu: 


s ш i (x(t)y'(t)  - y(t)x'(t))  dt  = - (i'1  - + 4 t2)dt 


1 f l°  A , 4 12  — л f — — 0 љ.  — 


236.  a;  = a(cos  t + tsm  t),  у = a(sint  - t cos  t.)  (0  < t < 2тс)  i х = a; 

У <0- 

< Razmotiimo  ravnu  figuiu  MK  N 7?.P,  ogianičenu  datom  figuiom  i piavom 
х = a,  у < 0 (sL136)-  Traženu  poviSinu  možemo  piedstaviti  u obiiku  zbira 
površina  figure  MK  NRPOM  i trougla  MOP.  Očigledno,  S^mop  ^ 

(OM  = a,  |iWP|  = 2тга), 


^тш 

iTi1 

s/  136 

9 ...2  * _.2 2/i  i il  \ 


t . . 9 9 , 9 2/i  i sin  t—tcos  t . 

Pieđimo  na  poiarne  koordmate:  — :ir+y“  — a (1  + t ),  tan  <p  — cosWs\nt) 

f Mctan(^gH).  (х,»)€ЈГМи  №; 


V = S arctan  + *89ПУ>  (Х'>У)  e /<:iV  u 

I f Sffnr/,  ж = 0. 


U svim  slučajevima  je  d<p  = у+;  znači, 

1 f , o?  / (1  + t?)fi  . _ 4 2 з. 

Smknrpom  = 9 J P~d-V  = *2*  / 'j'+t'2  f i "за  1 ' 

~ а 0 

4 а" 

Smknrp  = Smknrpom  + S&mop  = оа2?г3  + = "T  +3  + 37Г)  * 


237.  х = а(2  cos  t - cos  2t);  у = а(2  sin  t - sin  2t). 
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< Figuia  je  ogianieena  i zatvorena  (.т(0)  = x(27r);  y(0)  = у(2тг)),  sledi, 

2тг  2тг 

S = ^ j (x(t)y'{t)  - x'(t)y(t))  dt  = a2  I (3  — 3cos  t)dt  = бха2.  > 

'o  b 


238.  х = ~ cos3  t,y  = f sin3  t (c2  = a~  — 62)(evoluta  elipse). 

< Piimenom  jedne  od  foimula  iz  2°  imamo: 

2тг  2тг  f 

f Зс4  r t . 19  c4  /' 

S = / хЉу  — -•“£*  / cos4 f sin2  tclt  = — / (cos4 1 — cos6  i)di 

b b b 

12c1  / 1 > 3 7Г  13  5 тг\_  Зтгс4 

ai>  \2  4 2 2 ■ 4 6 2 у ~ 8a6 

239.  х = a cos  t, 

<1  Pri  promeni  parametra  i od  0 do  тг,  o;  opada  od  a do  — a,  у = Lx(t) 

uzima  nenegativne  vrednosti  (raste  od  0 do  | pti  promeni  t o d 0 do  a 

zatim  opada  od  § do  0 pti  promeni  t od  § do  7г)  Pri  promeni  t od  тг  do 
2тг,  х laste  od  — a do  a;  vrednost  funkcije  у = £o(f)  u intervalu  ]7r,  27г[  je 
veća  od  viednosti  у = L\(t)  (sm  t < 0 za  t 6Ј7Г, 27г[).  Data  kriva  je  inače 

2тг 

zatvorena  sa  poviatnim  tačkama  (a,0)  i (— a,0).  Zato  je  5 = f ydx  (pri 

b 

promeui  t od  0 do  тг,  po  ovoj  foimuli  se  dobija  povišina  ogianičena  krivom 
у = L\(t ) i odsečkom  [ — a, a]  ose  Ох,  а pri  piomeni  t od  7Г  do  2тг,  dobija  se 
površina  ograničena  krivom  у = L<2{t)  i odsečkom  [— a,a]  ose  Ox\  algebaiski 
zbii  dobijenih  rezultata  i daje  traženu  povišinu).  Dobijamo: 


2тг 


2тг 


2тг 


5 = 


= 8a 


f a$in~  t , . r 9 / 

1 2T^rVasmt)dt  = ~a'  I 

b b 

2тг 

o / ( * 2 

~~a  / I sm 

b 

2тг 

ia\l  j 


sin3 1 
2 + sin  t 


dt 


‘ t ~~  2 sin  t + 4 


8 


2 + sin  f 


r/f 


+ sin  f 


97ra2. 


o 


pošt°  je  f | / г+|јп.  £ = з (smena  t - f = 2)  to  piema  lešenju 
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piimera  206,  glava  III  imamo 


Konačno  dobijamo  S = тш'Ј  — 9 j ► 

Naći  povrSinu  S ravne  figure,  ograničene  laivama,  koje  su  date 
u polarnim  koordinatama: 

240.  p~  = a 2 cos2 ip  ( lemniskata). 

< Kiiva  jezatvoiena,  simetiična  u odnosu  na  prave p cos <p  — 0 i psinip  = 
0,  zato  je 


S 1 / . n2 

4 = 2 / P~diP  = ~2 


cos  2 ipdtp  = — sin  2 <p  q 


S = a\  ► 


241.  p = n(l  + cos<p)  (lcardioida). 

< Kiiva  je  simetrična  u odnosu  na  pravu  psin  = 0,  zato  je 


S=  / n2(l  + costp)~d<p  = a2  / (1  + 2cos<p  + cos2<p)d<p  = — — ► 


242.  p = asin3<^  (trolist) 

< Izračunajmo  treći  deo  povišine  trolista: 


S . f a2  siir  3<p  a~  f ттаг  паг 

~ = 2 dtp  = — / (1  - cos  b(p)dip  = — : s = — 


243-  9 = (parabola);  = f » = f ■ 

Pomoću  formule  3°  nalazimo: 
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244-  P=  (0<č<l)  (eiipsa) 

< Ptema  ioimuli  u 3°  i na  osnovu  tešenja  zadatka  207,  glave  III,  sledi 


S = 


W_  / CJ± 

2 / (l  + eeos<^)2 
b 


P' 

2(1  — £2) 


e sin  х 

+ £ COS  X 


+ 


2 

aictan 


+ 


2тг 

0 


2(1 -£2) 


X + 7 Г 

2тг 


2тг— 0 
D 


2?Г  _ 7гр2 

ТТ^Т1  ~ (i-£2)l 


245.  р = 3 + 2cos(/?, 

S obziiom  na  simetričnost  figure  u odnosu  na  pravu  psin<p  = 0,  nalaz- 
imo 


7Г 

/(3 


7Г 

5=  /(3  + 2cos  ip)2dip  — j (9  + 12cos<£>  + 4cos2  ip)d(p  = Птг.  > 
o o 


246.  p=4;/>=+(0<9?<  f ). 

« Zbog  sinv?  < ^ (п  < <p  < § ),  to  je  ^ > J (v?  б]0,  f (),  zato  je 


/ (-4 = i iim  / (-Д 

./  \Sltrp  <p- J 2 E— »4-0  / \snri/)  <P~ ) 

0 e 


1 ..  ( L 1\  1 1 ..  ecose-sms’ 

= — + hm  cote = — + “ lim  : 

^ e-+o  V с/  7г  2 esm^ 

1 1 ...  £~f -£  + ^+0*(£5)  1 

7г  2 E-i+o  £2  + O*  (e'1 ) 7г  ^ 


247  p = n cos 9,  p = a(cos<^  + si n <^>)  (Л/  (?,0)  € 5)  . 


H јсм 
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■4  Iz  uslova  zaclatka  sledi,  da  je  S = Si  + S‘> . (sl.137) 


248  Naći  površinu  sektoraograničenog  kiivorn  cp  = parctanp  i polupravann 
<P  = 0i  v>  = ^. 

ip2 

< Za  <p  - 0,  p - 0,  a za  p = \Д  U integralu  S = J'  p2{p)dp 

smenom  dobijamo: 


/52  л/з 

= \ j p2p\p)đp  = \ jpl  (arctanp  + 


1+p2 


Pl 


“ arctan  p + у - i ln  (1  + p2) ^ 


2 j dP 

1 / 7Г  2 


> 


249  Naći  površinu  ravne  figure  ograničene  krivom:  p2  + ip2  = 1. 

<1  Iz  uslova  p2  = 1 - <p2  zaključujemo,  da  je  |v?|  < 1 Tiažena  površina  je 


S 
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250.  Naći  povišinu  figuie  ograničene  cvetastom  laivom  <p  = sinirp, 

0 < p < 1 

< Ako  p laste  od  0 do  <р  raste  od  0 do  1;  ako  p iaste  od  | do  1, 

. 1 

opada  od  1 do  0 (si.138),  zato  veličina  integiala  | / p2cl<p  = 5 ./  P2(p'(p)dp 

<po  0 

daje  tiaženu  povišinu  uzetu  sa  znakom  Prema  rečenom  je 


S = 


/ ’ • 
j p~  Slll  Ћ p 

l” ' 


psm  7 rpdpj 


1 


1 

— „ > 
7Г 


251.  Naći  poviSinu  figuie  ogianičene  linijama:  tp  = 4p  — p2\ (p  = 0.. 
< Rasuđujući  slično  kao  u piethodnom  primeru  imamo: 

2 2 

S = -\  j P2( 4 - 3 p2)dp  = i I (3 pl  - 4 p2)dp 

'o  b 


252.  Naći  povišinu  figuie  ogianičene  linijama:  <p  = p — sin  p\  <p  = тг. 
< Pošto  je  0 < p < 7г,  to  je 


S = 


\ I p2(l  — cos  p)dp  = i 
b 


cos  pclp 


1 

2 


7Г  1 + 


7Г* 


> 


253*  Naći  povišinu  lavne  figtue,  ograničene  zatvorenom  lcrivom  p = 

2д/  . .л  _ 

Ш7'  ^ w 

< Ako  pietpostavimo  da  je  a > 0,  onđa  zabog  p > 0 (uvek)  to  je  t > 
0;  p = 0 za  t = 0 i /?  — **  0 ako  t •— > +co7  zato  imamo: 


0 l f 4a~irt~đt  _ n 2 f fidl 

b~~2  I (1  + 42)2(1  + 4)2  J (l  + ^)2(l  + t)2“ 

b o 
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Integialeći  po  metodu  Ostrogr adskog  dobijamo 


S = 2тга2 


i2  + t + 2 
4(1  + t°~){  1 + t) 


arctan  t I Lt00  = 7га' 


o-i) 


Prelaskom  na  polarne  kooidinate,  naći  povišinu  ravne  figuie,  ograničene 
krivama: 

254.  х 3 — 3 пхлј  (Delcartov  list). 

A Stavljajući  х = pcos</?}  у = psnup^  dobijamo  jednačinu  Dekaitovog 
lista  u obliku  p = 3п^п  Усо^.  0 < < Ц;  sada  imamo 

f sm  v?-l-cusJ  ip7  г 


9а"  Г sin 
2 / (siir 


sin2  <p  cos2  ipchp  _ 9«2  1 taii2  ipd(tan  tp) 
2 I (1  + tan3  ip)'2 


(sin3  <p  + cos3  p)~ 
o 

rr 

За2  / i/(tan3  p)  За2 


j d(tai 

J (1  + ta 


tan3^)2  2 l+tan3</? 


3 2 .. 
-а  > 


255.  хл  + ул  = a2(x2  + у2) 

<1  Pielaskom  na  polaine  koordinata  dobijamo  jednačinu  krive: 

9 

2 __ 

P sin'1  <p  + cos4  <p  ’ 

i uzimajući  u obzit  simetnčnost  sledi: 


= 2а2  / 

J sm 


dip 

tp  + cos4  ip 


7Г 


s/2a2 


(primei  93)..  > 

256.  ( х 2 + у2)2  = 2 a2xy  (lemniskata) . 

< Uzimajući  х = pcos<p-,  у = p sincp,  dobijamo  jednačinu  leminiskate  u 
oblilcu  p2  = a'2  sin  2<p.  Računajući  tia  simetričnost  figure  u odnosu  na  pravu 
psimp  = p cos  <p  i kooidinatni  početak,  dobijamo 


S = 


Svodeći  jednačinu  na  parametarski  oblik,  naći  površinu  ravne 
figure  ograničene  krivama: 
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257  a:§  + уЗ  = aš  (astroida). 

-«j  Stavimo  х = a cos3 у = a sin3 t (0  < t < 27г)  Uzimajući  u obzir 
simetričnost  astioide  u odnosu  na  obe  koordinatne  ose  i koiisteći  formulu 

S = ђ !\ху'  ~ '!Jx')dt,  nalazimo 
' io 

2 

S = 2 j (За2  sin2  t cos4 1 + 3 а2  cos2  t sin4  t)dt 
b 

7Г 
2 

= 6а2  j sin2  I cos2  /.i/t  = - 
o 

258 , .г'1  + y‘l  = ax~y. 

< Uzmimo  у — tx\  tada  je  х — у — у^гт  ( У > 0)  Ravna  figura  je 
ograničena  dvema  petljama  simetričnim  u odnosu  na  osu  Oy\  Ako  je  / = 0, 
onda  je  у = г = 0 i lim  у — lim  х = 0 Tiažena  povišina  jednaka  je 

t—*CQ  L—tOO 

dvostrukoj  povišini  figure  ograničene  jednoin  od  navedenih  petlji: 

Ч-оо  Ч-оо 

s=  I (x{t)y'(t)-  y{t)x'(t))dt  = a2  I 
b b 

Smenom,  у = A,  dobijamo 


9 / o _ Зтга2 
а“  / sin“  2/Л  =:  — g — . !> 

b 


f ymdy  f г/п~т~Чу 

.1  (1  + у4)71  ./  (1  +y‘l)n  ,n~  ’ 1П~ 

0 0 

Piimenjujući  (1)  a zatim  parcijalno  integialjenje  clobijamo 

+CO  +oa  , +co 

f trdt  I'  t‘ldt  1 /'  / 1 

1 = ,/  (I+Fj2  = ,/  (l  + f)2  = ~4  J td  [ТТ¥ 


t. 


0 

"f-OO  -f-co 

+ T / 

4 j 1 + //!  J 1 + /4 


4(1  + f1) 


-foo 

0 


(1) 


-}-co 


0 


PoSto  je  piema  (1) 
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ie  1 = l I Г ’ sde  -)е 

b 

F(/)  = -~=  arctan  + -^sgnt  t ф 0,  F(0)  - 0 
Konačno  je  / = -~д,  S = > 

4.6  Izračunavanje  dužine  luka 

1°  Dužina  luka  u Dekartovim  lcoordinatama.  Dužina  luka  glatke 
(neprekidno  diferencijabilne)  krive  у = y(x)  (a  < х < b)  jednaka  je 

L=  j \j  1 + (y'(x)f dx^ 


2°  Dužina  luka  krive  dafce  parametarskL  Ako  je  kiiva  data  jed- 
načinama  х = x(t),  у = y(t)  { < t <T  ),  gde  su  x,y  neprekidno  diferen- 

cijabilne  funkcije  na  segmentu  [to^T])  onda  je  dužina  L luka  kiive  jednaka 

т 

L = f sJ(xJ(t))4(y'(t)fdt 

t o 


3°  Dužina  luka  krive  date  u polarnim  koordinatama.  Ako  je 
p = р(ф)  (a  < <p  < /3),  gde  je  p neprekidno  diferencijabilna  funkcija  na 
segmentu  [«,/?],  onda  je  dužina  L odgovarajućeg  luka  lcrive  jednaka 

P 

L = I \/p~(ip)  + p'(<pYd<p 

a 

4°  Rešeni  zadaci. 

Naći  dužinu  lulca  sledećih  krivih: 

259.  у = ж§  ( 0 < х < 4 ), 

4 Po  formuii  1°  imamo 

0 


~zdx 

4 


27 


~ 1 + 7* 


A 

27 


(iovTo-i)  . > 
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260.  у-  = 2 рх  ( 0 < х < xq  ) 

< Kriva  je  simetiična  u odnosu  na  osu  Ох,  zato  je 


X0 


1 “Г 


хо 


+p 


Хо 


dx  = 2 


2®)“  + м(>/2х) 


2 ^ v^  + рЛ  = (*л/*2  + P + pln  (č  + \/ 12  + p)  ) 


2x0 

0 


у/2з70\/2.1:о  +p  + ln 


\/2.то  + i/2.t0  + p 

Vp 


— 2 


1 / p\"  \/®o  + /г-0  + £ 

з-о  /г'о  + + pln J= . 

\/f 


261  у = acosh^  od  tačke  Л(0,а)  do  tačlce  В(6,Л). 
-«3  Prema  formuli  1°,  dobijamo 


262.  у = e*  (0  < х < X()) 

◄ Koiisteći  formulu  1°  dobijamo 


aro  xq  e*0  - 

L=  I \Д  + elxdx  = j y/i  + e~'2xd(ex)  = j ~~~—dz-, 
b b i 

parcijalnim  integialjenjem  (dz  = dv\  u = — -j1-- ; v = 2,  du  = — ; ) 
sledi 


v/T+P^  — \/5  + ln 


i 

eXQ 
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д/l  4-  e2x<>  - \/2  + ln 


l + \/2 


erx  o + s/e~'lxa  + 1 


л/Г+е^“  - /2  + xq  - ln 


1 + \/1  + e2:c° 
1 + /2 


263,  х = \y~  - \ lni/  (1  < у < e) 

< U formuli  1°  za  nalaženje  đužine  luka  L promenljiva  integialjenja  je 
у,  zato  je 


Vl 

L=  j \]l  + (x'(y))2f/y 


(1) 


г/о 


U našem  slučaju  je 
L = 


1 + i t у “ - ) dy 


ly 2 1 1 . 

~1 — k r + 9 dy 

4 2 4r/2 


1 1 = i (lnj/  + ^-j  jf  = 2(l  + e2)-  ► 


2./  Vy 

l 


Primere  264-267  rešiti  pomoću  formule  1°  i formule  (1)  primera 


263. 


264.  у = a ln -rrzjr  (0<ж<б<а). 


L = 


/ 4а2.т2  . / а2  + х2 

'1  + Т~9 5 v>đx=  / — 9 clx 

(a2  - х2)2  ,/  а2  - х2 

o 

2“2/^-/љ  = “1п 


а + х 


а — х 


s -1  = -4.  > 

u а - b 


265.  у = In cos х ( 0 < х < а < § ). 


а « ■ 

L — I y/l  + tan2  хЉ  — / — — 

J J cosa* 

tan(l  + l)|lo  =ln(tan(I  + l))'  * 


0 

ln 


266.  х = a ln  °+Vy'—  - \/а2  - у2  (0  < 6 < 1/  < а) . 
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a a 

L~  I \Jl  + (x-'(y))2  cly  = a I ~ = alny|g  = aln^.  џ- 


267.  у2  = (0  < х < §a). 


<1  Zbog  simetiičnosti  laive  u odnosu  па  osu  Ох  imamo 


т n I /,  -г'(Зо  ~ г’)2  , 

L-2  J Jl  + (2fl_  dx. 


Smenom  t~(2ci,  — x)  — 8п  — 3.г  (2  <t<  3)  Posle  jednostavnih  transfoi macija 
sledi 


L = 4a 


ii 


t2dt  ( V5,  t-vs 

= 4a  1 + ~ ln  • 


2 f + v/3 


, LA  >/5+i 

4a  1 + — ln  — ?= 

V 2 у/З-1 


4a  f 1 -I-  \/3  ln 


n/3  + 1’ 

>/2 


268.  x*3  +J/S  = aS  (astroida) 

< Prelaskom  na  parametaislce  jednačine  astioide  (х  = a cos3 1,  у = 
asin3 1;  0 < t < 27г)  i uzimajući  u obzir  njenu  simetiičnost  u odnosu  na 
kooidinatne  ose  imamo 

јт  v 

*>  2 

L = 4 / \/ x-,(t)2  + y'(t)2dt  — 4 j \/ 9a2  cos'1 1 sin2 1 + 9a2  sin'1 1 cos2  tdt 

’o  o 

2L  2L 

2 *J 

= 12a  I sin  t cos  tdt  = 12 а j sin  čc/(sin  t)  = 1 


6a  sin2 1 


6a..  £> 


0 0 

269,  х = ~~  cos3  t,  у = у sin3  č7  = a2  — fc2  (evoluta  elipse). 
< Piema  formuli  2°  je 

xf(t)  = — — cos2  čsin  t,  y'(č)  = siir  č cos  £, 
a ' 0 

cos  t crinrt 


{А*)У  + (z/OO)"  “ siir  čcos2 1 ( — — -I- 


62 
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— (a“  + б2  — (?  cos  2č) 2 q 

= 2|((a2  + 62+c2)i-(a2+i2-c2)S) 

= 1и«-(2к2)§)=>3-"3>  ► 

270  х = cos'1  č;  у = sin'1 č. 

*si  Pošto  pii  promeni  t od  0 do  f pokietna  tačka  (x(t),  y(t))  opisuje  celu 
krivu,  to  je 

0 <t<  x'(t)  = — 4cos3  tsini,  y'(0  = 4sin3icost; 


Ио)2  + = 


16  cos6 1 sin2 1 4- 16  sin6 1 cos2  t 

16  sin2  t cos2  č(sin4  t + cos'1 1) 

/ sin2  2č  \ •) 

4sin"  2t  1 r — ) = 2snr 


(l  - = 2 sin2  2č(l  + cos2  2 č); 


Pri  rešavanju  primera  271-274  koristiti  formulu  2° 
271.  х = a(t  - sinč);  у = а(1  - cos  č)  (0  < č < 27г) 
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x'(t)  = а(1  — cos  t.),  y'(t)  = asin  t\ 


xl2(t)  + y,2(t)  = 2a"  (1  — cos  t ) = 4a"  sin2 


2ix  a 

L = 2a  I sin  t-clt  = 4a  j sin  zdz  = 4a  cos  2 |° 


8a,  ► 


272.  х = a(cos  t + t sin ć);  у = a(sin  t — t cos  t)  za  0 < t < 2ir. 
< x'(t)  = atcost. ; y'(t)  = aćsinć;  xl2(t)  +y,‘2(t)  = a2ć2; 


2тг 


°/ 


at~ 

~2~ 


tdt  = ^ 1о7Г  = 2тг2а. 


273.  х = a(sinh  t — t),  у = a(coshć  — 1)  (0  < ć < Г). 


< 


x'(t)  = a(sinhć  — l),'</(i)  = asinhi; 


x'2(t)  -i-  y'~(t)  = a"(sinh" i + cosh"  i — 2coshi  + 1) 

2a2  (cosh2  i — cosh  i)  = = 4a2  cosli  i sinh2  ^ = 4a2  sinh2  ^ ^2  cosh2  * 1 

(prema  formulama:  cosh2  i — sinh2  i = 1;  coshi  — 1 = 2sinlr  cosh  t + 1 = 
2cosh2  |).  Sada  se  lako  dobija  dužina  luka: 


2a 


I sinh  ~ 


2 cosh2  ~ — 1 dt 


4а 

72. 


V2 cosh  — 1 - d ^V^cosh 


\/2a  ( v^2cosh|v^ihi-  ln  ^\/2cosh  ~ + Vcoihi^)  ^ |ц 


T 


a j 2 I cosh  — V cosh  T — 1 


V2h 


\/2  cosh  % + VcoshT  \ 

Тпл  ) 


274.  х = cosh3  i;  у = sinh3 1 (0  < i < T) 


1<м 
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< 

x'(t)  = 3 cosli”  t sinh  t.\  y'(t)  — 3 sinh2 1 cosh  t\ 


x,2(t)  V y'2(t)  - 9 sinh2  t cosh2  i(sinh2 1 + cosh2 1)  = - sinh2  2 1 cosh  2 1\ 


L - | j sinh  2/Vcosh  2tdt  - - j Jcosh2td(cosh2t)  = 

" b ) 

= i coshi  2t  |o  = -•  (coshJ  2'Г  - l)  . > 

275.  p = cnp  (Arhimedova  spirala)  (0  < < 2тг) 

< Kiiva  је  zadata  u polainim  kooidinatama;  za  nalaženje  dužine  luka 
korisfcimo  formulu: 

‘Pl  2ir 

l = j JJT7-dv=  I + = 

= — ^v^+I  + In  (џ>  + \/<p2  + lo77  ~ 

= ^ ^27гл/ 47г2  + 1 + ln  ^2тг  + \J 4ir2  + . > 

276.  p = ae"1*’  (m  > 0 i 0 < p < a). 

< Iz  uslova  0 < p < a,  nalazimo  -oo  < <p  < 0;  р’(џ>)  = атетп<р, 

p2(<p)  + р'(г)2  = a2e2mv°  + a2rn2e2mp  = aV2'^(l  + m2); 


Г 


J 

—oo 


277.  p = a(l  + cos</>). 

< Kiiva  je  zatvoiena,  simetrična  u odnosu  na  pravu  psin</?  = 0;  0 < 
V < 27г;  р'(ф)  = — asin</>;  р2(Ј)  +р,2(г)  = 4a2cos2  f ; 

7Г 

L = 4a  j cos  -</</>  = Sasin  ^ |o  = 8a.  > 
b 


278.  Р=т+^(М<|) 
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<l  Piimenom  foimule  3°  imamo  p'{<p)  = (Y+cus^,)-  ; 

Р2(<л) + р,2м  = v~ г + i+in2^  = 2+  , = p2  . 

(l+COS</?)2  (H"COS(/?)4  (l+cosc^)3  4cos6f’ 


d(p 


COS' 


<3  £ 


dt 

cos3  t 


dt 


Poslednji  integral  računamo  parcijalnim  integialjenjem  ^rj 

u = 77±7idu  = -&&dt 
cos t ’ cus- t 


dv;  v — tan  t; 


I = 


rr 

'1 


./ 


0 


dt  _ tan£ 
cos3  t cos  t 


tan  t sin  t 
cos2 1 


dt  — 


1 = 


у/2 


+ 


\ ln  (tan  (I + 1))  1°  - 1 + ln 


( Зтг 
(tan  ~8* 


1 + 


1 - 


1— COS 

l-fcus  ” 


1— COS  5 

l+cosf 


/1  + cos  f~  + + - cos  f _ /9  , 
V^l  + cos  - у/1  - cos  f 


Dakle, 


I=\  (\/2  + ln  + \/2)  ) ; L = pfy 2 + ln(l  + >/2)) 


279.  p — asinJ 

<3  Kiiva  je  zatvoiena;  ako  <p  laste  od  0 do  37r  ona  polazi  iz  kooidinatnog 
početka  i vraća  se  11  njega  Dakle, 


L=  j vVM  + P'W)-d<p  = a j sin2  = - j (1  + cos  d<p  = 
b bo 


280.  p = a tanh  % (0  < <p  < 27г) 
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< Očigleclno, 
p'(<P)  : 


2cosh2| 


1 , P2{4>)  + P'iv?  = «2  tanh'2  Ђ + 


sinh2  % + 


cosh"  Џ ^ 2 4 coslr  % J 4 cosh'1  f 

ar  cosh2  p 
4 cosh'1  f 


2 4 cosh'1  % 

(sinh2  <p  + 1) 


2т r *2тг  9 

o.  f cosh  (р  , a f 2 cosh“  f — 1 


o.  f coshv?  , fi  f 

гј^Ц^  = 2Ј 
0-0 


cosh2  £ 


cl<p 


2тта  - fi  tanh  - [g7r  = 27гд  - a tanh  тг  = о(2тг  - tanh  7г)  t> 


281.  <P  = ^(p  + i)  (1<P<3). 

V?1  

< U integralu  L = f \/p-[p)  + P'W)~dP  zamenimo  piomenljive  pielaskom 

ФО 

od  ip  na  p : 

P2  j 0 

L=  j Jp2+  P'(P)dP  = I 'JiPP'ip))2  + ldP 

/п  У р< 


U datom  slučaju  je 


{рр'(р)У  + 1 


odakle  sleduje 


282.  <p  — ^fp  (0  < p < 5). 

< Slično  prethodnom  primeiu  imamo, 

L = j \J (рр'(р)?  + Idp  = I у^+1  dP  = | + x)  |o  = у-  ► 

o b 
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283,  = f sif^dx  (0  < p < B.). 

o 

<j  Kao  u piimeru  282,  sleduje 

ip'(p)  = - , (pip'(p))  2 + 1 = 1 + sinlr  p = cosh2  p ; 

П л 

L=  I \J (pp'(p))2  + 1 dp  = j cosh pdp  = sinh p\§  — sinh R t> 
o o 

284.  p = 1 + cos  t\  cp  = t ~ tan  4 (0  < t < T < тг). 

< Očigledno  je, 


dp 

dt 


= 1 


cos  t dp  dp  dt 


■ sin  t 


2 cos2  4 


2 cos-  4 2 cos2  4 * dt  d<p  cos  t ’ 

4 sin2  /.  cos4  4 4 cos'1  4 


p~(<p)  + р'(р)~  = (1  + cos  t)~  + ■ 


cos2  t 


‘)  L > 

COS"  t 


slediuje 


T-tan  ^ j- 

l = j \//>2И+/<'(»>)2<<¥’=  j M*))  + // 


= /2cos^ ,cosj ,<tt-  [dt  = T.  > 
J cos  / 2 cos2  4 J 


r 


285.  Dokazati  da  je  dužina  luka  eiipse  х = acost;  у = bsint  jednaka 
dužini  jednog  talasa  sinusoide  у = csin  gde  je  c = %/u2  — b2 . 

< Označimo  pieko  L\  đužinu  luka  elipse,  a preko  Lo  dužinu  jednog 
taiasa  sinusoide;  tada  je 


2тг  2тг 

L\  = j \J (V(t))2  + (y'{t))2 dt  = j у/ај sin2 1 + 62  cos2  ~tdt\ 
o b 

2тг£>  , 2тг6  

L‘>  = / у 1 + ^2  cos2  \clx  ” / у -f  (a2  - &2)  COS2  ^ j 

b b 

2тг 


I \f  a1  cos2 1 + 62  siir  idi  = čj  .. 
b 
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Na  ptvi  pogled  je  L\  ф Lo.  Međutim,  analtziiajmo  funkcije: 

Fi(t)  = у/ a2  sin2 1 + b2  cos2  t,  = \/ a2  cos2 1 + b2  cos- 1 

Pošto  je  Fj(2ir  - t)  = Fj(t),  Fj( тг  - i)  = F,(/.j  (j  = 1,2),  to  je 

2тг  7Г 

L\  = у \/a2  + /г  cos2  tdt  = 2 j \/ci2  sin*  t + 62  cos2  £<:/£ 

b b 

тг  rr 

2 2 

= 4 j \/ a2  sin2  i + b2  cos2  fdč,  Ln  = 4 ^ \/ a2  cos2  t 4-  62 

b b 

Smenom  | — t = 2,  đobijamo 


Li  = 4.  j \/a2  cos2  z + f^si n2  = L2, 

b 

što  je  i fciebalo  dokazati,  ► 

286.  Paiabola  4ay  — ж2  kotilja  se  po  х osi.  Dokazafci  da  žiža  parabole 
opisuje  lančanicu. 

^ Žiža  paiabole  se  nalazi  u tački  (0,a).  Fiksiiajmo  na  krivoj  fcačku 
M{x7y)  i označimo  sa  <p  ugao  između  fcangenfce  na  paiabolu  u fcački  M i 
piave,  koja  prolazi  kroz  M paialelno  у osi,.(sl.l39). 


Zamišljajući  da  se  parabola  kotrlja  po  х osi  imamo  da  tada  fcačka  M prelazi 
u fcačlcu  M'  na  х osi,  Pri  fcom  je  jasno  da  će  žiža  parabole  imati  kooidinate 
х — l — MA\  у = CA . gde  je  / dužina  luka  OM.  S obziiom  da  je  у*  = тј-  = 
tan  a,  to  je  fcan  <p  = fcan  (f  — a)  = cofc  a = odakle  je 


х = 2a  cot  џ>;  у 


4a 


4 a1  cot2  <p 


a cotd  <p„ 


4a 
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Difeienciranjem  dobijamo  dx  ~ dy  — Sada  imamo 

l = I \J {dxf  + (c/i/)2  = ~2a  j = -----  - aln  (tan 
J v J snr^  sm  у?  V 2/ 

2" 

+ a ln  ^cot  , 


acot  99 
siny? 


Jasno  у = СЛ  = iV/Л  — -r^  . Dalde,  lcooidinate  žiže  parabole  su 

u smi/)’  sin~  <p 


date  funkcijama  parametia  p : 
a cot  (p 


х — 


V 


sm  (p 
a 


+ 


aln  ^cot  ^ j 


<p\  a cos  ip 


sin2  cp 


aln 


(-!). 


sin  <p 


Ostaje  da  eliminiSemo  parametai  <p.  Očigiedno  je 


<Р  £ <P  —'£  _ <p  P 

cot  — = e«  , tan  — — e « , sm  p = 2 cos“  — tan  — 


2c  e 


2a:  5 

1 + e o 


a 1 + e o e o + e o , х 

?y  — = a * — = a r = a cosh  — u 

sm  <p  2e~“«  2 a 


Dobili  smo  jednačinu  lančanice,  čime  je  dokaz  zavrSen..  > 

287.  Naći  odnos  povišine  mvne  figuie,  ograničene  petljom  laive  у = 
± (i  — х ) s/z,  i povrSine  kruga,  čiji  je  obim  jednak  dužini  konture  date  linije. 
< Nađimo  najpre  poviSinu,  ogianičenu  petljom  krive: 


S\  = 2 j \fxclx  = ^ j \Jxdx  “2  I xidx 


o 


4 £ 
9Г 


— -a*2 


1°  5 

Izračunajmo  sada  dužinu  kontuie  linije: 


4/1  1\  8 

9\/3  U 5y  “ 135\/3 


L = 2 I Jl  + (y'(x))2, Љ, 
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gde  je  y'(x)  izvod  funkcije  у = (| 


i + (y'(*))2  = i + 


з-’) 

(1  — 9х)"  (1  + 9a-)" 

36x-  36x-  ’ 


1 + 9x 
6\/x 


dx 


~ I (х  5 + 9.г-1  j dx  = ^ ^2x2  + 6xt  j 


4 

зУз 


Po  uslovu  zadatka,  obim  laužnice  jednalc  je  dužini  petlje,  tj,  2т rr  = 
odakle  sledi  r = odnosno  povišina  lauga  je  So  = 7 rr2  = Sada  je 

tiaženi  odnos  povižina  jednak: 


„ o 8-27тг  2тт 
1 2"  135^-4  ~ ЂуД' 


>■ 


4.7  Izračunavanje  zapremine 

1°  Zapremina  tela  po  nekom  poprečnom  preseku.  Ako  zapiemina 
tela  postoji  i ako  je  S = S(x),  a < х < b povišina  pieseka  tela  sa  lavni,  koja 
je  normalna  na  osu  Ох  u tački  х,  onda  je 

b 

V = I S(x)dx . 

a 

2°  Zapremina  obrtnog  tela.  Zapremina  tela  koje  se  dobija  lotacijom 
oko  ose  Ох,  tavne  figure:  a < х < 6;  0 < у < y(x ),  gde  je  y(x)  neprekidna  i 
nenegativna  funkcija,  jednaka  je 


Vx  = 7Г 


6 


a 


U opštem  slučaju,  zapremina  prstena  dobijenog  rotacijom  oko  ose  Ох,  ravne 
figuie  ograničene  pravama  х = a , х = b,  a < b,  i graficima  neprekidnih  i 
nenegativnih  funkcija  yi(x),  у o(x);  yi(x)  < уг^хј,  jednaka  je 


S = 


a 


dx. 
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3°  Rešeni  zadaci. 

288.  Naći  zapreminu  tavana,  čija  je  osnova  piavougaonilc  stianica  a i ć; 
goinja  ivica  tavana  je  c a visina  h. 

<J  Označimo  sa  S(x)  povišinu  pieseka,  noimalnog  na  visinu  h na  odsto- 
janju  х od  ivice  c Imamo, 

S(x)  = — j (b(ci  — c)x2  -f  hbcx)  . 


Po  foimuii  1°  dobijamo 


V = 


1 /6(а  — c)/i3  h2bc 
h?  V 3 + ~2~ 


bh 

— (c  + 2a). 


> 


289.  Naći  zapieminu  obeliska,  čije  su  paialelne  strane  pravougaonici, 
redom  sa  stranicama  A,  B;  a,  b;  i visinom  h. 

■4  Ozanačimo  sa  S(x)  površinu  preska  (pravougaonik)  normalnog  na  vis- 
inu  i udaljen  od  gornje  osnove  za  х.  Imarno 

(aB  — 2ab  + bA)  х (A  — a)(B  — b)  9 
S(x)  = afc+i ^ + ^ ^ -x~; 

h 

V = I S(x)dx  = abh  + aB  — 2 ab  + bA)  + ^(Л  — a)(B  — b) 

b 

= ^ (aB  + bA  + 2 AB  + 2a6)  = ~ (B(a  + 2 A)  + b(A  + 2a))  ► 

290.  Naći  zapreininu  zaiubljene  kupe  čije  su  osnove  elipse  sa  poiuosama 
A,B;a,  b a visina  h. 

< Uzmimo  lavan  noimalnu  na  visinu  konusa  na  lastojanju  х od  gornje 
osnove;  u preseku  se  đobija  elipsa  sa  poiuosama  zi(s)  = a + А=љх  ј zo(x)  = 
b+  Površina  te  elipse,  kao  što  je  poznato,  jednaka  je 
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Po  fomiuli  1°  imamo 

V = ir  j 

b 

/ ciB  + bA  . AB  aB  + bA  ab\ 

= *h  (ab  + 2 +"3  3 +ТЈ 

= ^(B(a  + 2A)  + b(A  + 2b)).  > 

291.  Naći  zapreminu  obrtnog  paraboloida,  čija  je  osnova  S,  a visina  H 

< Obrtni  paraboloid  se  dobija  rotacijom  parabole  у = ахI 2  oko  ose 
Оу.  Osnovu  čini  krug,  povišine  S,  po  uslovu  zadatka  Ako  sa  R označimo 
polupiečnik  tog  kiuga,  onda  iz  jednakosti  — = R~  dobijamo  — - = S , tj 
a = Sada  iz  у = ^х2  sledi  х 2 = Ako  su  x,y  fiksiiani,  onda  množeći 
levu  i desnu  stranu  sa  тг,  dobijamo  povišinu  popiečnog  preseka  paraboloida 
kao  funkciju  od  у (u  preseku  paraboloida  sa  ravni  koja  je  noimalna  na  Оу 
osu):  S(y)  = Sada  se  lako  dobija  tiažena  zapremina: 

tf 

„ S /•  . SH 
V = jj  I ydy  = — . > 
b 

292.  Neka  je  za  telo  koje  ima  zapieminu,  površina  S = S(x)  preseka 
tela  sa  ravni  koja  je  nonnalna  na  Ох  osu,  data  sa  S(x)  = Ах2  + Вх  + C 
(a  < х < b),  gde  su  A,B,C  konstante.  Dokazati,  da  je  zapremina  tog  tela 

jednaka 

V = j(s(a)+4S  (^)+ад). 

gde  je  H = b - a (Simpsonova  formula). 

< Po  formuli  1°  irnamo 

I (Ах2  + Bx  + C)dx  = | (li2  - + + |(a3  - b2)  + C(b  - a) 

a 

— (2Л(а2  + ab  + b2)  + 3 B(a  + b)  + 6 Ć) 

j ((Aa2  + Ba  + C)  + (Ab2  + Bb  + C)+  2 Aab  + 2 B(a  + b)  + 4C 
+ Aa2  + Ab2) 


2 ab  + bA  (A-a)(B-b)  2 

- ++  p x 


V = 
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H 


( Aab 


= l±(*(a)  + S(b)+4^  + B-[~)+C  + 


a + b 


A(a!2  + b2) 


H 

6 

н 


S(a)  + S(b)  + 4 \^A 

a + b 


a + b\~ 


+ B 


а + 6 


+ C 


= j ( 5(а)  + 45 


+ S(b) ) , 


Sto  je  i trebalo  dokazati.  > 

293.  Telo  T piedstavlja  skup  tačaka  M(x,y,z)  gde  je  0 < 2 < 1 i 
0 < х < 1,0  < у < 1,  ako  je  2 racionalan  broj;  tj.  — 1 < х < 0,  — 1 < у < 0, 
ako  je  2 iiacionalan  broj,  Dokazati,  da  zapiemina  tog  tela  ne  postoji,  iako 

Г 

je  f S(z)dz  = 1.. 

<1  Pretpostavimo  da  zapremina  tela  postoji.  Tada  je  ona  jednaka  goinjoj 
zapremini  tela,  tj.  bioju  V — ini  { Vjf  , gde  je  { Vj' } slcup  zapremina 
svih  poiiedaia  opisanih  oko  tela  T Među  tim  poliedrima  postoji  najmanji, 
predstavijen  unijom  lcocki  {0  < 2 < 1;0  < х < 1;  0 < y_<  1}  i {0  < 2 < 
1;  — 1 < х < 0;— 1 < у < 0},  odakle  sledi  da  skup  {Vt}  ima  infimum, 
očigledno  jednak 

V = inf  [VT]  = 2 

Dakle,  ako  zapiemina  tela  postoji,  ona  je  jednaka  2,  S obzirom  da  je  skup 
racionalnih  brojeva  z segmenta  [0, 1]  komplementaran  skupu  iiacionalnih 
biojeva  tog  segmenta,  to  je  jasno  da  zapiemina  tela  ne  može  biti  veća  od 
zapremine  kocke  ivice  1,  tj, 

2 = V < 1. 

Dobili  smo  kontradikciju  pretpostavljajuči  da  zapremina  tela  postoji.  t> 
Naći  zapremine  tela,  ograničene  sledećim  površima: 

294.  ~ lj  z = f i 2 = 0. 

< Telo  je  ograničeno  deiom  cilindiične  poviši  i delom  ravni  (sl.140), 
Analiziiajmo  presek  tela  sa  ravni  х = xq . U preselcu  se  dobija  pravougaonik. 


У—  - 

sl  140 
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Iz  sličnosti  krouglova  OAB  i ODC  se  dobija  ^ tj.  DC  — 

A!^j~  = Povišina  S(x)  proizvoljnog  preseka,  nonnalnog  na  osu  Ох,  je 


zato  je 


р = 


= — абс.  i> 
o 


295.  ф + + js  = 1 (elipsoid). 

<i  Presek  tela  i ravni  normalne  na  osu  Ох  je  elipsa 

2 2 

(i-V'i3?)2  {4^f 

čija  je  povišina  S(x)  očigledno  jednaka:  S(x)  = irbc(l  — Ат)  Sada  je  za- 
piemina  jednaka: 


V = 7г  bc 


clx  = irbc 


4 

3 


т rabc  > 


296.  L,  + jp  p-  — 1;  2 

<1  Telo  je  ogianičeno  jednolailnim  hipeiboloidom  i deloviina  ravm  г = 
±c.  Žbog  simetiije  tela  u odnosu  na  lavan  хОу,  dovoljno  je  iziačunati  za- 
pieminu  dela  teia  (0  < z < c)  i onda  je  udvostručiti.  Presek  tela  i ravni 
2 = cr  (ci  < c)  jeste  elipsa 


4 


1 + Џ 


+ 


v 


4 


1 + џ 


= 1; 


Odatle  sledi  da  je  površina  popiecnog  pieseka  funkcija  od  2,  tj  5(2)  = 
7 rab  (l  + =?)  , i onda  je 


V = 2irab 


dz  = 2irab 


> 


297.  х-  + 22  = fl2,  у1  + г2  = n2 

<l  Uzmimo  | deia  tela  (ona  se  nalazi  u prvom  oktantu).  Preselc  tela 
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i lavni  upravne  na  osu  Oz  je  kvadiat,  čija  je  površina  S(z)  = a2  - zl\ 
zapiemina  је  onda  jednaka: 

(o.~  ~ z2)dz  = So'1  f 1 — 
o 


V-8 


I 


16  , 
O 


298.  х-  + y~  + з-  = a~\  хг  + у 2 = ах. 

-<1  Telo  je  ograničeno  delom  površi  cilindia  х2  + у'г  = ах  i dvema 
delovima  sfeie  х г + у2  + z2  = a2  Pošto  je  telo  simetiično  u odnosu  na  iavan 
хОу  razmatraćemo  slučaj  (0  < з < a)  . Piesek  tela  i ravni  normalne  na  osu 
Ох  je  kiivolinijski  trapez,  čija  je  povišina  jednaka 


у/  ах  ~x~ 


v/flj-i- 


S(x)  = I \/a2  - (х2  +y2)dy  = 2 I \J a1  — (х2  +y2jdy, 


— \/ax—x-  ** 

a tražena  zapiemina  se  onda  nalazi  po  foimuli 

a a / + ах — х- 


V = 4 I S(x)dx  = 4 j I \Ja2  - (х2  +y2)dy 


dx  (1) 


o \ o 


) 


Unutiašnji  integral,  tj.  S(x)  se  naiazi  smenom  у = \Јаг  — х2  sin  t,  dy 
Ј аг  — х2  cos  tdt , pa  je 


tt+X 


S(x)  = I (a2~x2)  cos2 

a 

Zamenjujući  S(x)  u (1)  dobijamo 

a 

V = 2 j(a2~x2)  ( 


, a2  — х2  ( / х \fax 

- tdt  = — - — i aicsm  \l 1 

а+х  а+х 


х \/ax  . 

aicsm  л/ — : 1 : — I dx„ 


а+х  a+ х 


Smenom  х = a tan2  (0  < < f ) dobijamo 


V = 4а' 


3 j (1  - tan4  <p)  (V  + j ^an2^)  tan  ^ rf(fcan^ 
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4a  / <p 


d(  tan2  <p)  c/(tanG  <p) 


-I-  / (tan2  <p  ~ tan6  <p)d<p 


3 / / tan2  tair  p 


4a  <p 


0‘  + - / tair  <pd<p  - - I tan“  pdp 


+4a3  / (tan2  <p  - tan6  <p)d<p.. 


Sieđivanjem  sličnih  članova  u poslednjem  iziazu  imamo 


o 7Г  1 f o , 

V 4 <r  — + 2 / tan“ 


tan6 


= 4а3  f~  + |(tanyj-v?) 


г 5 / tan5  tan3  v? 

6 ~ 6 V 5 Г" 


+ tan  v?  - v? ) o 


..  / 7Г  1 7Г  1,5  5 5ir 

4а\12  + 2~8  6 + 18  6 + 24 


2\  2а3 


6 9 


77--  ► 


299.  z1  = 6(а  — х),  х 2 + у2  = az. 

<1  Telo  je  ogianičeno  paiaboličkim  i kružnim  cilindrom  i simetrično 
je  rasporedeno  u odnosu  na  ravan  хОу.  Zato  ćemo  posmatiati  deo  tela  za 
0 < г < \/aB.  Površina  preseka  tela  sa  ravni  lcoja  je  normalna  na  osu  Ох  je 


zdy  = 2\Jb(a  — х) 


dy  = 2\/bx  (a  - х) 


Uzimajući  u obzir  simetriju  imamo 


V = 4 \/b  / i fx(a  — x)dx  = 8\//io 


1 1 \ 16  ")  / — r 

3~5Ј  = 15а  ^ * 


300.  4 + K = 1 (0  < 2 < а). 
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<3  Piesck  tela  i ravni  noimalne  na  z osu  je  elipsa  sa  poluosama  a i z, 
slecli  5(г)  = таг; 

n 

,3 


! 


rr  I , Ka 

V = тта  I zdz  — > 


301.  х + у + z2  = 1;  х = 0;  у = 0;  2 = 0 

< Telo  se  nalazi  u prvom  oktantu  i ogianičeno  je  kooidinatnim  lavnima 
i delom  poviši  2 = ^/1  — х — у U preseku  sa  ravni  normalne  na  osu  Oz 
dobija  se  jednakokrako  pravougli  trougao  čija  kateta  iznosi  1 — z~  jedinica; 
zato  je  S(z)  = fl~2  — . 


15 


> 


302.  х-  + у2  + 2’  + ху  + yz  + zx  = a~„ 

■4  Stavljajući  г + = t,  |t|  < a,  dobijamo  u noimalnom  pieseku  iavnu 

flguru,  ograničenu  laivom  (elipsom) 


З.т2 


l 2ХУ  I 
+ T7-5 Ж + 


3-r 


4(а2  — t2)  4(а2  — t2)  4(а2  — f2) 

Na  osnovu  zadatka  227,  gde  je 

3 „ 1 


5\  = 1,  |<|  < а- 


/1 


-,B  = 


, C: 


4(а2  — t2) 1 4(а2  - t2)  ’ 4(a2-t2) 


imamo  da  je 


S(t)  = 


7Г 


VAČ  - W 


= = тг\/2  (a~  - t2) 


I tako  je 


a a 

V = тгч/2  j ( a 2 - = 27г\/2  ^ (а2  - = ^7Г\/2а3 


Napomena.  Metodom  iinearne  algebre  se  jednačina  date  poviši  može 
svesti  na  kanonični  oblik-elipsoid  sa  poluosama:  \/2 а;  \/2а;  -ђ*. 

303.  Dokazati  da  je  zapremina  tela  koje  se  dobija  rotacijom  oko  ose  Оу 
iavne  figure  a < х < 6;  0 < у < y(x),  gde  je  y(x)  nepiekiđna  jednoznačna 
funkcija,  jednaka 

b 


Уу 


a 
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< Neka  je  П = H:o  = « < < г-2  < - ...  < xn  = b}  proizvoljna  podela  seg- 

menta  [a.b]  . Na  svakom  segmentu  razmotiimo  dva  piavougaonika 

čije  su  озполпсе  Л Zi  i \’isine  ledom 

»ц  = rain  {y(x)}\  Mi=  гаах  {у(.г’)} 

z€[xf,a;t+t|  x€[XnXi+ij 

Тако  su  dobijene  dve  stepenaste  figure:  jedna  je  upisana  u kiivolinijski 
tiapez  ograničen  х osom,  giafikom  funkcije  у = y{x)  i pravama  х = a.  i 
х = b , a diuga  је  oko  njega  opisana.  Rotacijom  talco  dobijene  figure  do- 
bijaju  se  dva  tela  Ti  i T2  koja  icdom  imaju  zapremine  Vri  i V'r-,  i njih 
važi: 


VTl  = 
Vt2  = 


]Г  ™,(%  - .r?)  - £ д 

izrO  i— 0 


УЈ  27гЛ/ј 


aij  + .Tj+i 


Zbog  integrabilnosti  funkcije  у = 2тг.г-у(.г)  naja,  b]  imanio  da  je  za  svaku 
podelu  П sa  dužinom  segmenata  Д х ,•  < б,  — Sn  < §,  gde  su  Sn  = 

2%MiXi+i  Д хц  Sn=  E 2тт7ПјХј  Д iedom  gornja  i donja  Darbuova 

г=0  г=0 

suma  za  funkciju  y(x)  na  segmentu  [a,  b]  ( s je  pioizvoljan  unapred  zadat; 
broj).  Telo  T čiju  zapreminu  izračunavamo  saclrži  telo  Ti  i sadržano  je  u 
telu  To  Očigledno  je, 

71  — 1 П — 1 

Vi\  = ЛЈ  2тгцх{  Д Xi  + 7 гт^  Д xf 

t=0  j=o 

71  — 1 Tt  — 1 

Vt,  = ^2  27гЛ/г.Хј+1  Д Х{  — ттМј  Д :cf , 

i=0  i=0 

_ »-1  ,, 

Zato  je  VTl  - Vto  = Sn  - ■?„  - 7«.  gde  je  7„  = X>  (M  + m<)  Д -Ч  PoSI° 

i=0 

je  Д Xi  < б,  to  je  |7„|  < 2%M6(b  - a),  gde  je  M =max  (у(.г)];  kako  je 

c ) i/J 

Sn  ~Sn  < f onda  birajući  <5  < dobijamo  VTl  ~ VTn_  < e kad  gođ  je 

Д Xi  < б.  Dakle,  telo  T dobijeno  rotacijom  oko  у ose  iavne  figuie  ograničene 
piavama  х = a,  х = b,  grafikom  funkcije  у = y(x)  i х osonr  nalazi  se  između 
dva  tela  koja  irnaju  zapremine  i čija  se  razlika  može  učiniti  manjom  od 
unapred  zadatog  pozitivnog  broja  s.  PoSto  su  limesi  suma  VTl  1 VT,  kada 
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b 

paiaraetai  podele  teži  nuli  jednalci  integialu  2тт  J'xy(x)dx,  to  se  i zapremina 

a 

b 

tela  T može  lačunati  po  foimuli  V = 2i т f xy(x)dx.  > 

a 

Naći  zapremine  tela  koje  ograničavaju  površi  dobijene  rotaci- 
jom  sledećih  krivih: 

304.  у — b (“)5  (0  < х < a ) oko  ose  Ох 
■4  Zapreminu  tela  nalazimo  po  formuli 

a o a 

/9  , 7 т1)~  f 4 - 3 .9  -4  2 ia  3 , 2 

y~dx  = — / агз dx  = -7r b~a  |0  = -7га&  . > 

аз  ./  ' ' 

0 0 


305.  у = 2x  - х2,  у = 0 : a)  oko  ose  O;  b)  oko  Оу  ose, 

a)  Kriva  seče  osu  Ох  u tačkama  х = 0 i х = 2;  sledi  zapremma  tela 


je 


£ 

Vx  = ir  I {2x  - x2)2dx  = 7г  - х1  + — j |o  = — тг; 


4 a \ I o 15 

3Х  “X  +т)1б  = Т5''‘’ 


b) 


Vy  = 2i r I x(2x  — xx)dx  = 2тг  f — у) 


2 __  8тг 
o - у- 


306.  у = sina;;  у = 0 (0  < х < тг)  : a)  око  ose  Ох\  b)  око  ose  Оу. 
< a) 


% 


= Ч 


7Г“ 


sin2  xdx  = — ; 


b) 


Vy  = 2тг  J х sin  xdx  = 27r(a:cosx  |q  + sinx  |q  ) = 27г2.  > 
o 

307.  у = b (|)2  ; у = 6|||  : a)  oko  ose  Ох ; b)  oko  ose  Оу 
< Rešavanjem  sistema  dobijamo  apscise  presečnih  tačaka  kiivih:  = 0; 

Х2,з  = ±а  Uzimajući  u obzii  simetriju  krivih  u odnosu  na  osu  Оу  imamo 
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a) 


Vx  — 2nb~ 


b) 


Vy  = 2nb 


х2  х 4 

a~  o,4 


х2  xd 
a a- 


clx  — 2irab2  ( ^ — - 


4 1.2. 


3 5/  15 


тгаи 


, „ o,i  1 1\  na2b 

dx  — 2тт a~b  ( 77  — 7 ) = —7 — ► 

* 3 4 / 6 


308.  у ~e~x\y  = 0 (0  < х < +00)  : a)  oko  ose  Ox\  b)  око  ose  Оу 
< a) 

х _.,x 

Vx  = lim  тг  / e~2xdx  = тг  lim  --  |“v  = ~ iim  (l  - e"“A ) = -; 

X — • "}~oo  j Л — 4 -f  00  Z Z Л— ^+oo 


b) 

X 

V«  - iim  2тг  / xe~xdx  = 27г  lim  (xe~x  + e~x)  \°x 

J X— »+co  J А'-*+со 

0 

= — 2тг  iim  (Xe~x  - 1 - e~A  ) = 2тг,  o 

Х~~Ч-со 

309.  х2  + (у  - b)2  = a2  (0  < a < b)  oko  ose  Ох, 

^ Figura  koja  lotira  oko  ose  Ох  je  kružnica  sa  centrom  u tački  (0, 6); 
jednačina  dela  kiužnice  iznad  prave  у = b je  ув  = b + \fa2  ~ х'-,  a jednačina 
deia  kiužnice  ispod  prave  у = b je  ун  — b — \fa2 " "—  х2,  Zato  je  zapremina 
jednaka: 

a 0.  & 

Vx  = 7Г  / (y|  - y%)  dx  = 8irab  j fa2  - x2dx  = 8ira2b  j cos2  tdt  = 2ir2a2b  i> 
-o  0 b 

310.  X2  - ху  + y2  -a2  oko  ose  Ох, 

< Rotaciona  laiva  у = § dh  уа2  — |x2  je  zatvoiena,  a prava  у = f je 
njena  osa  simetiije  (sl.141),  zato  je 
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+ a: 


6 


2a 

V3 

0 


+ — 


?+£l« 


Posle  sredivanja  izraza  dobijamo 


2a3 

71 


„ 2тга3  /5  4 1 

% = ~Г  l2  + 3 + 6 


бто3 

— ^ 


311.  у = e~Vsmx'  (0  < х < +oo)  oko  ose  Ох 
< Imamo  da  je  sina:  > 0 za  2А:7Г  <x<  (2 k -+  1)тт,  k € Nq  pa  je 


(2fc+l)jr 


+oo  v ' ’ 

Vx  = 7Г  / e~ix  sin  xdx\ 


2/С7Г 

smenorn  t = а;  — 2/c7r,  dobijamo 

+oo  * 4*00 


+oo  Л 4-00  -2i 

7г  ^7  е~4кп  / e~2t  sin  tdt  = 7Г  e-4fcir— - (cos  f + 2 sin  £)  |® 

fc=0  o fc=0 


4-oo 


= f(l  + e-2*)E  <="“'  = 

A:=0 


fc=0 

7Г 1 + е”27Г 
5 X ^ е-4тг  = 5(1  ^ e™277)' 


7Г 


4-oo  п 

Napomena:  Po  defmiciji  је]П  afc  = iim  ]Г)  а*. 

fc=o  n-*+°o  fc=0 

312.  х = a(f  - sinf);  у — а(1  - cosf)  (0  < f < 2тг);  у = 0 : 
a)  oko  ose  Ox\  b)  oko  ose  Oy\  c)  oko  prave  у = 2а  , 


co  J *^ 
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< a)  Zapieminu  lačunamo  po  formuli: 


Vx  = 7 Г 


2тг 


I y2dx  — 7гп3  I (1  — cos  t)2  dt  — 8тга3  j sin6  ~dt 
o b b 

7Г  2 

= 16тга3  j sin6  zdz  =*  З2тга3  ^ sin6  — З27га3^~  — — 57Га3 
o b 

b)  U ovom  sluča  ju  je 

27га  2тт 

Vy  = 2тг  j xy(z)dx  = 2тга‘"  j (t.  - sin  t)(l  - cos  t.) 
b 

2тг 

/( 


-dt 


, 3 t 3 sin£cos2£ 

= 27га3  / { ~t.  — 2t  cos  t.  + - cos  2t  ~ - sin  t + sin  21 


dt 


o 

2тга3|  ~ )§"'  = 6тг3а3, 


jer  je 


2ћ 


t 3 . . „ sintcos2it\  n 

—2 1 cos  t + — cos  2 1~~  sm  t + sm  2 1 i dt  — 0 


c)  Pielazimo  na  novi  kooiciinatni  sistem  po  formulama:  y\  = у — 2а, 
x\  = х.  Tacla  je  tražena  zapiemina  jednaka 


V = V\  - V2, 


gde  je  Vj  zapiemina  kiužnog  cilindra  visine  2тга  i poluprečnikom  kiužnice 
2а,  a 

2>та 

V2  = т т j yj(x)dxx 

b 

Očigledno  јет 

V\  = 27га7г4а“  — 8тг2а3; 

2ir 

Уо  = тг  j (а2(1  - cosć)2  -4а2(1  -cosi)  + 4а2)  а(1  - cost)rft  = тг2а3. 
о 
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Konačno  imamo 

V = 87Г2п3  — 7Г“ал  = Ћгал  E> 

313-  х = cisučt,  у = bcaszt  (0  < t < 2-уг); 

<1  a) 


2 2 
Vx  = 2тг  j (b  cos3  t)~cl(a  s'uV  t.)  = бтгаб2  j (cos7  f.  — cos9  t)dt 


b) 


K, 


Qnab~ 


6!!  8!!\  327га62 


7!!  9!! 


105 


“ 2 
= 47Г  j a sin3  tb  cos3  td(a  sin3 1)  = 12a2 b j sin3  t cos4  tdt 
b b 

тг 

/ - /4Н 

= 12а26  / (sin°  t — 2sin7 1 + sin9  t)dt  = 127га*6  f -јј 


4!!  6!!  8!! 

9 j 

7!!  9!! 


o 

32тга26 

105 


314.  Naći  zapreminu  tela  koje se  dobija  rotacijom  petlje  kiive  х = 2 t—t2, 
у = 4.t  — /3  a)  oko  ose  Ox\  b)  oko  ose  Оу  . 

< a)  Pošto  je  x(0)  = 0;  y(0)  = 0;  x-(2)  = 0;  y( 2)  = 0 to  0 < t < 2.  Ako 
zatim  t raste  od  0 do  1,  х raste  od  0 do  1;  ako  t rnste  od  1 do  2,  х opada  od 
1 do  0;  sledi 


K = -71 


j y'2dx  - 7Г  j y2dx  = -7г  j y2dx 

1 b o 

2 

2тг  j (t  - l)(m2  - 8t4  + t6)dt 


0 

2 

2тг  j (; t 7 - t 6 - 8 1.5  + 8 14  + 16t3  - lQt2)dt 


8 7 6 


35 


2тг 
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b)  Na  osnovu  lečenog  pocl  a)  imamo 


K, 


l I A 

-2тг  I xydx  — 2ћ  I xydx  = — 2л-  j (2 1 — tž)(4t  — £Ј)2(1  — t)dt 


4тг  j (tG 
b 


3£б  - 2 t4  + 2£3  - 8t2)dt 


'2'  r 26  ,,  26\  647Г 

1 7 5 3 / 105 


315.  Dokazati  da  je  zapiemina  tela  koje  se  dobija  rotacijom  figuie 
0 < a < tp  < /3  < тг  (<p  i p su  polarne  koordinate)  oko  polarne  ose  jedaka 


V 


" т / p3(,p) 


sin  ipdtp. 


< Neka  je  J]  proizvoljna  podela  segnrenta  [cv,/3j  na  delove  tačkama  <po  = 
a < ipi  < < tpn  — јЗ.  Razmotrimo  tavnu  figuru,  ograničenu  polupiavama 

кр  = tpi,  <p  - p>i+i  i delom  krive  p = p(p)  (ipi  < <p  < <pi+1)  (sl.142). 


\ 

\ 

\ 

\ 


P 


Neka  je 

М{=  sup  [p(p))  i Т1ц  = inf  Лр{<р)} 

V’Sl'r’iiV’i+l]  V36rr’i.<r’i+l] 

Analiziiajmo  sada  dva  tela  Ti  i To  dobijena  lotacijom  figuie  ograničene 
polupiavama  <p  = </+  <p  = <рг-+1  i lukovima  laužnica  poluprečnika  p = Мг, 
p = 7 т ( i = 0, 1,2, ...... n — 1).  Očigledno,  telo  T čija  se  zapiemina  traži  je 

sadržano  u telu  Ti  a sadrži  u sebi  telo  To  Uzimajući  u obzir  da  je  zapiemina 
loptinog  isečka  jednaka  |ttR2/i,  gde  je  h visina  odsečka  a R poluprečnik  lopte, 
dobijamo  formule  za  zapiemine  tela  Ti  i Ту  : 


VT 


Pi  + <pj+i 
2 


sin 


Д pi' 
2 ’ 
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n — I 


VT2 


4тг  •sr~'  -j  . <fi  + <Pi+i  . A <pi 

\ u ni  ^ 


/t  V л 

iLm; 


sin 


sm  ■ 


2=0 


Za  odabianu  podelu  fj  je 


. Л 

sm  — 


2 2 
gde  je  ipi  < Тр^  < ipi+\„  Očigledno  je 


+ O * ((Д  (Pif^j  , sin 


:Л  • 4>i  + <рш 


SllUPit 


vr,  > 

VT2  > 


2тг 


п- — 1 


3 * 


Mfshupi  A<pi  + 7i  = Sn  4-  7i; 


2тг 


o 

n~l 


““  m?  siii  & Л + 72  = 5n  + 72, 


1=0 


gde  7f  -+  0 kad  Д — > 0 (j  = 1,2);  sin  <р{  = max  sin  <p;  sin  <р{  = min 

<р£\ч>1,ч><+ ii  ^ebi.v’i+d 

sin  <p. 

Lako  se  vidi  da  je  Sn  goinja  a 5„  donja  Darbuova  suma  integiabilne 
funkcije  =тјј-р^(<р)  sin  <p  na  segmentu  [a,  (3\  као  i da  se  za  svaki  unapred  zadat 
pozitivan  broj  e može  odabrati  podeia  Ц tako  da  je  Sn  — S_n  < e,  kad  god  je 
paiametar  podele  manji  od  <5  = б(е)  To  dokazuje  da  telo  T ima  zapreminu. 
Iz  nejednakosti 


Sn  + 72  < Vr2  < Vp  < Vrj  < Sn+  7i 


sledi  da  se  zapiemina  tela  T može  izračunavati  po  formuli 


VT  = 


P 

у j р3(р)  sin  <pdtp, 


što  znači  da  je  dokaz  tviđenja  završen.  > 

316.  p = д(1  + cos</?)  (0  < <p  < 2тг)  : a)  oko  polatne  ose;  b)  oko  prave 
pcos<p  = — 7 

< a)  Polaina  osa  đeli  ravnu  figuru  p = а(1  +cosy?)  (0  < <p  < 2тт)  na 
dva  jednaka  dela,  zato  se  integraljenje  vrši  za  0 < </?  < 7i,  tj. 


o јг  ч o 

2тга3  f,.  ч!|  . . 2тга3 


/2тгад  f 
(1  + cos  ipy  sin  pd<p  = ^ — / (1  4*  cos  <^)3d(cos  <р) 

0 7Г 


ТГС1  . \ .] 

= — g-  (1  + COS  <p) 


5 = +а3. 

* 3 


V 
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b)  Pielaskom  na  novi  kooidinatni  sistem  po  formulama  x%  — у,  y\  — 
-х  - i uzimajući  u obzir  simetiiju  u ođnosu  na  osu  0\y\  dobijamo  VX!  - 

'Д\Л1а 

2тг  /'  y\dx\  ( koiistili  smo  da  pii  laSćenju  ip  od  0 do  §,  ац  iaste  od  0 
b 

do  a pii  lažćenju  ip  od  f do  тг,  x\  opada  od  do  0).  Uzimajući 

paiametaiske  jednačine  krive  (<p  je  paiamelai)  imamo 

7Г  4) 

VXl  =*  27 ra3  I j^(l  + cos  кр)  cos  ip  + (cos  <р  + 2 cos2  tp  — 1 )cl(p,. 

b 


Koristeći  da  je  / cos2M  tclt  — 0,  (k  6 N)  sledi 
b 


7Г 


Napominjemo  čitaocu  da  paiametarske  jednačine  laive  glase: 

zi  = x\(<p)  = a(l+cos  cp)  sirnp,  y\  = y\(<p)  = - (-  + a(l  + cos</?)  cos  p'j  > 

317.  (x~  + у2)2  = a~(x~  - у2)  : а)  oko  ose  Ох;  b)  oko  ose  Oy\  c)  oko 
piave  у = х. 

< a)  Pielaskom  na  polarne  kooidinate  (х  = pcosip,  у = psintp)  data 
kiiva  ima  jednačinu  p = ai/cos ‘2<р  (Bernulijeva  lemnislcata).  Uzimajući 
u obzii  simetričnost  date  ravne  figuie  u odnosu  na  obe  koordinatne  ose  i 
primenom  fonnule  iz  zadatka  315  imamo 


14 


4__  7'  з 

з*/ n 


cos5  2<p  sin 


4тга3 


U 

^ (2cos2  - l) : 


d(cos  </з) 
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4тгог  ( z 


ЗчЛ  \4 


(z2-l)*  - |г у/г2  - 1 + | ln  (г  + \Д2  - l) 

b)  Uzimajući  polupiavu  <p  — Ц za  polarnu  osu  sistema  p\Q\  (sL143) 
onda  je  p'(0)  = p(</?);  0 ==—(§  — = 99  — § i onda  po  formuli  iz  zadatka 

315  (uzimajući  u obzir  simetiiju  figure  i to  da  je  sin0  < 0),  nalazimo 


ч/2 

l 


Уу  = у I (р'(0))6\5тв\с10=^-  ј (cos  2ip) 2 sin  (v»  - |) 

0 


clip 


j (cos2v?)2  \cos(p\d(p  — I (l  — 2sin2</?)2  d ^\/2sin^j 


4тга3  [ , oj  , 4тгаЈ  / 4 47гаа  3!!  тг  тг-а45 

— рг  / ( 1 - 2" ) 2 dz  ~ — = / cos  tdt  — — =-  ‘ — - ~r  = — pr 

3%/2  J K 3\/2  J 3v/2  4!!  2 4\/2 

0 0 

c)  Ako  uzmemo  polupiavu  v?  = ^ za  polainu  osu  sistema  pf ,0\  onda  je 
р*(в)  = p(<p);  0 ^ (p  — j*  i slično  kao  u piethodnom  piimeru  uzimajući  u 
obzir  simetriju,  (sl.144). 


2„3 


i to  da  je  si пв  < 07  dobijamo 
0 


V = Y I (p'(9))S\sm0\d0=^^  I (cos2<p)*  |sin(v>-  J)  dxp. 

_ <т  _ 21 

2 '1 

Smenom  9?  — ^ = —t,  dobijamo 

77  ТГ 

V = j (c°s  (|-2t))a|8in(-0|d«=^y-  j (sin2i) 


2 sinidi 
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27га3  / i , . s ^ ;/  . A 8\/2тга3  / g,  2^4 
/ cos2  /;sin2  td(sm  t)  = j z?(l~  z )* 


l)Ađz. 


Posle  smene  4-  - 1 = ил  nalazimo  da  je  V = ^тга3!,  gde  je 


-foo  4-00 

т f irdu  f 'irdlt 

1 = J (i  + u4)3  = J (i  + uAY 


(piema  reSenju  piimeia  258).  Paicijalnom  integtacijom  nalazimo  da  je 


+°°  ■>  +oo 

1 Us  |+00  3 /'  irdu  _ 3 j irdu 

1 ~ ~8  (1  + u4)2  |о  8 ./  (1  + u4)2  “ 8 ./  (1  + «4 


)2 


-foo 


Uzimajući  u obzir  da  je  h = / (piimer  258)  konačno  imamo 


16ч/2  з r 

j = __  v = — -7rad  • I 


Зтг 

6475’ 


o з 

тг“а° 


318.  Naći  zapieminu  tela  koje  se  dobija  lotacijom  Aihimedove  spiiale 
p — atp-,  a > 0\0  < p <7t  oko  polaine  ose. 


V = -7 га 
3 


* ( J > 

3 j v?3  sin  = |тга3  j^<p3  cos  |®  + 3 j ip2  cos  <pt/<p 

|тга3  j 7Г3  + 3 [ <p2  sin  <p  |o  - 2 / р sin  yw/y> 

3 V \ o / 

~7Ш3  ^7Г3  - 6 ^COSip  |°  + j COS  <^с/</^  ^ = ^7Га3(7Г3  “ 67г) 


^7Г2а3(7Г2  — 6) 

3 

Piimenjena  је  foimula  iz  zadatka  315.  > 

319.  Naći  zapieminu  tela  koje  se  dobija  lotacijom  ravne  figure  ogianičene 
linijama  <p  — irp 3,  <p  = 7r,  oko  poiaine  ose. 
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<1  Piema  navedenoj  foimuli  je 


17  77 

2тг  ( o 2 / 27г 

Y = — p smipclip  = - / sin  = — . i> 

b b 

320.  Iziačmiati  zapieminu  tela  koje  se  dobija  rotacijom  figuie  a < p < 
ал/2  sin  2 <p  oko  poiarne  ose. 

<j  Nađimo  najpre  viednosti  cp  za  koje  se  lenmiskata  p — a\/2sin  2 Tp  i 
laužnica  p = a seku  (sl.145)  . 


Na  slici  je  dat  samo  jedan  deo  figuie  koji  je  simetričan  u odnosu  na 
polupiavu  tp  = | . Za  nalaženje  navedenih  viednosti  <p  treba  reSiti  jednačinu 
a = av^sin  2<p;  пјепа  ieSenja  su  <p\  = j%i<p2  = f§-  Jasno  je  da  treba  naći 
dvostauku  zapreminu  tela  koje  se  dobija  rotacijom  figuie  ACB  oko  polarne 
ose  Tiažena  zapiemina  jednaka  je  dvostiukoj  razlici  zapiemina  tela  koja  se 
ledom  dobijaju  rotacijom  figuie  OACB  i OAB  oko  polarne  ose.  Označimo 
njihove  zapiemine  respektivno  slovima  V\  i V->  Dakle,  V = 2(Vj  — V<>),  gde 
je 


Vi 


2тш3  ]г  . . .a  . . 

= - / (2sm2(p)'-  sm<pa<p; 


V>  = 


2тга" 


12 

I sin  <pcltp  ■ 


2тга3  ( 7Г  57г 

— (COS--COS 


12 

47га3  . 7г 
■ sm  ■ 


па3/2 


12 


ЗхЛ  6 3 ' 

U integiaiu  za  nalaženje  zapremine  V\,  uvođenjem  smene  sin  p 
primenom  parcijalnog  integraljenja  sledi 


z,  i posle 
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16тга,:1 

3 


'/3+1 

"пГ/о" 

,3  / :Л, 


/ 5 O'I  , 327Г«'1  / irrfli 

./ 

ч-4-i  vji-i 


тга3  / -u  ,-—^7-  / Vv4*  du 

~T  [ (1  + 7/4)2 (1  + t/l)2 


47га-  / 1 


3 \ 4x/2  V(\/3-l)3  (\/3  + l)3/  4(1  + u‘l)  ^ 


+ atclan 


47га3  ( 1 


zt2-!,^ 


9 

г/“  — xi 


n/2  + 1 ^ 


un/5  + 1б\/2  hl  W2  + us/2  + 1 ^ 


3 V4n/2  V(\/3  - 1)3  (ч/3  + l)3  2j 

+ТД (aictan  1 ■ aictan(_1))  + leV/l 111  2(2  + V3)(2 -“Л) 

4тта3  / 37г  Д\  _ тга3  7га3\/2 

3 l 16\/2  + T j ~ 4\/2  3 


Konačno  imamo 


V = 2 (Vi  - Vo) 


27Г2а3  тг2а3 

АД  ~ 2\/2  ' 


4.8  Izračunavanje  površine  obrtnog  tela 

Površina  površi  koja  se  dobija  rotacijom  glatke  krive  AB  oko  ose  Ох, 
в 

jednaka  je  P = 2тг  f \y\dl,  gde  je  dl  diferencijal  luka 
A 

1°  Rešeni  zadaci. 

Naći  površinu  poviši,  koja  se  dobija  rotacijom  sledećih  kiivih: 

321.  у = Ху/^  (0  < х < а),  oko  ose  Ох. 

< Pošto  je 


c/Z  = \J  1 + {y'{x)f dx  = Jl  + ^dx, 
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Integial  predstavimo  u oblilcu  zhiia  dva  integiala,  od  kojih  se  svald  lako 
lačuna.  Imamo, 


Uvedeći  smenu  х + тр  = i,  dobijamo 
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Koristeći  jeduakost  11 fcomčno  dobijamo: 

Atvo'1  ( f—r  3 + \/1з\ 

p = w(21'/13+2l,,-wj"  - 

Napomena.  PovrSina  obrtne  poviši  se  mogla  iziačunati  i pomoću 
nesvojstvenog  integrala  uvođenjem  smene  ^ + ^-  = t~. 

322.  у = a cos  jjf  (|.гј  < b)  oko  ose  Ох 
< Očigledno  je 


323.  у = tan.T,0  < х < f ; oko  ose  Ох 
<3  Prema  već  poznatoj  formuli  je: 
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— 7Г 


— 7Г 


-t-  -3 


/4 

d \A 

(VŠ-VS) 


+ V/1+2- 


■)  |2 


7Г 


ln  -+J1  + 4 £ + x/Š-n/2 


+ ln 


(l  + v/2)  (\/5-  1)' 


324,  у1  sss  2рт,  0 < X < xq  : a)  oko  ose  О.г;  b)  oko  ose  Оу 
< a)  Difeienciranjem  imamo  2 угј  — 2 p7  odakie  je  у*  = 


P = 2тг 


*0 

У sfžprJl  + ^Ух  = 2-ХуЈр  I yfp  + 2 xdx 


т/рРЈхО 


- ^Vp  j = IJF« 


27Г 

т 


((p  + 2-г'о)  \/p2  + 2рто  - 0 . 
b)  Uzimajući  u obzir  simetriju  date  lcrive  u odnosu  na  osu  Ох  imamo 

л/2рх  o 


\Gpxo 


P = 4ж  I x(y) \fl  + (x'{y))2 dy  = у ^ i/Jl  + ^ 


с/у 


2тг 

P2 


\ДрГ 0 


У у2  VjP+y*dy 


2тт  /у(р2  + у2)5  р2 


Р2 


(у\/р2  +У2  + р2  ln  (у  + \/р2  +у2)) 


л/^рто 

0 


Zamenjivanjem  gornje  i donje  gianice  i sređivanjem  izraza  dobijenog  pri~ 
menom  Njutn-Lajbnicove  formule  imamo: 

P = j ((p  + 4x0 ) \/2x:o (p  + 2x0)  - p2  ln 

Napomena:  Integral  / у2  \/p2  + y2dy  se  iztačunava  parcijalnim  inte- 

graljenjem:  г/.  = у;  du  = y\//J2  + y2dy.  > 

325,  ф + рт  = 1 (0  < 5 < a)  : а)  oko  ose  Ох;  b)  oko  ose  Оу 
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< a)  Uzimajući  paiametaiske  jednačine  elipse:  х = acost;  у = bsmt 
(0  < t < 2тг),  imamo 

dl  = \J{x'{t))2  + (y'{t)fdt  = л/  d~  sin"  t + b-  cos-  tdt. 

S obzirom  na  simetričnost  laive  u odnosu  na  osu  Оу  sledi 


2 2 

p = 4тг  j y(t)dl(t)  = 4тг6  j sm  ty/a2  - (a2  - b2)  cos~  tđt 


4тг b / \/a2  — (a2  - b~)  cos2  td(cos  t)  = Anabe  у 


gde  je  s = ekscentricitet  elipse  Stavljajući  u poslednjem  integralu 


l-,  dobijamo 


9 2-irab  / . r ■у' 

cos-  udu  = arcsm  e + e v 1 — e- 

£ \ ' 


2vab  ( . . b\  n_,2  , n_  i arcsin£ 

aicsm£  + e—  = 2тго  +2тгао 


b)  Slično  prethodnome  dobijamo 


rr 


4 8 IZRA GUNA VANJE  POVRŠINE  OBRTNOG  TELA 


653 


2тгсгг 


4-  -т-о  - (1  + e) 


cl-e1  b 


326.  x~  + ( у — b)'2  — a1  (b  > a)  oko  ose  Ох, 

< Data  ktiva  (kružnica)  je  simetiična  u odnosu  na  piavu  у — b\  jed- 
načina  gomjeg  dela  luužnice  je  ув  = b+\/a~  — х1,  a jednačina  donjeg  dela  je 
уи  = b—  \fcir  — х- . Povišina  obrtne  površi  se  onda  dobija  kao  P = P\  + Po, 
gde  je 

a a 

P\  = 2тг  j ув i/l  + (y's(-r))J đx,  Po  = 2тг  j ун \Jl  + (у'и{х))2 dz, 

—a  — a 


Očigledno  je 


gde  je 


P = 


I ^2  (iclx  f 

dl(x)  = \/ 1 + 7)dx  — —= : = 8nab  dz  = 4n2ab . 

V a — х-  v'a2  — х-  J 

o 

Napomena:  Mogli  smo  uzeti  dl  = adt/?;  0 < (/?  < тг.  ► 

327.  .г-S  + уз  = af ; oko  ose  Ох, 

<3  Parametarske  jednačine  astroide  imaju  oblik:  х = a cos3  t,y  = a sin3 1 
(0  <t<  2тт)\  onda  je  dl  = За|  sini  cos  t\dt.  Uzimajući  u obzir  simetričnost 
kiive  u odnosu  na  obe  koordinatne  ose,  imamo 


2 2 

P = 4ir  J y(t)cll(t)  = 12тга2  j sin4  td(sin  t) 


o 

12  2 • 5 i 

— 7га  sm  t 
0 


o 

% 12  2 . 
0 =-д-7Г«  • ► 


328.  у = acosh  jj,  |o;|  < b : a)  oko  ose  Ox\  b)  oko  ose  Оу 
< a)  Očigledno  je 


'I 


* X X 

p = 2тга  / д/1  + sinlr  cosh  —dx  = 47га  / cosh“  — dx 
' w а а 


/ 


2 

а 


o 
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a 2b 

2ixa  I { 1 + cosh  — ] dx  = 2na  ( b + — sinh  — 


/0 


тга  ( 2b  + a sinh 


2b 


b)  Iz  jednačine  ^ = e«  +e  n . siedi  х = a ln  y — ; а < у < cosh 


x'{y) 


\jy1—+ 


dl 


,Jl  + (x’{y))2  dy  = 


acush  * 


2l ТП 


/ l— 

J Ју'1  - a 


у , У + \Пр-  - < 


27ra  I \/y~  — a2  ln 


Jn  £ — 1 — )LJi Z-dy 

v + \7у2-^ 


cush  J 


acosh 

a 


- I dy 


( b a cosh  | + a smh  £ , 6 

27га  a sinh  - ln 3 - a cosh  - + a 

\ a a a 

27га  ( a + frsinh  - — a cosh  — J . 

a а/ 


329.  ±.г  = a ln  a+^°— — - Va2' У2,  oko  ose  Ох. 

< Iz  jednačine  krive  se  vidi  da  je  đovoljno  naći  poviSinu  tela  koje  se 
clobija  iotacijom  jedne  grane  simetrične  laive  u odnosu  na  osu  Оу  i dobi- 
jeni  rezultat  udvostručiti.  Zatim  х —>  oo  kad  у — » 0,  i х — + а lcad  у a, 
piomenljiva  integraljenja  je  у S obziiom  da  х €]0,  +oo(  onda  imamo  da  neg- 
ativnom  priiaštaju  promenijive  х odgovara  pozitivan  priraštaj  promenljive 

у , tj.  

= \Jl  + {y'{x))‘2 dx  = — \jl  + (x'(y))"t/y  = 


c// 


Dakle, 


U a 

P = — 47га  j y\jl  + {^(у))2 dy  = 47га  j dy  = 4жа2  > 


330.  х = a(t  - sini),  у = а(1  - cos/),0  < / < 2тг  : a)  oko  ose  Ох ; b) 
oko  ose  Оу,  c)  oko  prave  у = 2a. 
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<3  a) 
dl 


Px  = 


+ {yf{t))2dt  = 2a sin  2/  = 2asin2 
2тг  2тг  тг 

27г  ј y(t)cll(t)  = 87га2  j sin3  = 1б7га2  ^ sin3  2Љ 


= 327га2  ^ si 


sin3  2:с/г 


а 

647га2 

3 


b)  Difeiencilal  luka  ostaje  isti,  samo  se  u formuli  za  površinu  y(t)  zameni 
sa  x(t)  : 

2ћ  2тг 

Pv  — 27Г  ^ rc(i)c//(/)  — 47га2  ј (t  ~ sin/:)  sin 
b b 

7Г 

— 8тга2  j (2 z — sin  2 z)  sin  zdz 

+ j cos^d^  — 2 j sin2  zd(sin2)^  — 1б7г2а2  , 


= 87га“  2 \ z cos  2 


c)  Pielaskom  na  nove  kooidinate  x\  — х,  y\  — у — 2а  i uzimajući  u obzir 
da  je  kiiva  simetrična  u odnosu  11a  piavu  x\  = а7Г,  a takođe  i to  da  je  y\  < 0, 
imamo 

7Г  7Г 

P = Атг  I \yi\yj(x'(t))2  -f  (yf(t))2dt  = 8тга2  ^ |—  cosi  - 1|  sin 

0 b 

7Г  0 

9 / 9 t t t . 9 / 9 f « / t 

= 1б7га-  / cos"  - sm  -af  — 32тга  / cos~  -a  I cos  - 


0 

32  2 0 £ 10  327гсг 

Г™  cos_  2 ^ ~ 3 


331.  х = a cos3  i,  у = asina  £;  oko  prave  у — х. 

Prelaskonr  na  novi  koordinatni  sistern  xi,t/i  po  formulama 


7Г  , 7Г 

X'i  cos  — — 2/1  sm  - 

. 7Г  7Г 

xi  sm  -7+7/1  cos  — 

fi 
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odakle  sledi 


х + у у — х 

n = -jt'  n = 


Tteba  dakle  naći  povišinu  figure  dobijene  rotacijom  krive 

xi  — Ађ  (sin3  t + cos3  t)  , 2/1  = -j—  (sin3 1 - cos3  t) 

oko  ose  Ox\  (sl.146). 


Imamo  dl  = \[{x'(t)f  + (y'(t)fdt  = За|  sin  t cos  t\dt\  Zafcim  je  tiažena  ptmSina 
jednaka  dvostrukoj  poviSini  tela  koje  se  dobija  iotacijom  delova  ЛВ  i CD 
date  kiive  oko  ose  Ox\  : 


P-  4тг  / |yi|d/+  / y\dl 


Primetimo  da  je  y\  + 0>  kad  t 6 [О.-Јјг].  Vodeći  lačuna  o znaku  paiametia  t 
dobijamo 


I (cos3 1 - sin3 1)  sin  t cos  tdt  - j (sin3 1 - cos3 1)  sin  t cos  tdt 


— 0\/2тга2  | / (cos'1  td(cost)  + sin's  t.d(sint))  - / (sin'1  td(sint)  + cos'1  td(cost)) 


[ (COS5 1 + sin5 1)  |!  + (cos5 1 + sin5 1)  I 


6ч/2тга2 

5 


1 1 1 1 \ Зтга~ 

1 4ч/2  4\/2  4V2  4 у/2Ј  5 
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332.  p — а(1  + cos<£>)  oko  polaine  ose 
<!  Pošto  je 

dl  = \ј[[р)  + (p'(<^))2 dip  = 2a cos  ^dip  (0  < <£>  < тг); 

/ј  W (У) 

у = а(1  + cos^Jsin^  = 4acos~  — sin  — , to  je 


7Г  Ћ 

p = 2тг  j y(ip)dl((p)  = 1б7га2  I cos4  ^sin  ^d<p 

b b 

o 

= 327га2  I cos4  ^cos  ™ j — 


<r^  _ 32 2 _5  ^ 10  _ 32  2 


7га~  cos  — * — — 7га“.  > 


333.  p“  = a2cos2^  : a)  oko  poiarne  ose;  b)  oko  ose  <£>  = §;  c)  oko  ose 

y_  7Г 

<r?  — 4 • 

^ a)  Očigledno  je 


P — 47г  f p(p)  sin  ipj p2{p)  + (p'(<p))2d(p. 

л ’ 


S obziiom  da  je 


/ — . ..  , asin2y 

psm</?  = ау cos 2^ sin </?;  p (^)  = ——^==; 


р2(т)  + (р(т)У 


cos  2p ? 


dobijamo 


P = 47га2  f sin  = 4тга2  cos  p i = 2?m2  (2  — у/2) 
b 4 

b)  Slično  primeru  pod  a)  imamo 


*1 

P = 47га2  cos  pdp  = 2\/2тха~ 


c)  Isto,  kao  kod  reSavanja  primeia  317)c)  uzmimo  polupravu  p = \ za 
polarnu  osu  sistema  р\(в),в\  tada  je  р\(в)  = p(p),  в = p — P = P\+  Pi^ 
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polamu  osu  sistema  p\(6).Q\  tada  je  p\(6)  = р(р),  6 = <p  — ^ ; P = P\  + P>, 
gde  je 


P\  = 4тг  / pi(0)|sin0|\/pj((9)  + (pj(0))"d0, 


(/“U  

p,  z=  4тг  I Р1  (^) I sin  ć> j ц/ /?ј(0)  + (/>j(0))irf0 
°=-f 

Koiisteći  simetriju  kiive  i to  da  je  u kooidinatnom  sistemu  p\,6  ■ sin 0 < 0, 
ako  je  — § < 0 < 0.  Ptelaskom  na  p(ip)  i i p,  dobijamo 


u 

Pi  = 4тга2  ^ >/cos2(^  sin 


7г\ 

4/  v/cos  2o 


s=  4тга2  j |sin  J dip  *=  4тга2  j sin  (v3  ““ 

-i  b 

= 4тга2  cos  (</?  — ^ [Ц  = 27га,“\/2; 

т т 

= 47га2  / sin  clip  = Атга2  I sin  (tp  — ^ dip 


= 47га2  cos  (tp  — q 
= 47гсГ  = 2тгп2  ^2  — \/2Ј  . 

Konačno  dobijamo 

Р = 2тга2\/2  + 27га2  /2  — \/2Ј  = 47Га2  > 

334.  Ravna  figuia  ograničena  parabolom  ау  = а2  — х1  i pravom  у = 
0,  rotira  око  ose  Ох  Naći  odnos  povišina  rotacione  poviši  i sfere  čija  je 
zapremina  jednaka  zapiemini  rotacionog  tela. 

< Najpie  nalazimo  zapieminu  rotacionog  tela: 


Vx  = 7Г  / y2dx  = / (а2  — х2у  dx  = у^7гаа 


4.8.  IZRA Č UNAVANJE  POVRŠINE  OBRTNOG  TELA 
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Iz  jednakosti  g7r/ž3  = Цтга3;  nalazimo  da  je  R = а^/|.  Paiametaiske  jed- 
naeine  polukiužnice  polupiečnika  R onda  glase:  х = R cos  у = /žsimp  : 
0 < V S k-,  a difeiencijal  luka  je  cll  — Rdip  Zato  je  površina  sf'eie: 


Sada  je 

P = 2тга2  ^\/5  + iln(2  + v^)^ ^9V^-iln(2+\/5)j 

= ^ (М\/5  + 17 ln  (^  + ч/б))  . 
tj.  odnos  povišina  je 

Рг  14\/5  + 17  ln  (2  + \/5)  _ 5 (14\/5  + 17  ln  (2  + \/5)) 

T ~ б4з/м  “ 128^10 

335.  Figuia  ogianičena  parabolom  y~  = 2 рх  i piavom  х = f , rotira  oko 
piave  у = p.  Naći  zapreminu  i povišinu  rotacionog  tela. 
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< Pielaskom  na  novi  sistem  po  foimulama  = х,  y\  = у - p\  tiažena 
zapremina  jednaka  je 


o 

Uzimajući  u obzir,  kao  i kod  nalaženja  zapremine,  dvoznačnost  krive,  imamo 


P = 2тг 


•> 

J 


'2  рх  ~ p 


1 т — clx  2тг 

2л; 


't 


■p 


V 1 + 2xđX 


= 2,  / 2 = Sv^p  / 

0 0 
f vP 

= 4irp  / >/р  + 2xc/  I \/p  +~fiđt 

o b 

= 27гр  (t\/p  4-  P + pln  (f  + \/p  + i2)) 

= 2тгр"  (\/2  + In  (l  + \/2))  . 

Za  izračunavanje  površine  kompletne  povrSi  dobijenom  rezultatu  treba  do- 
clati  povišinu  kruga  poluprečnika  2 p,  tj  broj  4тгр“  : 

Pfcompf  = 2тгр2  ((2+ч/2)  + ln  (l  + \/2))  > 


4.9  Opšta  shema  primene  određenog  integrala 

X°  Ako  svakom  lazmaku  [o,/3]  koji  je  sadržan  u datorn  segmentu  [u,^], 
odgovara  viednost  određena  fizičkom  ili  geometrijskom  veličinom  P,  onda 
se  P naziva  funkcijom  razmaka  [a,(3\  i označava  se  sa  P((a, /3])  (па  primer 
ако  je  / nepiekidna  i neriegativna  funkcija  na  [a.b],  onda  svakom  [a,(3]  C 
[o,  b]  odgovaia  veličina  F ([a,j3])poviSine  kiivolinijskog  trapeza,  ogranifienog 
krivom  у = f{x),  pravama  х = a i х = јЗ  i х osom. 


4.9.  OPŠTASHEMA  PRIMENE  ODREĐENOG  INTEGRALA 
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Funkcija  razmaka  P (fa-,/3])  je  aditivna,  ako  je  za  a < 7 < 0 ispunjeno: 

Р([а,/3])=Ра*,7])+^([7,/?])- 

Pomenuta  veličina  P([a,/3])  povrSine  krivolinijskog  trapeza  je  primei  adi- 
tivne  funkcije  razmaka. 

Neka  je  P ([a,/?])  aditivna  funkcija  iazmaka  i neka  je  na  fiksiranom  seg- 
mentu  [q,  b\  definisana  neprekidna  funkcija  p(x),  takva  da  jc 

P ( [.х , ®+  Д х-])  = p(x)  Д х + p ([х,  x+  Д x\) , 


gde  je  za  funkciju  p ([x',x+  Д х-])  ispunjeno 


lim  ',(11"г'+Лг1) 
Д X 


= o,  tj. 


Ve  > 035  >0:0  <Д  х < б 


р ([x-,  х'+  Д х)) 


Д X 


< £ 


Tada  је 

b 

P([a,b])=  I p(x)clx  (1) 

а 

Dakle,  ако  је  sa  tačnoSću  do  beskonačno  male  višeg  reda  u poređenju  sa 
д х,  ustanovljena  približna  jednakost 


P ([x-,  x-+  Д х])  ~ p(x)  Д х, 


onda  se  veličina  P([a,5])  nalazi  po  foimuli  (1).  U tome  se  i sastoji  opšta 
shema  primene  određenog  integrala. 

2°  Neka  je  {Mj}  sistern  materijalnih  tačaka  sa  masama  rrij  respektivno 
(j  = 1,2, n),  koje  pripadaju  istoj  iavni  i neka  su  уј  redom  ordinate  tačaka 
Mj.  Veličina 

J n 

Mx  = тТЈз 
з= i 

se  naziva  statičkim  momentom  tog  sistema  tačaka  u odnosu  na  Ох  osu, 
a veličina  n 

4 = Ј2тзУј 
з= i 

se  zove  moment  inercije  tog  sistema  u odnosu  na  osu  Ох. 

Pretpostavimo  da  je  duž  pioizvoljne  glatke  kiive  у = f(x)  iavnomeino 
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laspoređena  masa  sa  lineainom  gusfcinom  џ = 1.  Tada  se  statičkim  mo- 
mentom  luka  lciive  (za  a < х < b)  u odnosu  na  koordinatne  ose  nazivaju 
veličine 

b b 

Mx  = j y(x) \Jl  + (y'(x)  fdx  i My  = I x\Jl  + (y'(x)f  dx 

a a 

a momentima  inercije  lulm  laive  u odnosu  na  kooidinafcne  ose  veličine 


b b 

Ix=  I У~(х)  \/l  + (y'(x)f dx  i Iy  = I x~  \jl  + (yjx)f dx 
a a 


Koordinate  težišta  homogene  krive  у = /( х)  (sa  ravnomerno  raspoređenom 
masom,  linearne  gustine  џ = 1)  izračunavaju  se  po  foimulama 


Му 

L ’ 


V = 


Мх 
L ’ 


gde  je  L dužina  laive  у = f(x)\  (a  < х < b). 

Prefcpostavimo  da  osa  Ох  ne  seče  kiivu.  Množeći  levu  i desnu  sfcianu 
jednakosti  \rj\L  = \MX\  sa  27г  dobijase  prva  Guldinova  teorema  o površini 
obrfcne  poviši 

Ako  je  razmafcrani  luk  simetričan  u ođnosu  na  neku  pravu,  onda  se  težište 
luka  nalazi  na  toj  pravoj. 

3°  Statičkim  momentima  homogenog  laivolinijskog  fcrapezc  у = f(x), 
х = a,  х = b,  a < х < b (sa  iavnomemo  laspoređenom  masom,  povišinske 
gustine  џ(х,у)  = 1)  u odnosu  na  kooidinatne  ose  nazivaju  se  veličine 

h b 

М-х  = ^971^  I f~(x)dx  i My  = sgnf(x)  J xf(x)dx, 

a a 


a momentima  inercije  tog  trapeza  u odnosu  na  koordinafcne  ose  veličine 


Ix  = 


pod  uslovom  da  kiiva  ne  seče  osu  Ох. 

Koordinate  težišta  homogenog  krivolinijskog  tiapeza  iztačunavaju  se 
po  formulama: 


€ 


м„ 


V 


мх 

s 
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gde  je  S povtšina  tiapeza. 

Pretpostavimo  da  osa  Ох  ne  seče  ki ivolinijski  tiapez,  Množeći  ievi  i 
đesni  deo  jednakosti 

\v\s  = \Mx\ 

sa  27Г,  dobija  se  druga  Guldinova  teorema  o zapiemini  obrtnog  tela, 

Ako  ravna  figuia  ima  osu  simetrije  onda  se  težište  nalazi  na  toj  osi, 

4°  Rešeni  zadaci. 

336«  Naći  statički  moment  i moment  ineicije  luka  polukružnice  polupiečnika 
a u odnosu  na  piečnik  lcoji  prolazi  luoz  kiajeve  tog  luka. 

< Neka  je  dl  luk  luužnice  koji  odgovaia  centialnom  uglu  d<p\  tada  je 
dl  ~ ad(p.  Pod  rastojanjem  luka  dl  od  piečnika  podrazumeva  se  veličina 

r*  = sup  {?'d}  , 

gde  je  {?  d}  skup  rastojanja  svih  tačaka  luka  dl  od  prečnika  Sa  tačnošću  do 
beslconačno  male  istog  reda  kao  d,<p,  imarno 

r*  = г[){<р)  = asin<p,  <pot  < <p  < А d<p,  0 < <ро  < 7г. 

Statički  moment  i moment  inercije  elementa  dl  (sa  tačnošću  do  beskonačno 
male  višeg  reda  nego  d<p)  su  respektivno  jednaki 

dMo  = o"  sin  <pd<p,  i dlp  = o3  sin"  <pd<p. 

Sada  prema  opšto  j sliemi  primene  određenog  integrala  imamo 

7Г  71*  ,, 

n / f *>  r ч f . o , 

Mp  = a~  / sm  tpd(p  — 2a~\  1$  ~ a / sm ~<pdtp  — > 

b o 

337.  Naći  statičld  moment  luka  parabole  у2  = 2 рх  (0  < х < \ ) u odnosu 
na  pravu  х — f „ 

< Neka  je  х apscisa  tačlce  M{x,y)  koja  pripada  luku  dl\  tada  je  (sa 
tačrrošću  do  beskonačno  male  višeg  reda  nego  dx) 

cIMe  = (~  - ж)  dl  = - aj  \/l  + {y'{x))2dx. 

Primenjujući  opštu  shemu  kao  u prethodnom  zadatku  dobijamo 


o 
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Др 

I ( p - z2)\/p  + z~clz 

+ (у  ~(p  + z2)^J  + |p2ln(2  + \/p~+z^ 

^ (\/2  + 5ln(l  + \/2 )). 


Vr 

o 


Korišćen  je  rezultat  zadatka  324, b)  > 

338.  Naći  statički  moment  i moment  inercije  homogene  trougaone  ploče 
osnovice  b i visine  h koja  odgovara  osnovici. 

< Segment  sa  krajevima  na  kracima  trougla,  paralelno  osnovici  na  ras- 
tojanju  х (0  < х < h)  od  nje,  ima  dužinu  d = b (l  — f ) Posmatiajmo  sada 
horizontalnu  ravnu  traku  širine  clx,  paralelno  osnovici  tiougla,  uzimajući 
je  približno  za  pravougaonik  sa  stranicama  dužina  d i dx  Sa  tačnošću  do 
beskonačno  male  višeg  reda  nego  dx,  dobijamo  da  je  njena  površina  jednaka 
b (l  — | ) dx,  a njen  statički  moment  i moment  inercije  u odnosu  na  osnovicu 
tiougla  su  ledom  jednaki 

dM  = bx  (l  — ^)  dx  i dl  = bx~  (l  — '~ј  dx. 


Prema  opštoj  shemi  primene  određenog  integrala,  dobijamo 


339.  Naći  momente  ineicije  Ix  i Iy  u odnosu  na  ose  Ох  i Оу  paraboličkog 
segmenta,  ograničenog  krivama  ау  = 2 ах  - x2(a  > 0)  i у = 0.  Koliki  su 
poluprečnici  inercija  vx  i ry  tj.  veličine  definisane  jednakostima:  Ix  = Sr2, 
Iy  = Sr2,  gde  je  S površina  segmenta? 

<з  Prema  foimuli  3°  imamo 
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Iy  — j x2yclx  = j х2  ^2x  - Љ sss  ™a4.. 

b b 


PoSto  je 


2a 


340.  Naći  momente  ineicije  homogene  eliptičke  ploče  sa  poluosama  a i 
b u odnosu  na  njene  glavne  ose, 

< Glavne  ose  ploče  su  kooidinatne  ose.  Zapišimo  paiametarske  jed~ 
načine  elipse  u obliku: 


х — asint; 
у = bcost\ 

gde  t 6 [0,  27г];  onda  pii  promeni  parametra  t ocl  0 do  Ц sledi  da  х raste 
od  0 do  a.  Zbog  simetričnosti  pioče  u odnosu  na  obe  ose,  dovoljno  je  naći 
momente  inercije  četvrtine  ploče  i rezultat  učetvorostručiti.  Dakle, 

тг  тг 

2 2 

Ix  = j j y3(t)dx(t)  = ~а.1)Л  j eos4  tdt  = 

b b 

тг 

2 2 

Iy  = 4 j x2(t)y(t)dx{t)  = a?b  j sin2  2 tdt  — ^ ^ ► 
b b 


341.  Određiti  statički  moment  i moment  inercije  homogenog  kiužnog 
konusa  polupiečnika  osnove  r i visine  h u odnosu  na  ravan  osnove  toga 
konusa, 

< Noimalni  presek  ravni  paialelno  osnovi  konusa  na  rastojanju  х (0  < 
х < h)  od  osnove  je  lcrug,  čiji  se  poluprečnik  у nalazi  iz  očigledne  jednakosti 


V 

r 


х 

Тг 


Telo  ogianičeno  konusnom  površi  i dvema  ravnima  paralelno  osnovi  konusa 
na  rasfcojanju  х i x+dx  od  osnove  uzimamo  piibližno  za  cilindar,  poluprečnika 
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osnove  у;  njegova  zapremina  (sa  tačnošću  do  beskonačno  male  viseg  reda 
nego  dx)  jednaka  je 

wr2(l-|)’dx, 

a statički  moment  i moment  inercije  su  redom  jednaki 

dM  = тг r2x  (l  - |)2 dx,  dl  = ш2х-  (l  - |)2  dx 
Integraleći  po  х u granicama  od  0 do  h,  dobijamo 


o 


342,  Naći  moment  ineicije  homogene  sfere  poluprečnika  R i mase  M u 
odnosu  na  njen  prečnilc, 

< Razmotdmo  prav  kružni  cilindar  debljine  dx  i visine  у koji  je  upisan  u 
sferu.  Prečnik  sfere  je  osa  simetrije  cilindra.  Neka  je  unutrašnji  poluprečnik 
cilindia  х (sL147,a), 


a 

Izračunajmo  približno  monient  ineicije  cilindra  u odnosu  na  piečnik  sfere, 
U tom  cilju  iziežimo  cilindar  meiidijanskirn  lavnima  i lavnima  paralelnim 
osnovama  cilindia  na  elementarne  delove  čije  su  dimenzije  Л Vki  & li 
(sL147,b).  Smatrajući  takav  deo  paralelopipedom  zapiemine  Л уи  Д k, 
izračunajmo  približno  njegov  moment  inercije  u odnosu  na  piečnik  sfeie, 
dobijamo  da  je  on  jednak  x~dx  Л yk  A h.  Sumirajuci  po  svim  ?*,  a zatim  po 
svim  A:3  dobijamo  da  je  približno  (sa  tačnošcu  do  dx~)  vrednost  dl  momenta 
inercije  cilindia  u odnosu  na  piečnik  sfeie  jednaka  2ћ x^ydx  (]Г,  Л h = 


4.9  OPŠTA  SHEMA  PRIMENE  ODREĐENOG  INTEGRALA 
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2ћ{х  -f  dx)  « 2тхх).  Na  osnovu  opšte  sheme  piimene  određenog  integiala, 
nalazimo  (uzimamo  u obzii  da  je  у « 2 \JK~  — х2) 


R 


I z=  4 7г  х3  \f  R2  — x2clx  = 47гЛ5  j sin3  9?  cos2 


47гЛс 


/ , . з . 5 v , 8тгЛ5  2лгоо 
/ (siir  <p  - sm  9?) 

/ 15  5 

0 


gde  je  M masa  sfeie,  l> 

343.  Odiediti  kooidinate  težišta  kiužnog  lulca  х — cicoscp ; 1/  = asin^? 
(\<p\  < a < 7г). 

^ Luk  je  simetričan  u odnosu  na  osu  O.r  i zato  se  težište  C*(£,  77)  nalazi 
na  toj  osi,  Nađimo  dužinu  krive  i njen  statički  moment  11  odnosu  na  osu 
Оу  : 


sm  a 


L = a j adp  = 27ra;  My  ~ a2  j a cos  pdp  = 2a2  si 

— a —c* 

c t • r Л/4  sina' 

Sada  je  £ = -jj-  — a — 

Dakle,  (7(^,7/)  = C ,0)  ► 

344.  Naći  koordinate  težišta  oblasti  ograničene  parabolama  ах  = y\ 
ау  = х2(а  > 0),. 

< Težište  se  očigleđno  nalazi  na  piavoj  у = х (х  > 0)  , Zato  imamo 

M,  = 7*  Л/Е-  S0  *,  = S = ј L/&-  dx  = 
b o 

odakle  sledi  ^ = — = — , т?  = ~ 

345.  Odiediti  kooidinate  težišta  oblasti 

+ т«  < 1 (0  < х-  < а,  0 < у < b). 
ал  ćr 

<4  Paiametaiske  jednačine  četvrtine  elipse  su 

х = a sin  t 
у = 6 cos  t j 
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gde  t € [0,  Ц],  Tada  je 


\ j y2{t)dx(t)  = ~ 


cos3  tclt 


alr  2 = alr 
2 3 “ 3 5 


x(t)y(t)dx(t)  — a2b  / sm  tcos- tdt  = 


Pošto  je 


_ irab 
S = — , toje 


. My  4a 
^ “ S ~ Зтг 


Зтг’  'П 


м*  = Н 

S Зтг 


346.  Odrediti  težište  homogene  polusfere  poluprečnika  a. 

<j  Osa  Oz  je  osa  simetrije  polusfere  x2+y‘2+z2  < a2,  z > 0 i zato  se  njeno 
težište  nalazi  na  toj  osi.  Uzimajući  sferni  pojas  čija  se  donja  osnova  nalazi  na 
rastojanju  2 (0  < 2 < a)  ođ  ravni  хОу  sa  visinom  dz,  za  cilindar,  možemo 
približno  naći  statički  mornent  elementarnog  sfernog  pojasa  u odnosu  na 
ravan  х Оу  : dM  = 7r  (a2  - z 2)  zdz,  odakle  sledi 


a 

М = 7Г  j z(a2  — z~)dz 


S obzirom  da  je  zapremina  polusfere  |тга3,  to  za  koordinatu  C težišta  C(C,  у,  C) 


imarno: 


3 M Зтг  ал  3 

^ 27га3  87га3  8 


Вак1е,С(С,^С)  = ОД0,|а).  ► 

347.  Odrediti  koordinate  težišta  C(<pq,pq)  luka  OP  logaritamske  spirale 
p = аетп<р  (m  > 0)  od  tačke  O(-oo,0)  do  tačlce  Р(џ>,р).  Koju  lciivu  opisuje 
tačka  C pri  kretanju  tačke  P? 

■<  Nađimo  statičke  momente  lcrive  u odnosu  na  ose  Ох  i Оу  : para- 
metarske  jednačine  laive  su 


х = aem<p  cos  <p-, 
у = аетпр  sin^r. 
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Očigleclno  je 


cll 

- '/P2{{P)  + (p’(p))2dp  = а\Д 

ч> 

мх 

= a~  \/ 1 + m2  i 

1 ehn0  s\n  всШ; 

~“00 

My 

= а2  \/l  + ??г2  i 

j e~m0  cos  (9c/0. 

Množenjem  Mx  sa  iraaginarnom  jedinicom  i a zatira  sabiianjem  sa  My, 
dobijamo 


My  + iMx  — n“  \/l  + m1  j (pe^-m+S°cW 


odakle  sledi 


—л — е'~тџ>  ((2m  cos  <p  + sin  <p)  + i(2msin ip  ~ cos<p)) , 
4 m-  + 1 


aVl  + m-  , , . . 

Mx  = - — t —e-mv  (2 m sm  <p  - cos  ip) , 


M„ 


y 4 пг2  + 1 

Nađimo  dužinu  L luka  krive: 

L 


4??г2  + 1 

«Vl  + тп-  , . 

e v{2m  cos  <p  + sin  <p) 


J <pa\/T 


+ m-em0clO  = 


av/l'+'m1 


??г 


Sada  lako  nalazimo  kooidinate  težišta: 

Му  _ a???.emsP(2?n.cos^>  + sinv?) 
L 4 m2  + 1 

M*  _ fl???em¥,(2???.sin(,p  — cosy?) 


£ 


V = 


Očigledno  je 
Po  = 

tan  <po  = 


L 4???.2  + 1 

??гр  ??гае 


,7ЛуР 


,/72772  = _ 

\/ 4???, 2 + 1 \/  4?n2  + 1 ’ 

т]  _ 2??г  sin  <p  — cosy  _ уУ??.2  + 1 sin  (уз  - aictan  ^) 
1 2?7г  cos  <£>  + sin  <p  \Дгг?  + 1 cos  (<p  - aictan  ^) 

1 


= tari  ( <p  — aictan  — 
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Sa  tačnašću  do  konstantnog  sabiika  možemo  pisati: 


ipo  — tp-a,  gde  je 


Zapisujući  po  u obliku 


a = arctan 


2 m 


P o 


ma 

\/4  ?n2  + 1 


em(yo+t») 


(1) 


zaključujemo  da  pri  kretanju  tačke  P,  tačka  C opisuje  logaritamsku  spiralu 

(1).  ► 

348.  Dokazati  da  se  težište  homogene  tiougaone  ploče  nalazi  u preseku 
težiSnih  linija  trougla, 

< Neka  je  h visina  trougla  i b odgovarajuća  osnovica.  Uzmimo  koordi- 
natni  sistern  kao  na  (sl.148). 


Statički  mornent  tiougaone  ploče  u odnosu  na  osu  Ох  izračunavamo  kao  u 
zadatlcu  338;  tj.  Mx  = Zato  je  S&oab  = f,  odnosno,  koordinata  ? / 

težišta  je  p = = §.  Ako  je  visina  trougla  od  koordinatnog  početka 

udaljena  za  c,  oiida  su  jednačine  pravih  0.4  i AB  redom  date  sa: 


Vl(*)  = 1/2  (*) 


h(b  — х) 
b — c 


Zatirn  je  zapremina  tela  dobijenog  rotacijom  trougla  oko  ose  Оу  data  sa 


V = Vi  + V* 


gde  je 


Уг  = 


V>  = 


c 


0 


2nhc2 

~3~ 


6 


1 


2ж!г 


c 


b(b  + c) 
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Sabiianjem  sledt  da  je  V — ppb(b  + c).  Označavajući  kao  i obično  apscisu 
težišta  sa  £ i primenjujući  drugu  Guldinovu  teoremu  nalazimo  da  je 

~b(b  -г  c)  = 7г6/ј.£, 


odalcle  je 


b + c 

~T~ 


Ostaje  da  se  dokaže  da  težište  piipada  težišnoj  liniji, 
ima  oblik: 


У = h 


6 — 2c  J 


Jednačina  piave  AD 


Zamenjvanjem  u dobijenoj  jednačini  х = £,  dobijamo  у(£)  = rj  = Pošto 
položaj  težišta  ne  zavisi  od  izbora  lcoordinatnog  početka,  zaldjučujemo  da 
se  težište  nalazi  u pieseku  težišnih  linija  (medijana).  Zadatak  je  rešen.  t> 

349.  Naći  koordinate  težišta  oblasti,  ogianičene  laivom  p = a(l+cos</p). 

< Oblast  je  simetiična  u odnosu  na  polarnu  osu  i zato  se  njeno  težište 
nalazi  na  toj  osi.  Razmotrimo  krivolinijski  isečak  sa  uglom  clp  pri  vrhu, 
obrazovan  polupiavama  tp,  cp  + dcp,  (sl.149)  i lukom  krive.  Uzimajući  ga 
za  kružni  isečak  sa  stranama  p(<p)  i uglom  pri  vrhu  dp,  možemo  piibližno 
izračunati  njegovu  povišinu:  dS  = d<p.  Prema  zadatku  348.  imamo  da 
se  težište  krivolinijskog  isečka  nalazi  na  lastojanju  \p(<p)  od  poia,  i zato  je 
statički  moment  isečka  u odnosu  na  pravu  pcostp  = 0 približno  jednak  (sa 
tačnošću  do  beskonačno  male  višeg  reda  nego  dp) 


p“(e?)  2 /7г  \ (? 

dM  = ■ -р(р)  sin  (^-  - <pj  dp  = — cos  tpdtp, 

odakle  sledi  da  je 

2тг 

M = — (1  + cos  ip)s  cos  ipdcp 

b 

з 27r 

= ^-  / (cos  (p  + 3 cos2  (p  + 3 cos3  ip  + cos4  <p ) d(p 

b 

2тг 

4 ч /'  9 ,,  , , 4 ч /37Г  Зтг\  5 ч 

= Ј (3  cos-  <р  + cos1  p)dp  = -М  l — + — \=  -тга 

'о 
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PoSto  je  površina  oblasti  S — to  je  £ = ^ — |a  Označavajući  kooidi- 

nate  težišta  sa  po  i fflo,  dobijamo  ip0  = 0,  po  = f a > 

N a p o m e n a.  Kooidinate  težišta  možemo  naći  koiisteći  Guldinovu 
teoremu  Zaista,  u zadatku  316. b)  je  dokazano  da  je  zapiemina  tela  dobi- 
jenog  rotacijom  date  krive  oko  piave  pcosip  = -j , jednaka  jva  Piema 
drugoj  Guldinovoj  teoremi  je  V = 2irqS,  gde  je  S = > ociai<;*e  s*ecii 

Тј  = т.  Dakle, 

13  a 5 _ 

P0  ~ 12“  4 ~ 6a’  ° 

350.  Odiediti  kooidinate  težišta  oblasti  ogianičene  prvim  lukom  cikloide 

х = a(t  — sint) 

у = a(l-cosč) 


ако  t € [0, 2тг]  i osom  Ох. 
-<1  Očigledno  je 


y~dx  = — / (1  - cosž)  dt. 


My  = 


xydx  = a3  (t-  sini)(l  - cos  t)2dt  = 37i  a . 


Pošto 


5to  je  S = Зтта2  (zadatak  234)  to  za  koordinate  težišta  C(G  гј)  imamo 


тга,  7} 


Mx  5 
— — = -а.  > 
S 6 


351.  Odiediti  koordinate  težišta  tela  koje  se  dobija  rotacijom  figuie 
ograničene  krivama  у2  = 2 рх  iy  = 0(0<x<a)  oico  ose  Ох. 

< Težište  tela  se  nalazi  na  osi  Ох.  Uzimajući  ortogonalni  presek  tela 
ravnima  na  rastojanju  iii  + dx  dobija  se  elementarno  telo  cilindar  koji 
za  osnovu  ima  krug  poluprečnilca  у = vGpx  i visinu  dx.  Zapiemina  elemen- 
tarnog  tela  dV  približno  je  jednaka  dV  = 2тг pxdx,  a njegov  staticla  moment 
clM  u odnosu  na  ravan  х = 0 piibližno  je  jednalc  dM  = 2irpx~dx  Sada  je 

а 

/ 2 

M = 2т тр  / x2dx  — д7Гра3; 


27 rp  / xdx  = тгра 


о 
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i koordinata  £ njegovog  težišta  C(£,?/)  : 


Pošto  je  тј  = 0,  to  je  C(£, //)  = C(|a,0).  ► 

352.  Naći  kooidinate  težišta  polusfere  x~  +y~  + z2  = a~  (z  > 0), 
<3  Težište  se  naiazi  na  osi  Oz.  Na  (sl.150) 


piikazano  je  eleraentarno  telo  povišine  a~  cos ipchp  Д ву,  statičkog  momenta 
a3  sin  ip  cos  (pdip  Д в{  u odnosu  na  ravan  хОу  (sa  tačnošću  do  O*  (dip~)). 
Sumiranjem  po  svim  i dobijamo  približno  statički  moment  clM  sfeine  trake 
u ođnosu  na  ravan  хОу,  koji  je  jednak  2тга3  sin  cos  ipd<p.  Prema  opštoj 
shemi  primene  određenog  integiala  imamo 


rr 

2 

M = 27га3  j sin</?cos  ipđip  = 7га3, 

0 

Površina  poviši  polusfeie  jednaka  je  2тга2,  sledi,  koordinata  £ težišta  C jed- 
naka  je  C = зјј&г  = f Dalde,  С(Су,0  - C(0,0,f).  ► 

4.10  Zađaci  iz  mehanike  i fizike 

Pomoću  određenog  integrala  rešiti  sledeće  zadatke: 
353.0drediti  niasu  osovine  dužine  l = 10 cm,  ako  se  njena  lineaina 
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gustina  menja  po  zakonu  џ = 6 + 0,  дхкд/т,  gde  je  х rastojanje  od  jednog 

kiaja  osovine.  _ 

A Izračunajmo  element  mase  rn  ([ж,  х + clx])  osovine  dužine  dx  sa  tačnošcu 

do  beskonačno  male  višeg  reda,  nego  dx\  imamo  m ([х,.т  + dx ])  = џ (х)  dx, 

odakle  je 

l l 

m = I ц (х)  dx  = j (6  + 0,  Зх)  dx  = 6/  + ^ (12  + 

b o 

Zamenjujući  l svojom  vrednošću  i uzimajući  u obzii  jedinice  za  l i џ,  nalaz- 
imo  da  je  m = 75 kg.  > 

354.  Koliki  rad  treba  da  izvrši  telo  mase  m da  bi  palo  sa  površine  zemlje 
poluprečnilca  R , na  visinu  /г?  Čemu  je  jednak  rad  ako  se  telo  beskonačno 
udaljava  od  zeml  je? 

< Na  telo  mase  m dejstvuje  sila  zemljine  teže,  obmuto  propordonalna 
kvadiatu  lastojanja  tela  od  centia  Zemlje  i usmeiena  ka  centiu  Zemlje: 


Ovde  je  c konstanta,  odieđena  iz  uslova,  da  je  na  površini  Zemlje  (х  - 0)  sila 
F jednaka  sili  teže  tj.  F = mg  = -fe,  odakle  je  c = mgR 2,  R je  poluprečnik 
Zemlje;  e (N , Q\)  —jedinični  vektor,  usmeren  iz  tačke  N ka  centru  Zemlje 

Elementaini  rad  centralne  sile  odieđen  je  formulom  dA  = Fxdx,  gde  je 
Fx  piojekcija  sile  F na  smei  Ох,  dx  elementarni  premeštaj. 

Za  iziažavanje  potpunog  rada  imarno 


mqRh 

лТл 


Ovde  “ — “ označava  da  je  projekcija  sile  F na  smer  Ох  negativna.  Tiaženi 
rad  jednak  je  |.4| . 
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Prelaskom  na  granićnu  viednost  kad  h —>  +oo,  nalazimo  da  je  Ac 0 = 
— mgR , \A\  = 7пдЛ.  i> 

355,  Koliki  i:ad  tieba  da  izvrši  sila  da  bi  rastegla  elastičnu  opiugu  za 
0,  Im,  ako  sila  od  1 N rastegne  tu  opiugu  za  0,01? 

< Reakcija  F elastične  opruge,  čiji  je  jedan  lciaj  piićviSćen,  iziažava  se 
piema  Hukovom  zakonu  foimulom  F = сж,  gde  je  c—koeficijent  izdržljivosti 
opiuge,  х— deforaiacija  (sl,152).  Konstantu  c naiazimo  iz  uslova  1 N = 

c o,  01???,  tj 

Elementami  lad  elastične  sile  (leakcije  opruge),  sa  tačnoSću  do  beskon- 
ačno  male  višeg  ieda,  nego  dat  je  iziazom 


A ([х,  х + dx] ) = — cxdx , 


0,1 

"C  J xdx 
b 


-10  0 


X" 


gde  je  dx  elementaini  piemeStaj,  usmeren  u stranu  supiotnoj  sili  F 

Potpun  iad  nalazimo  integrisanjem  u razmaku  od  0 do  0, 1 : A = 

= —5  0 = —50  '0,01  = —0,5*7..  Iziaču- 

o lu 

nali  smo  lad  elastične  sile.  On  je  negativam  Rađ  je  \A\  = 0,5/  > 

356.  Cilindar  prečnika  0, 2;?7  i visine  0,87П  napunjen  je  paiom  pod 
pritiskom  10N/m2.  Koji  lad  treba  da  se  izviSi  da  bi  se  zapremina  paie 
smanjila  dva  puta,  a da  temperatura  pare  ostaje  nepromenjena? 

< Za  izometiičke  procese  važi  Boj-Maiiotov  zakon 


P = 


C 

V 


(P— pritisak;  V—  zapremina  gasa;  C—konstanta).  Oznacavajući  sa  Vq  za- 
pieminu  cilindra,  nađimo  konstantu  C : 


c = PqVq  = 10 N/m2  ■ 7Г  • 0, 8m  0,  Obn2  = 10тт-  0,8-  0, 01J. 


Elementami  xad  dA  sile  pritiska  P pri  smanjenju  visine  cilindra  za  velieinu 
dh  izražava  se  formulom 

clA  = —^—Pdh, 

gde  je  d = 0, 2m— prečnik  cilindra  Pošto  je  zapremina  za  koju  je  umanjena 
zapremina  paie  jednaka, 

dV  = H^dh, 

4 

to  je  dh  = Celokupan  rad  potrošen  na  đvostruko  smanjenje  zapremine, 
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iziažava  se  integialom 

џ Џ 

A=  j dA  = - I PdV  = C 
Vo  Vo 

357.  Odrediti  silu  pritiska  \’ode  na  vertikalnu  stenu,  koja  ima  oblik 
polukruga  poluprečnika  a,  čiji  se  dijametar  nalazi  na  površini  vode. 

^ Označimo  sa  / ( х ) dužinu  horizontalne  prave,  povučene  na  stenu  na 
rastojanju  х od  AB  (sl.153).  Uzimajući  traku,  izmedu  horizontalnih  pravih, 
koje  su  od  AB  udaljene  za  х i х + dx  za  piavugaonik  sa  osnovicom  Z (х)  i 
visinom  dx,  moženro  približno  (sa  tačnošću  do  beskonačno  rnale  višeg  ieda, 
nego  dx)  izračunati  pritisak  P (\x,x  + r/xj) , koji  prouzrokuje  ta  r avan.  Pri- 
menom  pravila  hidiostatike,  sagiasno  kome  je  pritisak  duž  ravni,  jednak 
proizvodu  površine  i dubine  zaronjavanja: 

P ((.х,  х + dx\)  = xl  (х)  dx. 

Kako  je  l (х)  = 2 %/a2  - x‘-,  to  sa  tačnošću  do  beskonačno  male  višeg  reda, 
nego  što  je  dx,  imamo 

P ((ж,  х + dx})  = 2x\/a-  -x2dx, 


jy-  = C In  2 « 0, 08-3, 1416  0, 6931 J = 0, 1741 J. 


odakle  je  ceo  pritisak  P jednalc 


P = 


x2dx 


2 f 2 
(fi-- 


2 

3 


a 


з 


(prema  opštoj  shemi  primene  određenog  integrala).  ► 

358.  Odrediti  silu  pritiska  vode  na  vertikalnu  stenu,  koja  ima  oblik 
trapeza,  čije  su  osnovice:  donja  a = 10;  gornja  b = 6 i visina  tiapeza  h — o, 
ako  je  nivo  potopljenja  donje  osnovice  c = 20 

<j  Neka  je  l(x)  dužina  segmenta  AB,  paraleinog  osnovicama  tiapeza 
MNOP,  i prolazeći  na  rastojanju  х od  gornje  osnovice  (sl.154) 
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Očigledno, 

l (х)  = b + (a  - b) 

Uzmimo  elementainu  tiaku  A'ABB'  šiiine  d,x  i ponavljanjem  lasuđivanja 
iz  prethodnog  piimeia,  dobijamo  da  je  piitisak  te  ttake,  jednak  (sa  tačnošću 
do  beskonačno  male  višeg  ieda,  nego  dx) 

P ([x-,  х + Љј)  = (b  + (ct-b)  (c  - h + х)  dx 

Piema  opštoj  shemi  primene  odieđenog  integiala,  imamo 


6 

j (c  — h)  + ^b  + 


(Q  — b)  {c-h)\  a-b'  a 


h 


х H — х' 

h 


dz 


h 2 


bh  (c  — h)  + — 6 + 


(a-b)(c-h)\^h3 


+ -(a-b) 


Zamenjujući  brojne  viednosti  za  a,6,c  i Л,  nalazimo 

P = ^450  + 225  + 33 T = 708^'Г  ► 

359.  Brzina  tačke  se  menja  po  zakonu  v = vq  + at,  Kolilci  put  pređe  ta 
tačka  za  vremenski  razmak  [0,  Tj? 

< Pošto  je  v = , to  dobijamo  diferencijalnu  jednačinu  = uo  + at, 

čije  je  rešenje 

T 

I aT 2 

s = / (vo  + at)  dt  = Vf}T  + —J~ , ► 

o 

360.  Homogena  kugla  polupiečnika  R i gustine  /i  obrće  se  oko  svog 
piečnika  ugaonom  bizinom  ш.  Ofrediti  kinetičku  energiju  kugle. 

< Po  defmiciji  je  kinetička  energija  čestice,  koja  se  okreće  oko  ose, 
jednaka  dT  = \dmv~,  gde  je  v linearna  brzina  čestice  dm.  Pošto  je  v = шг, 
gde  je  ш ugaona  bizina  tela;  r mstojanje  Čestice  dm  od  ose  iotacije,  to  je 

dT  = jdrmv'r" . 

Vidimo  da  se  rešenje  zadatka  svodi  na  rešenje  zadatka  342  sa  razlikom  da 
se  pred  integialom  javlja  činilac  Dalde,  T = - > 

361.  Kojom  silorn  privlači  mateiijalna  beskonačna  piava  konstantne 
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linearne  gustine  џо  raaterijainu  tačku  mase  m,  која  je  ocl  date  prave  udaljena 
za  n? 

< Izaberimo  kooidinatni  sistem  tako  da  se  mateiijalna  tačka  M nalazi 
na  osi  Оу  na  lastojanju  a od  koordinatnog  početka  (sl.155).  Uzmirno  na 
osi  Ох  u tački  /1  sa  apscisom  х element  dx:  taj  element  dejstvuje  na  tačku 
M silom  c/F,  jednakom 


dF 


тш±в{М'А} 


a2  + х 


gde  je  e (M,  A)  jedinični  vektoi,  usmeren  iz  tačlce  M u tačku  A\  7 je  giav- 
itaciona  konstanta. 

Komponente  vektoia  clF  =(clFx,dFv)  su  očigledno  jednake 


dFx 

dFy 


'утџ^х 
a 2 + х 2 


cos  a — 


jmfjfidz 
a2  + a? 


sin  a 


хутџцЛх 


(a~  + х 2)z 
аутџо^х 
(a2  + x2)2 


Da  bismo  dobili  ukupnu  silu  privlačenja  tačke  M celom  materijalnom  piavom, 
neophodno  je  integraliti  dobijene  iziaze  duž  cele  prave: 


Ч-оо  4oo 

F = i I clFx  + j j dFy 


i,  j su  oitovi  Pošto  je 
400 


| dFx 


-OO 

4co  4 00 

/'  f dx 

/ dFv  = —а-утџо  / 

./  J ( a2  + a; 


f xdx  1 

утџо  / з = Т>пџо 

J (a2  + rr2)5 


+00 


(fl2+X2)5 


\/fl“  + -Г'2  | 

сП'тпр-о  х 
a2  х/а2  + х2 


0; 


j4oo 


2-утџо 


tojeF  = ~^»j  > 

362.  Odrediti,  lcojom  silom  piivlači  kružna  ploča  polupiečnika  a i kon- 
stantne  povišinske  gustine  /гу  materijalnu  tačku  P masem,  koja  se  nalazi  na 
normali  na  ravan  ploče,  i piolazi  kioz  njen  centai  Q na  rastojanju  PQ  = b 
< Izaberimo  kooidinatni  sistem  Qxyz  tako  da  se  ravan  хОу  poklapa  sa 
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iavni  pioče,  kooidinatni  početak  O sa  tačkom  Q,  a osu  Oz  izabeiimo  talco 
da  segment  QP  bude  segment  na  Oz  osi  dužine  b (sl.156). 


Uzmimo  element  ploče  sa  dimenzijama  pchp  i chp;  sila  dF  kojom  taj  element 
privlači  mateiijalnu  tačlcu,  jednaka  je  (sa  tačnošću  do  beskonačno  male  višeg 
ieđa,  nego  dp>  i dp) 


dF 


m^'popdpdtp 
b2  + p2 


e(P,M), 


gde  je  e ( P:M ) jedinični  vektor,  usmeien  iz  tačke  P u tačku  M,  7 je  giav^ 
itaciona  konstanta. 

Piedstavimo  clF  u obliku 


clF  — idFx  4*  j ciPy  -f~ 

gde  su  i,j,k  oitovi  osa;  dFXl  dFv > dFz  projekcija  sile  dF  na  odgovarajuću 
osu, 

Da  bismo  iziačunali  ukupnu  silu,  neophodno  je  integrisati  izraz  clF  uza- 
stopnOj  po  ip  (od  0 do  27г)  i po  p (od  0 do  a).  N0 

2тг  2тг 

I dFx  = 0 , I dFy  = 0, 
b b 

jei  za  svaki  element  ploče  postoji  simetiičan  u odnosu  na  početak  element; 
ako  označimo  sa  dF^  i dFx^  projekcije  na  osu  Ох  sila  i dF^,  kojima 
ti  elementi  privlače  tačku  P,  to  je  očigledno,  dFx^  + dF^  = 0 Analogno  je 
dF^  + dFy  ^ = 0.  Na  taj  način  je 
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Pošto  je  clFz  — (f/F,  k)  — —m'jpopclpdip 
proizvod  vektora  dF  i k,  to  je 


b 


gde  je  (r/F,k)  skalarni 


f = -k  f\ 

J I ■/  (b2  + p2/-  j 

|0 


dp  = — к2тг7/1от6  / 


pdp 


0 Vo 
27r7/io7??6 


+ рА 


— — k27r7/io7™  ( 1 “ 


(b2+p2)l 


Napomena.  U poslednja  dva  piimeia  imali  smo  integial  vektoiske 
funkcije. 

Ako  je  F(a:)  = a/(x)?  gde  je  a fiksiran  vektor,  ne  zavisi  od  x>  a f(x) 
integrabilna  funkcija  na  [a,6]  to  je  po  definiciji 


dx„ 


a 


a 


363.  Saglasno  Toiičelijevom  zakonu  bizina  isticanja  tečnosti  iz  suda 
jednaka  je  г;  = cy/2gli,  gde  je  g ubizanje  zemljine  teže,  h visina  nivoa  tečnosti 
nad  otvoiom  i c — 0,  6 opitni  lcoeficijent. 

Za  koje  vieme  će  se  napuniti  do  vrha  veitilcalna  cilindiična  bačva  prečnika 
D = 1?7г  i visine  H — 2m  kioz  kmžni  otvoi  pri  dnu  prečnika  d = 1с?7г? 

< U piocesu  isticanja  tečnosti  kioz  otvoi  prečnika  d sa  bizinom  v imamo 
zapreminu  istisnute  tečnosti  Tada  za  vremenski  lazmalc  dt  imamo 

piomenu  zapiemine  dV  = ^vclt.. 

S druge  strane,  clV  = — ^j^dh,  Izjednačavanjem  oba  izraza,  dobijamo 
jednostavnu  diferencijalnu  jednačinu  cl2cy/2ghdt  = — D2dh , iz  lcoje  integiil- 
jenjem  dobijamo 


т 


! 


dt 


T = 


j Đ~  dh 

J d4JFq  ' y/TČ 

н 

/2D2/H  2 10'1 

cd2/g  ~ 0,6^/9751  S6C 


105 


9,405 


sec 


10633 sec 


3časa  > 


364.  Kakav  oblik  moia  imati  sud,  koji  predstavlja  obrtnu  površ,  da  bi 
snižavanje  nivoa  tečnosti  pri  isticanju  bilo  iavnomerno. 

< Razmotrimo  sud,  lcoji  predstavlja  granicu  tela  dobijenog  rotacijom 
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oko  ose  Оу  laive  у — у (х) , iz  koga  ističe  tečnost  kroz  otvor  koji  se  nalazi  u 
koordinatnom  početku  (sl.157) 


D = 2x.  Onda  je  ^ = ci-^f , gde  je  c^  = — ^ = const . 

Po  uslovu  zadatka  је  ^jt  = c<i  = const  odakle  je  cj^P  = co,  у = ax'! , gde 

je  a = = const 

365.  Bizina  raspada  radijuma  u svakom  viemenskom  trenutku  piopoi- 
cionalna  je  njegovoj  ukupnoj  količini. 

Naći  zakon  laspađanja  radijuma,  ako  u tienutku  t — 0 imamo  Qog  radi- 
juma,  a posle  T = 1600  godina  njegova  količina  se  dvostiuko  smanjila 

< Neka  je  u tienutku  t masa  ladijuma  Qg.  Tada  se  za  vremenski  razmak 
t — tu  masa  Qo  — Q podvrgava  raspadu  Bizina  laspadanja  je 

d(Q0-Q)  _ dQ 
dt  dt 


Po  usiovu  zadatka  je 


(1) 


Određivanjem  konstante  c imamo  lešenje  zadatka.  Razdvajanjem  piomenljivih 
u (1)  i integialjenjem  u granicama  Џо,  <1 , dobijamo 


In 


о_ 

Q o 


= -c(t-to), 


(2) 


odakle  je 

Q = Q0e-<l-lo\.  (3) 

Iz  uslova  zadatka  sledi  da  je  za  t = T = 1600,  Q — Zamenjujući  u (2)  T 
umesto  t i % umesto  Q,  nalazimo  in  2 = сГ,  odakle  je  c = 

Zamenjivanjem  dobijenog  c u (3),  dobijamo 


Q = QqE 


- ln  2 


= Qo2- 


irkr 

7’ 
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Kako  je  to  = 0,  T = 1600,  to  je  zakon  laspadanja  dat  formulom  Q = 
2^i6oa.,  > 

366.  U slučaju  procesa  diugog  reda  bizina  hemijske  leakcije  pielaska 
mateiijala  A u materijal  B,  propoicionalna  je  pioizvodu  koncentiacija  tih 
materijala 

Koliki  piocenat  mateiijala  B se  sadiži  u sudu  kioz  t — 1 čas,  ako  za 
t — 0 min.  imamo  20%  mateiijala  B,  a za  t = 15  min.  imamo  80%  tog 
mateiijala. 

<3  Neka  se  u sudu  zapiemine  V sadiži  zapiemina  Va  mateiijala  A i 
zapiemina  Vq  mateiijala  B.  Piiraštaj  Vp  u slučaju  pielaska  A u B , očigledno 
ima  oblik  dVB  = ~dVA,  a bizina  teakcije  je  Po  uslovu  je 


dVB  VA  VB  rn 

ИГ~  ~v  ~v'  (1) 

gde  je  c konstanta  navedena  u zadatku.  Pošto  je  VA  = V — VB  diferencijalna 
jednačina  (1)  dobija  oblik 


dVB  c(V-VB)VB 
dt  V2 


Razdvajanjem  piomenljivih  i integiisanjem,  dobijamo  (iskoiišćen  je  uslov 
zadatka) 

0,8V  15 

I Мв__  - _i. 

J VB(V-VB)  V2!  ' 

0,2V  0 

odakie  sledi,  f = j-  1п2.  Zamenjivanje  dobijene  vrednosti  za  f u (2)  i 
razdvajanjem  promenljivih,  nalazimo 


dVB 

VB(V-VB ) 


dt 

V' 


(3) 


Pietpostavimo  da  će  se  kroz  60  min  u zapremini  V sadižavati  V^  materijaia 
B\  integrisanjem  jednačine  (3),  dobijamo 


/ 


0,2V 


dVB 

VB(V~VB) 


4 1п2 
15  V 


60 

j dt, 


odakle  nalazimo  ln  = 1п2м,  VB  = ^V  ~ 0.999938V  Dalde, 

lcroz  1 čas  u sudu  će  se  nalaziti  oko  99, 9938%  materijala  B > 


4.11  PRIBLIŽNO  IZRAČUNAVANJE  ODREĐENOG  INTEGRALA  6S3 


367.  Prema  Hukovom  zakonu  telativno  piocluženje  e osovine  piopoi- 
cionalno  je  napiezanju  siie  ст  na  odgovarajući  popiečni  pieselc,  tj.  e = gde 
je  E Yungov  modul  Odiediti  produženje  osovine  konusnog  oblika  okienute 
naniže  sa  vihom  u kooidinatom  početku,  ako  je  R polupiečnik  osnove,  H 
visina  kupe  i 7 specifična  težina  mateiijala  kupe. 

<3  Osovina  se  piodužava  pod  dejstvom  sile  sopstvene  težine.  Razmot- 
limo  poprečni  presek  osovine  (sl.158),  lcoji  se  nalazi  na  iastojanju  х od 
viha  (0  < х < H)  i predstavlja  krug  polupiečnika  r.  Težina  kružnog  konusa, 
polupiečnika  osnove  r,  i visine  х,  jednaka  je  -’~l ; napiezanje  silom  a u tom 
poprečnom  preseku,  očigledno  je  jednako 

7П~ХЈ  n ТЛ' 

(j  = - ; 7гг2  = — . 

Označimo  sa  Д dx  pioduženje  elementa  osovine  dužine  dx\  ono  je  jednako 
Д dx  = edx  — rffidx. 

Potpuno  produženje  iziačunavamo  pomoću  integiala 


odalde  je  Д H — . ► 


4.11  Približno  izračunavanje  određenog  integrala 

1°.  Formula  pravougaonika.  Ako  funkcija  у (х)  € [а,бј ; h = — 
Х{  = a + ih  ( i = 0, 1, ...,  n) ; у (*,•)  = уи  onda  je 

6 

I у ( х ) dx  — h (уо  + y\  + • • + yn- 1)  + Лп) 

а 

gde  је  Rn  = (b ^—1//  (G , a < 4 < b. 

2°.  Formula  trapeza.  Ako  у = y(x)  € C^{a,b],  onda  pii  istim 
oznakama  imamo 

b v 

I у (х) dx  = h + У1  + • - • + yn-ij  + Rn, 

a 

gde  je  Rn  = - (??)  ,«<?/<  h 
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3°  Formula  parabole  (Simpsona).  Neka  у = y(x)  € C(4)  [a,6] 
Stavljajući  n = 2k,  dobijamo  Simpsonovu  fotmulu 

b 

l IJ  (х)  dx  — (—  (l/O  + У'2к)  + 4 (j/l  + Vi  + ' + У‘2к-\) 

a 

+2  ( У2  + Ул  + + У'2к~2})  + 


gde  je  Л„  = (0  , « < C < b 

Napomena.  Ako  je  ispunjena  fotmula 


z — z 

— max 

0 

< Mhn, 


gde  je  Zi  ptibližna  vrednost  velićine  zu  izračunata  po  nekoj  foimuli,  to  se 
kaže,  da  ta  foimuia  u nekoj  klasi  funkcija  irna  n-ti  red  tačnosti  (M  > 0 je 
konstanta  koja  ne  zavisi  od  h). 

Na  taj  način,  formula  pravugaonika  ima  u kiasi  у € C'1'  [a,  6]  ptvi  red 
tačnosti,  formula  trapeza  u ldasi  у € (a,6j  ima  drugi  ted  tačnosti,  for- 

mula  parabole  u klasi  у € C(<1)  [a,  b]  ima  četvrti  ied  tačnosti. 

Često  se  urnesto  norme  ||  ||0  biraju  i druge  norme  u zavisnosti  od  kaiak- 
teia  rešenja  zadatka.  U nastavku  ćemo  segment  [a,  6]  sa  tačkama  = a + i/i 

^•  — 0,1, ,n)  u njemu  zvati  ravnometnom  mrežom  sa  korakom  h = — ; 

tačke  deljenja  х,  zovu  su  čvorovima  rnteže. 

4°  Rešeni  zadaci. 

368.  Primenom  formule  pravougaonika  (n  = 12) , približno  iziačunati 
integral  I = f х sin xdx  i rezultat  upotediti  sa  njegovom  tačnom  vtednošću 

b . 

< S obzirom  na  tečeno,  ovde  je  (a,  6]  = [0, 2тгј , h = § , ®г  = i%  (i  = 0, 12) 

Po  fotmuli  ptavougaonika,  imamo 


7 


11  9 11  ^2  / H 

1 - - — гтг  тг 


тг  7Г  7Г  7Г  v'4'  , , г7Г  7Г  / 

х sin  xdx  « — 7—  sin  i—  = — > + sm  — — — | / v cos  ix 


i-0 


'6  36  ^ 
г~0 


6 


36 


7Г2  ( cosC®  sin  Џх 


36 


smf 


7Г2  / (б  sin  6®  sin  — Џ cos  cos  6x)  sin  % 
36  \ 


0 T 

sm**  % 


\ cos  | cos  6,г  sin  Џх 

+ 1 " . 4 ; =” 

smw  | 
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7 r -т  cos  -j^Trsin  jr,  — T)  cos  frj  sin  јт;7Г 


36 


‘ ^ 7Г 

Slll'  P 


7Г2  1 1 COS  pj  sin  -pj  + cos  ЈГЈ  sin  pj 

'72  


sin- 


тС01в  = -у(2  + ^)“-с'2 


2961 


(uzeli  smo  т и 3, 14;  \/3  w 1,73).  Inače,  tačna  viednost  integrala  je  / = 
— 27г  = —6, 28 i> 

369.  Pomoću  f'ormule  tiapeza  iziačunati  integial 


I = / у 1 — 1 sin2  xdx  (n  = 6) 


i oceniti  grešku 

< Očigledno  h = Х{  — i = 0,1, 2, 3.4, 5, 6.  Po  formuli  ttapeza  je 


7Г  (2  + n/3 

12  l 4 + 2\Л 


7 + cos  2г 


7Г 

12 


7Г 

24 


2 + \/3  1 А /, 

— 2~  + 7|L  \/7  + 


. 7Г 


COS7- 


7Г  /2  + \/3  , 1 / \/ 14  + \/3  >/15  « \/l3  ->/ 14  — \/3 Л \ 

2 + /2^  /2  + /2  V2  V2  )) 

^2  + \/3  + \i  14  + \/3  + /15  + /14  + /13  + 14  — /3 


7Г 

48 

3, 142 
48 

3,142  22,421 


(3, 732  + 3, 966  + 3, 873  + 3, 742  + 3, 606  + 3, 502) 
1,4676 


48 

Ocenimo  grešku  formule  trapeza;  u tom  cilju  ocenimo  Rn  Očigledno, 

(h  — a)  /г2 


\Rn\< 


12 


тах  \f"(x)\ 


U ovom  piimeru  je 


тах 

o<x<! 


( sm2  i) 

4 J 


п 


< 


17 

14/14 
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Znači,  IA,,!  < gB  33' 7^/14  < 0l°02  * 

370.  Pomoću  foimule  Simpsona  izračunati  integial 


dx 

1 + х2 


o (Л  = 2) 


•4  Deleći  segment  [0.1]  na  4 jednaka  dela  (h  = |),  po  Simpsonovoj 
formuli  je 

I ~ ” ((уо  + Ул)  + 4 (yi  + y3)  + 2y2) 

~ JL  (1  +0, 5 + 3,76471 +2, 56 + 1,6)  = 0,78539.  ► 

371.  Uzimajući  n = 10,  izračunati  Katalanovu  konstantu 


aictan  х 


< Ovde  je  h = 0, 1;  = ih,  i = 0, 1, 10.  Onda  je 

G = •!  ((уо  + yio)  + 4 (yi  + Уз  + Уа  + У7  + У9)  + 2 (у2  + ул  + Уб  + Уб))  ■ 

uU 

Izračunavanjem  vrednosti  funkcije  sa  tačnošću  do  pet  znalcova  posle  zaieza, 
dobijamo: 

уо  = 1;  yio  = Пј  78540;  уо  + у io  = 1, 78540; 
yi  = 0, 99668;  уз  = 0, 97152;  y5  = 0, 92730;  y7  = 0, 87246;  y9  = 0, 81424; 

4 (yi  + Уз  + У5  + У/  + Уо)  = 4-4, 58220  = 18, 32880; 
у2  = 0,98698;  ул  = 0,95127;  у6  = 0,900070;  у8  = 0,84343; 

2 (уг  + У'!  + Уб  + Уа)  = 2 3, 68238  = 7 , 36467. 

Primenom  izračunatih  vrednosti,  nalazimo  - 

1,78540  + 18,32880  + 7,36476  _ ,.м.  „ 

30 


X 

372.  Polazeći  od  formule  f = f -jfer,  izračunati  bioj  тг  sa  tačnošću  do 

b 

lO"4. 


4 U PRIBLIŽNO  IZRAČUNAVANJE  ODREĐENOG  INTEGRALA  GS7 


<1  Već  smo  u zađatku  370  iziačunali  integrai  / +£+  pomoću  Simpsonove 

b 1 

formule,  uzimajući  k = 2.  Ocenimo  grešku  Piema  zarlatku  128,  glave  II,  je 


1 + х- 


(n) 


(-!)"■«!  . 

— гт-  sin  ((ri  + 1)  aictana;) , 

(1  + .т2)  2 


te  je 


1 + х2 


(4) 


24  1 

sledi  \Ra\  < — ■ Tl 


< 4!,  .г  € [0, 1] , 
1 


5 10“Г 


180  44  1920 

Sada  piema  pomenutom  zadatku  370,  nalazimo  тг  и 4 ■ 0, 78539  = 3, 14156 

Upoieđivanjem  dobijenog  rezuitata  sa  tabiičnim  тг  = 3, 141592 ,vidimo 

jednakost  pive  četiri  cifre  posle  zareza.  > 


i 


373.  Izračunati  fex‘d.x  sa  tačnošu  do  0,001 
b 


U) 


<!  Piimenićemo  Simpsonovu  formulu;  pošto  je  ) 

х € [0,1],  to  ćemo  h dobiti  iz  uslova  (ocena  greške  po  fotmu 
h‘l  < 10~g 15  « 8 10~4.  Deleći  segment  [0, 1]  na  10  jednakih  delova,  clobijamo 

i 

J ex~dx  « ~ ((-i/o  + Уш)  + 4 (i/i  + уз  + Уо  + Ут  + Уо)  + 2 (1/2  + Ул  + Уч  + Ув)) 


Izračunavanjem  vrednosti  funkcije  х ех~  u tačkama  Х{  = ih  ( i = 0, 10) 
sa  tačnošću  do  10~5  (na  piimer  koiisteći  Tejlorovu  formulu),  dobijamo 

Уо  = 1,  Уш  ~ 2,71828,  уо  + yio  ~ 3,71828; 

У\  ~ 1,01004,  уз  « 1,09417,  y5  « 1,28733,  y7  « 1,63230,  y9  « 2,24789, 
4 (У1  + УЗ  + У5  + Ут  + уд)  ~ 4 ■ 7, 27173  = 29, 08692; 

У2  ~ 1,04081,  у4  « 1, 17351,  у6  = 1,43332,  у8  « 1,89648, 

2 (у2  + У4  + Уб  + у8)  ~ 2 ■ 5, 54412  = 11, 08824; 

43, 89344 


/ = / ex‘dx  = ~ (3, 71828  + 29, 08692  + 11, 08824) 

./  OU 


30 


1,46311 
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Dobili  smo  tri  taćne  cifre  posle  zareza  O 

374.  Izračunati  integral  f ( ex  - 1)  ln  ~dx  sa  tačnoSću  do  10 “<l. 

b 

< Pošt;o  (ex  ~ 1)  ln  ~ 0 kad  х -+  0 to  je  dati  integral  Rimanov 

Četvrti  izvod  podintegraine  funiccije  ima  složen  oblik  i zato  ga  je  teško 
oceniti.  Pored  toga,  već  je  njen  prvi  izvod  neograničen  na  [0, 1] . U prin- 
cipu  foimulu  Simpsona  možemo  primeniti  ali  ne  nrožemo  oceniti  giešku. 
Zato  postupamo  na  sledeći  način:  razložimo  po  Tejlorovoj  formuii  funkciju 
х t-*  1 — ex  po  stepenima  х : 


ex  = 


х1  xa  х-4  rc5  x(l  \ _ , v 

T + ¥ + 24  + 120  + 72бЈ+Л(ж)’ 


gde  je  R(x)  = 0 < c < 1 Zapišimo  dalje  podintegralnu  funkciju  u 

obliku 

/ (х')  = (1  — ex ) lnx- 
i označimo  preko  <p  (х)  funkciju 


<p  (х)  = — lnx 


X4  _xj_  X'6  \ 

+ 24  + 120  + 720 ) 


Očigledno  je  / (х)  = <p  (х)  + R}  (х) , gde  je  f?i  (х)  = i?(x)lnx  . Ocenimo 


\Ri(x)  I = 

funkcija  \z 


r ln  X 


7\ 


\Хг 


ako  х € (0,1].  Kalco  je  iinr  x7lnx  = 0;  lnl  = 0,  to 


лгх|  postiže  apsolutni  nraksinrunr  u nekoj  unutrašnjoj 

tački  segmrnta  [0, 1]  Diferenciianjem  z (х)  dobijanro:  z'  (х)  = х5  + 7x5  lnx. 
Izjednačavajući  sa  nulom  z'  (х) , nalazimo  da  u tačlci  х = e1  funkcija  | z (x)| 
postiže  apsolutni  ekstrenrum,  jednak 


max  \z  (x)|  = 

0<х<1 


I 


7e 


Pošto  je  |Л(х)|  < f;  za  х G [0, 1] , đobijamo  ocenu 

1 

7 7!' 


I/  (х)  - <P  (x)|  = |T?i  (x)|< 


Na  taj  način  je 


(/  (х)  - <P  (х))  dx 


1 

< /ј/м 
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zato  ćemo  umesto  integiala  funkcije  f (хј  izračunati  integral  funkcije  < p (х) . 
Zaclata  tačnost  biće  obezbeđena  ako  pii  iztačunavanju  integiala  funkcije 
<p(x)  gieška  ne  bude  veća  od  10“4.  Paicijalnim  integialjenjem  naiazimo 


/ (х)  clx 


1 

I ip  (х)  dx 


gde  je 


,i  / (х  x~  x‘l  x°  :re\ 

= i>(x)lnx\Q  + j + т +720  + 7!  j Љ 


o 

11111  1 
4 + 18  + 96  + 600  + 6 6!  + 7 • 7!  ’ 


Ф (x’) 


Х'  X 3 х4  x°  xb  X7 

T + T + 24  + l20  + 720+7T 


ф (х)  inajj  = ф (1)  In  1 — lim  ф (aj  - In  х = 0. 
Sa  tačnošću  do  10~6  imamo 


-t  = 0,250000;  ~ = 0,055556;  ™ =0,010417; 

4 lo  Уо 

~ = 0,001667;  -4-  = 0,000231; 

600  6 6! 


i 

I (l-ex)ln xdx  и 0, 250000  + 0,055556  4-  0,010417  4-  0,001667 
b 

+0,000231  = 0,317871  ~ 0,3179.  > 

+7°  _ 2 

375.  Iziačunatisa  tačnošćudo  0,001  integial  veiovatnoće/  = j e 1 dx. 

b 

< Integral  konveigira,  jer  za  svako  e > 0 postoji  A\  > 0 tako  da  je  za 
A > Ai 

oo 

I e~x~dx  < e, 

A 

Ako  smo  naSli  A\,  onda  možemo  zapisati  za  A > Ai 

A -fco 

1=1  e~x~dx  + R,  R=  I e~x~dx. 

b /1 
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Uzmimo  e = 10~3  i pronađimo  A tako  da  je  dužina  inteivala  [0,  Л]  najveća. 
U tom  cilju  postupićemo  na  slededeći  način:  pretpostavimo  da  smo  našli 

+«>  + ?°  _ o 

takvo  A,  da  je  / e~x~dx  < e\  tada  je  i j e x dx  < e\  l 
A /1+1 


0 < 


-hoo  +oo 


/14-1 

/ '>  c2 

/ e X‘clx  = 
л 


< e, 


gde  je  A < £ < A 4- 1 (teoiema  o stednjoj  vrednosti). 
Dobijena  nejednakost  ekvivalentna  je  nejednakosti 


£ > 


Uzimajući  e = 10  3,  dobijaino 

£ > Лп  1000  » v/6, 907755  « 2, 628 


i umesto  A možemo  uzeti  A — 2, 6 

Možemo  dobiti  јоб  bolju  ocenu  za  A Pietpostavimo  da  je  takvo  /1 
nadeno,  t j . da  je 

4oo 

Ix  = j e~x~dx  < e. 

A 

Smenom  х2  = t,  dobijamo 

4oo  4co  o 

e~l  , 1 f -t  n e~A~ 

Tt  ГЛ.1  ‘ 

/I2  A2 

Iz  uslova  < e sledi  AeA~  > ^,tj.  ln  A + A2  > ln£,  odakle  je  A > 
_ јпЛ.  Pogto  za  e = 10"3  mora  biti  A > 2,  to  pod  korenom  možemo 
umesto  1п2  uzeti  ln  A,  pa  je 

A > /1п  1000  — 2 1п  2 « v/6, 90775 - 1,38628  = \/5, 52147  = 2,35. 

Naš  zadatak  se  sada  svodi  na  izračunavanje  integiala 

2,4 

1=1  e~x'dx 

b 
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sa  tačnošću  do  10~3. 

Može  se  postupiti  kao  u primeru  374;  aproksimacijom  funkcije  e~x2  poli- 
nomom  No  u vezi  sa  tim,  pošto  segment  integrisanja  ima  dužinu  2,4,  to 
stepen  (2,4)"  brzo  raste,  tako  da  je  za  garantovanu  tačnost  potrebno  uzeti 
više  od  15  sabiraka  u razvoju  po  Tejlorovoj  formuli 

Zato  ćemo  integral  I izračunati  Simpsonovom  metodom.  Nadimo 
za  funkciju  у — е~х' . Pošto  je  = 4y  (3  — 12x2  4-  4ж4) , to  je  |?/+  (z)|  < 


4(3-  12-5,76  + 4-  33,1776),  z € (0; 2, 4] , jer  je 


< 1,  a funkcija 


z = 3 — 12аг  + 4хл  raste  za  х > у Na  taj  način  je  (ж)|  < 4 66, 5904  = 
266,3616;  0 < х < 2, 4.  Ocenjujući  grešku  R po  formuli  Simpsona 


R 


(i b — a ) /г4 


180 


/(4)(0 


a < £,  < b, 


nalazimo  za  rmš  slučaj  da  je 


\R\< 


2,4  -266,3616  4 
180  1 


3,55128/г4. 


Iz  uslova  |i?|  < 10  3 dobijamo 


h < 


I 10~3 

3, 55128 


= 0,1- 


Za  dobijanje  zadate  tačnosti  možemo  uzeti  h = 0, 1.  Odatle  je  k = 12,  tj. 
n = 24.  Sada  kao  u primeru  370,  imamo 


12  11 

Уо  + 1/24  + 4 ^2  У2ј—\  + 2 У2ј 
з= i /■ 1 


28,56857 

30 


0, 8556. 


Razmotrima  tačnu  vrednost  / = = 0,8862...,  a talcođe  i grešku  R = 

1 — 7 = 0, 0006  = 6, 10""1.  Vidinro  da  dobijena  tačnost  prevazilazi  zadatu.  > 
376.  Naći  približnu  dužinu  elipse,  čije  su  poluose  a = 10  i b = 6. 

< Pošto  su  х = lOcost,  у = 6sint,  0 < t < 2тт  parametrske  jednačine 
elipse  to  je  njena  dužina  đata  sa 


L — 4 I \/l0Q  cos2 1 + 36  siii ^tdt  = 8 j \/17  + 8 cos  2xdx 
b ’o 


Piimenom  Simpsonove  formule  deieći  segraent  [0,  f ] na  6 jednakih  delova 
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(/t  = JL)  i iziačunavanjem  vrednosti  podintegralne  funkcije  u tačlcarna  ih  : 

i = 0,1, 2, 3,4, 5, 6; 


Уо  = 5,  уб  — 3:  yi  — * \/l7  + 4\/Š  ~ \/23, 928  w 4, 892, 

У2  = у/17  + 4 = >/21  и 4, 583,  уз  = >/17  » 4,124 
j/4  = л/17  - 4 = >/l3  и 3, 606;  2/5  = \/ 17  — 4>Д  « л/10,072  « 3, 173; 
2/о  + 2/6  = 8;  4 (уг  + у3  + l/e)  » 48, 756;  2 (у2  + у4)  « 16, 378, 

dobijamo: 

27Г 


3,378)  = 6,283  — и 51,047.  > 

377.  Nacrtati  giafik  funkcije  у = Ј šfidt  ( 0 < ® < 2тт)  na  osnovu  tačalra 


£»  + (8  + 48’  756  + 16,  «.-y-  9 


uzimajući  Д х = f . 

« Uzimimo  mrežu  = {*i=*f,  t = 0,1, 2,3, 4, 5,6}  i izračunajrao 
vrednost  funkcije  у ( х ) u njenim  čvorovima: 


У o 


У 4 


/ sin  i / sin  t f sin  t 

0;  yi  = / — Л;  У2  = / — УЗ  = Ј — 

b b o 

4?r  2тг 

/ sint  / sin  t ?aint 

I — dt ; y5  = J —đt]  У6  ~ J —đt 


dt 


Zadatak  se  svodi  na  približno  izračunavanje  šest  integrala. 

U tom  cilju  uzmimo  na  [0,  27t]  mrežu  шд  = (хј  = t-jf;  * = 0i  1>  2,  — , 24}  , 
očigledno  svi  čvorovi  rnreže  pripadaju  mieži  тл.  Svih  šest  integrala  ćemo 
izračunati  po  Simpsonovoj  formuli. 


Nalazeći  vrednost  funkcije  diskretnog  argumenta  y4  = ^ u čvorovima 
mreže  тл,  dobijamo 


Уо 


lim  . . . 

i— >0  г 1-*0  7 


!iE£ i = lim  = 4 « 0, 2618;  Г/i  ~ 0, 2590;  y2  « 0, 25; 


12 
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Уз  ~ 
Уа  ~ 
Уп  ~ 

1/17  ~ 

У21  ~ 


0, 2359;  y4  « 
0, 1083;  y9  « 
-01999;  y14  : 
— 0,0568;|/j8  : 
-0,0336;  T/22 


0, 2165;  y5  и 0, 1932;  ув  « 0, 1666;  y7  « 0, 1380; 
0,0785;  y10  « 0,05;  yn  « 0,0235;  y12  = 0; 

« -0,0357;  y15  « -0,0471;  y16  « -0,0541; 

« -0,0555;  y19  « -0,0508;  y20  « -0,0433; 
«-0,0227;  y23« -0,0112;  y24  = 0- 


Očigledno, 

1 0 9579 

У1  ~ g (Уо  + У4  + 4 (yx  + Уз)  + 2y3)  = -Чј — « 0, 9859; 


1 - 

Уг  ~ у У0  + У8  + 
o \ 


Уз 


'У4 


\ 4,9407  , 

4^y2fc-i  + 2^У->к  ) = — з — ~ 1. 
Ar=l  fc=l  / 


6469; 


Уо  «*  3 I Уо 


Уб  ~ 3 I Уо 


o ( У0  + У\Ч  + 4 Учк—\  + 2 V]  У‘2к  Ј 

6 V fc= 1 fc=i  / 

O ( Уо  + У1С  + 4 У~,У2А—1  + 2 У^УзА  ) 

Ј V fc=i  fc=i  / 

10  9 \ 4 

+ У20  + 4 У2А—1  + 2 У^УзА-  ) = — 

fc=l  fc=l  / 

12  11  \ 

+ У24  + 4 y^i/2fc-l  + ^У^У2А-  I 

fc=l  fc=l  / 


5, 5570 
_ 

5, 1635 
3 

4, 5247 
3 

4, 2568 


1,8523; 

1,7211; 

1,5082; 

1,4189 


Za  х € ]0, 7г[  у'  (х)  > 0,  a za  х 6 ]тг,  27г[  у'  (з;)  < 0;  у"  (х)  < 0 za  х е ]0,  |тг[ 
а у"  (х)  > 0 za  х € ]|7г,27г[.  Na  taj  način,  у(х)  raste  na  intervalu  ]0,  rr[ 
a opada  na  ]7г,27г[.  Grafik  funkcije  je  konveksan  na  inteivalu  ]|7Г,  2тг[  a 
konkavan  na  ]0,  д7г[  Grafik  je  nacitan  na  (sl.159).  > 


4.12  Zadaci  za  samostalni  rad 

1.  Naći  lim  Sn , gde  je  Sn  = ^4 — 

n — *00  k=X 

2n 

Uputstvo:  Sn  = Jč' 

k=n+l 

2.  Neka  je  0 < £ < 1 i neka  funkcija  / na  segmentu  [0,/]  raste,  a na 
[£,  1]  opada;  neka  je  M = /(£)  njen  apsolutni  maksimum  na  [0, 1]  Dokazati, 
da  je 

-ti  <л„<  м-т. 


П 


п 
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gde  je 


Дп — 


3.  Neka  je  / funkcija  ograničene  varijacije  na  [0, 1]  Pokazati  da  za  Дп 
iz  prethodnog  zadatka  važi  ocena  | Дп  | < ~,  gde  je  V potpuna  varijacija 
funkcije  / na  segmentu  [0,1]. 

Napomena.  Po  definiciji  je  V = sup  j J2  \f(xi+i)  ~ f(xi)\  j > gde  se 

supremum  uzima  po  svim  segmentima  dobijenim  podelom  segmenta  [0, 1]. 

4.  Neka  je  funkcija  / dva  puta  diferencijabilna  na  [a,  č>]  а f"  integrabilna 
na  tom  segmentu.  Naći  lim  n 2 Дп,  gde  je 

n—>oo 


?Š'(' 


a + (2 k - 1) 


b — a\ 

2 n J 


5.  Neka  / zadovoljava  uslove  zadatka  4,  Naći  lim  n2  Дп,  gde  je 


<=  J f(x)dx~7^l  (j(a)  + 2it,f  (a  + 2fc 


b — a 
2n  + l 


6.  Neka  je  funkcija  f(x)  > 0 integiabilna  na  segmentu  [a,6];  označimo 
fkn  - f(a  + кб л),  бп  = ^..  Dolrazati: 


lim  - У)  fkn  = i~~  I f(x)dx\ 

i— >oo  П ^ J 0 — Cl  J 

Л=1  n 


Иш  УнЈгУП  = e ““ а 

п—>оа 

п b — a 

~~  = - , 

Г dx 

.1  /<«) 


^jlnf{x)dx 


JiS,  A _j_ 

hi hn 


Izračunati  integrale: 

29  a /7“  пло  2\/2 


„ f [/ИР  0 T dx  Q f 

7'  I 3+l/(x-2Vd  8‘  L xV(x2-2)S  ‘ I 


dx 


ж\/(х2-2)6  q л/2сТ1Ч-\/(^4*1)3 

V % 
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ln  5 


10,  j eX/f*ffldx.  11,  /(arcsin  x)*dx.. 


12,  Rešiti  jednačinu  /'  Ј~~ф= 

у/г  V 

X 

13.  Rešiti  jednačinu  f 


dt 


In  2 


%/  e*  ~ 1 


JL 

12  " 


rr 

6 


14.  Naći  apsolufcne  eksfciemume  funkcije 


X 

}(x)=f* 


24  + 1 


2* + 2 


Л 


na  segmentu  [—1.1] 

15.  Odiediti  elcstremume  i prevojne  tačke  funkcije 


У=  f(t-  W-2)* 
b 

16.  Dokazati  jednakosfc: 

« о 9 

sm*2  х cos * 

ј arcsin  \/tdt  4*  j 


dt 


aiccos  Vtdt  = 

4 


17.  Dokazafci,  da  ako  je  / nepreludna  funkcija  i ako  je  f(x)  = f f(t)dtf 

b 

fcada  je  /(ж)  “ 0, 

18.  Znajući  da  je  poredak  rasta  pozitivne  funkcije  f(x)  kad  х — > +oo 

X 

viši,  jednak  ili  niži  u poređenju  sa  sm,  dokazati  da  funkcija  f f(t)dt  ima 

b 

odgovarajući  poiedak  rasta  u poređenju  sa  xm+1 

X 

19.  Upoiedifci  poredak  rasfca  integiala  j f(t)dt  kad  х —>  +oo  sa  funkci- 

a 

jom  f(x)  u sledećim  slučajevima: 
a)  b)  ex]  c)  хс-;  d)  lnx. 

20.  Dokazati  da  je  kxk~l  = ~ . 

21.  Za  neprekidnu  funkciju  f(x)  se  zna  da  je  neparna  na  segmentu  [— f , f ] 

X 

i da  ima  period  T.  Dokazafci,  da  je  f f(t)dt  takođe  periodična  funkcija  sa  is- 

b 

tim  periodom. 
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22.  Izračunati  srednju  viednost  funkcije  f(x)  — na  segmentu  [0, 2]. 

23.  Za  koje  a je  srednja  vrednost  funkcije  у = 1шг  na  segmentu  [l,a] 
jednaka  siednjoj  bizini  promene  funkcije  na  tom  segmentu? 


24.  Pokazati  da  je  f < f 


0,б 


'25.  Pokazati  da  je  0,5  < j < f {n  > 1) 


26.  Pokazati  da  je  0, 78  < f < 0, 93 . 

Uputstvo:  Za  gornju  gianicu  pnmeniti  nejednalcost  Koši-Bunjakovskog. 

200 

27.  Dokazati  jednakost:  f = 1п2  - gfp-,  0 < 9 < P 

lbo 

200 

28.  Dokazati  jednakost  f зттгл ;2dx  — \в\  < L 

ibo 

200 

29.  Dolcazati  jednakost  f |<?|  < 1. 

i'oo 

Ispitati  konvergenciju  sledećih  integrala: 


4-oo 


4~oo 


30-  I ОТИ  31-  l пЉ-,-  3 2-  / 


0 

-f-oo 


33,  f E^ldx.  34.  / lnsin xdx.  35.  / ^*dx. 
o Ж+1  o o 

4-oo  4-00  4-co  _/  j , 1 N 

36.  f 37.  f Xxe~xndx ..  38.  f xne  \ ^)dx.. 


o 


0 


39.  Dokazati,  da  je  lim  f n2xn-l(l-x)dx  ф f ( lim  nV1-1/!  - z))  dx. 

Tl—*OQ  n П \П~~>00  J 


4-00 


40.  Dokazati,  da  ako  integral  f f(x)dx  konveigira  apsolutno,  to  je 

b 


4-co  4-oo 

lim  / f(x)\sinx\dx  = — / f(x)dx. 
n—co  J 7Г  J 


41.  Dokazati,  da  je 


4»oo 

lim  a [ e~aLf(t)dt  = lim  f(t), 

ct — >4*0  J I— *4“Qo 


pietpostavljajući  da  integral  na  levoj  strani  i limes  na  desnoj  postoje. 
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42.  Dokazati  jednakost: 


n 

i 


dz 


vtan,r 


I Vtanzda 
b 


43 ^ Dokazati  da  nesvojstveni  integral 


-foo 

/5in2H3 


sin“  j 7Г  | х + 


clx 


divergiia. 

44.  Naći  površinu  konačnog  dela  figuie,  ograničene  laivom 

x2y2  = 4(x  - 1) 


i pravom,  koja  prolazi  kroz  njenu  prevojnu  fcačku. 

45.  Izračunati  površinu  krivoiinijskog  trapeza,  ograničenog  icrivom 

У = e~x(x 2 + Зж  + 1)  + e2, 

osom  Ох  i dvema  pravama,  paralelnim  osi  Оу , koje  proiaze  kroz  tačke  ek- 
stiemuma  funkcije  у = y(x). 

46.  Naći  površinu  figure  ogtaničene  apscisnom  osom  i giaficima  funkcija 
у = arcsin  х i у = arccosic, 

47.  Naći  povišinu  figure  ograničene  kardioidom: 

х = 2a  cos  t — a cos  2 1,  у = 2a  sin  t — a sin  2t. 

48.  Naći  povišinu  petije  kiive  х = 3£2,  у = 3t  — t?. 

49.  Naći  površinu  figure  ograničene  unutrašnjim  i spoljašnjim  delom 
kiive  p = a sin3  ^ . 

50.  Iziačunati  površinu  zajedničkog  dela  figuie  koju  ograničavaju  krive 

p = 3 + cos  4р  i p = 2 — cos  4 ip 

51.  Određiti  površinu  petlje  kiive  p = kao  i površinu  figure 

ograničene  krivom  i njenom  asimptotom. 

52.  Naći  dužinu  luka  polukubne  parabole  у2  = | (х  — l)3  lcoji  se  nalazi 
unutra  paiabole  у2  = |. 

53.  Naći  dužinu  krive  у = vx  ~ xl  + aicsin  sfx. 
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54.  Odiediti  dužinu  iuka  traktiise 


х = a 


cos  t + ln  tan 


у — a sin  t 


od  tačke  (0,a)  do  njene  tačke  (x,y). 

55.  Naći  dužinu  krive  жЗ  -f  т/5  = аз. 

56.  Dokazati  da  je  dužina  krive 


p = a sinm  — (m  £ Z) 
m 

srazmeina  sa  a ako  je  m paran,  i da  je  srazmerna  sa  dužinom  kiužnice 
poluprečnika  a ako  je  m neparan  (m  ф 0). 

57.  Naći  zapieminu  tela  ogianičenog  sa  poviši  dobijene  rotacijom  trak- 
tiise 

х — a ^cos  t + ln  tan  ~ J , у = a sin  t 
oko  njene  asimptote. 

58.  Naći  zapreminu  tela  ograničenog  paraholoiđom  z = х2  + 2 у1  i elip- 
soidorn  х 1 -f  2y~  -f  z1  = 6. 

59.  Naći  povišinu  rotacione  poviši,  koja  se  dobija  rotacijom  petlje  krive 
Qay~  = а-(3а  - x)~  oko  apscisne  ose. 

60.  Beskonačni  luk  laive  у = e~x,  koji  odgovara  nenegativnoj  viednosti 
х,  iotiia  oko  ose  Ох  Naći  površinu  talco  dobijenog  tela. 

61.  Homogena  pravougaona  ploča  stranica  a i b podeljena  je  na  dva  dela 
lukom  parabole,  čije  se  teme  poklapa  sa  jednim  temenom  pi  avougaonika  i 
prolazi  kroz  naspramno  teme  Naći  težišta  oba  dela  piavougaonilca. 

62.  Naći  koordinate  težišta  homogene  figure,  ogianičene  koordinatnim 
osama  i kiivom  \/x  + ^Ју  = Ja 

63.  Naći  statičlci  moment  homogene  figure,  lcoja  je  ogianičena  krivama 
у = i у = ж2,  u odnosu  na  osu  Ох. 

64.  Odiediti  koordinate  težišta  homogene  figure  ograničene  krivorn  у2  = 
ах3  — х4. 

65.  Dokazati  da  su  apscisa  i ordinata  težišta  homogenog  isečka  ograničenog 
sa  dva  polarna  radijusa  i krivom  p = p(<p)  date  sa 


tp2 

f p2  cos  <pd(p 
чп 

<P2 

I P2d<p 


<P2 

f sin  (pdip 

2 ipi 

^ O <p2 

I P2dy> 
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66-  Naći  Dekartove  koorciinate  težista  homogene  figiue  ograničene  desnom 
petljom  Bernulijeve  lemniskate  pr  = a2  cos  2 ip, 

67.  Dokazati  da  se  Dekartove  koordinate  težišta  luka  homogene  krive 
lcoja  je  data  jednačinom  p =?  p(ip)  u polarnim  kooidinatama,  nalaze  po 
formulama: 


<pi  <Pl 


68.  Odrediti  Dekartove  koordinate  težišta  luka  logaritamske  spiiale  p = 
ae^  (od  tačke  % do  tačke  7r). 

69.  Naći  moment  ineicije  bočne  površi  konusa  (poluprečnik  osnove  i?, 
visina  H)  u odnosu  na  njegovu  osu  simetiije„ 

70.  Krivolinijski  trapez  ograničen  krivama  у = ex;  у = 0;  х = 0;  х = 1 
rotira  redom  oko  ose  Ох  tj,  oko  ose  Оу  Ođređiti  moment  ineicije  tako 
dobijenog  tela  u odnosu  na  osu  rotacije 

' 71.  Kvadiat  rotira  oko  ose  koja  pripada  njegovoj  ravni  i sadrži  jedno 
teme.  Odrediti  položaj  ose  tako  da  zapremina  tela  bude  maksimalna,  Dati 
odgovor  na  isto  pitanje  ali  za  trougao, 

72.  Poluprečnici  osnova  piave  kružne  zarubljene  kupe  su  R i r,  visina  h 
i gutina  /л.  Kolika  je  sila  kojom  ona  dejstvuje  na  materijainu  tačku  mase  ггц 
smeštene  u vrhu  kupe? 

73.  Kolikom  silom  izlomljena  materijalna  linija  у = |xj  + 1 piivlači 
materijainu  tačku  mase  m,  lineame  gustine  џ koja  se  nalazi  u koordinatnom 
početku? 

74.  Kapljica  početne  mase  M pada  pod  dejstvom  sile  teže  i ravnomerno 
isparava,  gubeći  svake  sekunde  masu  jednaku  m,  Koliki  je  rad  sile  teže  za 
vreme  od  početka  kretanja  do  potpunog  isparenja  kapljice  (otpoi  vazduha 
se  prenepregava) 

75.  Tiougaona  ploča  osnove  a = 0, 4?n,  i visine  h = 0, 3?n.  okieće  se  oko 
svoje  osnove  konstantnom  ugaonom  brzinom  c o = S^sec”1  Naći  ldnetičku 
eneigiju  ploče,  ako  je  njena  debljina  d = 0, 002??i.  a gustina  materijala  ploče 
je  џ = 2200 kgjmz. 

76.  Ploča  u obliku  trougla  potopljena  je  vertilcalno  u vodu,  tako  da 
njena  osnova  pripada  površini  (horizontu)  vode,  Osnova  ploče  je  a , visina 
h. 

a)  Izračunati  silu  pritiska  vode  na  svaku  od  strana  ploče. 

b)  Koliko  se  puta  poveća  pritisak,  ako  okienemo  ploču  tako,  da  na 
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povišini  vode  bude  vih,  a da  osnova  bude  paialeina  površini  (hoiizontu) 
vode, 

77.  Pravugaona  ploča  stranica  a i b (a  > b)  potopljena  je  u tečnost  pod 
uglom  a u odnosu  na  povišinu  tečnosti.  Veća  stiana  je  paialelna  povišini 
tečnosti  na  dubini  h Iziačunati  pritisak  tečnosti  na  svaku  od  strana  ploče, 
ako  je  specifična  težina  tečnosti  d 

78.  Pii  dnu  kotia,  oblika  polukugle  polupiečnika  R — 43 cm,  napravljen 
je  otvoi  povišine  5 = 0, 2 cm2.  Posle  koliko  vremena  će  se  lcotao  pun  vođe 
isprazniti? 

79.  Dva  kg,  soli  rastvara  se  u 30/,  vode.  Za  5 min  rastvoii  se  1 kg,  soli. 
Za  koje  vreme  će  se  rastvoriti  99%  početne  količine  soli  (brzina  rastvaianja 
piopoicionalna  je  količini  nerastvorene  soli  i iazlici  između  koncentracija 
zasićenih  rastvora,  koja  je  jednaka  1 Л^<7  na  3/,  i koncentaiacije  rastvora  u 
datom  momentu)? 

10 

80.  Izračunati  lnlO  — [ ^г,  koristeći  piavilo  Simpsona  za  n = 10  Naći 

modul  prelaza  od  piirodnog  na  đekadni  logaritam.Upoiediti  sa  tabličnim 
viednostima. 


4.13  Rezultati 


1.  In2.  4.  ^#  №)-/'(«))  5.  7.  3 + 

3^2  g ^ & + ћЛ  9.  |.  10.  4 - ћ.  11.  - Зтг2  + 24  12.  х = 2. 

13.  2 ln 2 ” 14.  max  f{x)  = /(1)  « 1,66;  min  f{x)  = f (-|)  « 

-0,11.  15.  2/min  = 2/(1)  = -Ц;  Prevojne  tačke  su:  (2,  — |) ; (|,-^г)< 
19. a)  višeg;  b)  istog;  c)  nižeg;  d)  višeg  22.  2 + 1п^цп.  23.  za  a = e. 
30.  konvergira  31.  diveigira.  32.diveigira,  33.divergiia.  34.konvergira, 
35.  divergira  36.  divergira.  37.  konvergira  apsolutno  za  n > 1;  za  n < 1 
divergita  38.  konvergira,  41.8  1 + — arctan  ^Jl  + ■ 45. ^(e3  — 

4),  46.  \/2  — 1,  47.  бтга2.  48 
2-f;2  + f.  52. 


. Тф,  49.  50.з^  -5\/3.  51. 


(ivM 


53.  2 54. 


aln  f.  55. 

у 


57.  58.  V,  = тг\/2  (2>/б  - f)  ; И = гг\/2  (2\/<;  + f)  . 50.  Зтга2. 

60.  *(^  + 1п(1  + \/2)).61.(|,|);(|§,|).62.  (*,f)  63.  | + |.64. 

(fa,0).  66.  (s#,0)  68.  (-i^f.iTrff)-  69-  iM^.gđeje 


4.13.  REZULTATI 
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M masa  bočne  površi  konusa.  70.  Ix  = ”^e8  Iy  = 4тг(3  — e).  71.  Osa 
rotacije  mora  biti  noimalna  na  dijagonalu  kvadrata;  osa  rotacije  mora  biti 

noimalna  na  težišnu  liniju  trougla,  72.  ‘ŽTT'jvih  — — ^========^  , gde  je 

7 gravitaciona  konstanta.  73.  27тп7г.  74.  75.  — к « 0, 4905J. 

76.  a)  b)  đva  puta.  77.  abd  (/i  4-  \ sin  a)  78.  к Ičas6min53sec  . 
79.  к 37, 3 min . 80.  In  10  « 2, 31;  M = ^ а 0, 433.. 


